Reseni nehomogennich vlnovych rovnic

Maxwellovy rovnice (v prostiedi s konstantnimi e, u € R) jsou ekvivalentni
nehomogennim vlnovym rovnicim pro potencidly doplnénym o Lorenzovu
kalibrac¢ni podminku:
52 - 2 1 e
Ap— g =—2 A-LFE=—uj  divA+ 55 =0
kde v? = ei Vlnové rovnice nejsou provazané, lze je tedy fesit zvIast.
Vzhledem k podobnému tvaru rovnic, staci fesit rovnici pro ¢.
ResSeni nehomogenni rovnice se sklada z
e obecného feseni homogenni rovnice (PS=0) - superpozice jiz znamych
d’Alembertovych feseni (7, t) = F(5- 7 — vt) odpovidajicich rovinnym
vlnam postupujicim ve sméru §
e partikuldrniho feseni nehomogenni rce. (PS#£0), které najdeme obdobné
jako elektrostaticky potenciél v elektrostatice, kde ¢ = ¢(7)

Elektrostatika
Maxwelovy rot E=0 E=— grad ¢ Poissonova Ap— P
rovnice divk = ¢ £ = —divgrad <p rovnice v €

/
Poissonova rovnice m4 feseni ¢(7) = 477& fv = ﬂ,‘ dV’, které lze povazovat za
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superpozici elementdrnich coulombovskych potencidlu ¢(7,7) = Tnz ]

Elementarni coulombovsky potencial uréime pro bodovy ndboj () v pocatku.

Reseni Poissonovy rovnice je jednoznaéné urceno nésledujicimi pozadavky:

@ Laplaceova rovnice Agp(7) =0 pro 7 # 0

@ sférickd symetrie (rovnice i okrajové podminky jsou invariantni vuci
rotacim) ¢(7) = (r)

@ okrajova podminka p(r) — 0 pro r — 400

@ Gaussova véta [, div EdV = [ E-dS=2¢
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Tedy B = 47r€ ap(r) =

4mer r2dQ

Elektrodynamika
Elementérni potencidl ¢ = ¢(7,t) spliujici nehomogenni vlnovou rovnici pro
¢asové proménny bodovy naboj v poc¢atku @Q(t) musi splnovat podminky

v%_a?ggjt) =0 pro 7 #0

@ sférickd symetrie (7, t) = ¢(r,t)

@ pro v — +oo chceme Y — o, = f(t)

@ vlnové rovnice Ap(r,t) —

(okamzity coulombovsky potencial)

@ podminka vyzafovani f4 = 0 (podminka kauzality)
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(2% +r28) =L (& (p+1%)) = L& (ry)
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0= ¢ = 5E = 1) - (50) = 3 [§2000) — ()]
To je vlnové rovnice pro funkei r¢(r, t) pro kterou existuje d’Alembertovo
feseni ro(r,t) = fr(t — L) + fa(t + %) (Retardovany a Avansovany potencidl)

Upravime vzorec Ap(r,t) =

Avansovany potencidl 1 =+ fa vyloucime kvili podmince kauzality. Retardovany
potencial bodového nabOJe v pocétku ¢(r,t) = =Q(t — L) ziskdme z
podminky 3). Potencidl v misté 7 v case ¢t odpovida Coulombové potencidlu

v témze misté v retardovaném case t =t — %

obdobné ziskdme A(F,t) ze zadangch
proudovych hustot j(7,t)

Pro néboj s hustotou p(7,t) v
objemu V' dostaneme superpozici
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o(F, 1) = /p(r ) gy A(F,t)zi/j(r ) gy

dme |7 — 7| 47 |77 — 7|

Dosazenim se lze presvédcit, ze odvozené potencidly splnuji Lorenzovu
kalibra¢ni podminku. To Ze vinova rovnice mé dva typy feseni (zpozdéné a
predbihavé) souvisi s jeji symetrii vuci casové inverzi (¢ — —t), okrajové
podminky, ale takovou symetrii nemaji. Zdroj tedy budi EM vInu, ktera se
sit1 od néj jako rozbihava vina k pozorovateli a odnasi sebou energii.
Ptedbihavé vina odporuje kauzalite.




Dipoélova aproximace retardovanych potencialu
Predpokladejme, ze elektromagnetické pole je buzeno prostorove

ohrani¢enou soustavou naboju, tj. ze p a ; jsou nenulové pouze uvniti koule
V poloméru a. V dostatecné vzdalenosti od tohoto zdroje nahradime funkce

Y a A nejnizsimi ¢leny jejich multipdlovych rozvoju. Pocatek soustavy
g =]
soutadnic umistime do stfedu koule. Integrand GRGENMIES % je

funkce dvou nezavislych proménnych 7 a 7 od kterych prejdeme k 7 a
R =7—# audéldme Tayloruv I‘OZVOJ v R do 1. fadu kolem hodnoty 7
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Retardovan potencidl buzeny casové promennym dipélem () umisténym v
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S vyuzitim rovnice kontinuity, identity div(f F ) = fdiv F+F-gradfa
skute¢nosti, ze hranici koule nic neprotéka (tj. j - dS’ = 0 na 9V') dostaneme
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Ziskany vektorovy potencial je buzen polariza¢nim proudem kompenzujicim
casové zmeény rozlozeni naboje v dipélu a odpovidé nultému clenu
multipélového rozvoje rozvoje
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kde p zna¢f derivaci funkce 7 vzhledem k jeji jediné proménné

Zareni dipélu
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Staticka zéna
Je oblast v blizkosti zdroje (pro mald r lze polozit t=t — *) ve které
prevladaji cleny
37( - plt)) — plt - i x p(t
ii(i - p(t)) — pit) Bty = — 2T p(t)
4mers A r?

odpovidajici elektrostatickému poli dipélu p (az na ¢asovou zavislost) a
Biotové—-Savartové zdkonu pro magnetické pole buzené polariza¢nim
proudem p’

E(7,t) =

ViInova zéna
Je oblast dostate¢né vzdalena od zdroje (r >> a a soucasné r >> A\j,.) ve
které pievladaji ¢leny tmérné 1

T

By = "D Bty = T2

drev?r 47 or

t—= t—
v
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Toto EM pole predstavuje sférickou vinu (plochy konstantni faze
t — = = konst. jsou sféry) sirici se rychlosti v. Vzhledem k tomu, Ze plati

n-E=0=n-B a nxFE=—"20 — KX _yB
dmev?r 47r ’

tvori 1, E, B pravotocivou soustavu a £ = vB. Vlna mé tedy podobné

vlastnosti jako rovinnd vlna 8ifici se ve sméru 77 a lze ji tedy v dostatecné

vzdalenosti od zdroje rovinou vlnou aproximovat (nahradit maly usek plochy

konstantni faze tsekem rovinné vlny sifici se ve sméru 7).

Polarizace vlny je ddna prumétem P vektoru p’ do sméru kolmého k 7
F= i)+ 5L

= Py (t—1)
E(Ft) = — 2=\ v/
(7 %) 4dmev3r
Pro magnetické pole plati
=T Lo =
H(r,t) = - x E(rt)

7
kde Z = \/g je charakteristickd impedance (pro vakuum Z, = 37712).

Hustota toku energie ve vlnové zéné je dana Poyntingovym vektorem

. .1 L1 1 ; A2 7
S—ExH=—-Fx(i E:—EZ’*:—(* (t——)) n
% x (71 x E) A " 16722047 pL ) r2

Pro dipdl p(t) = py cos(wt)

mame p = —w2f, cos(wt)

Oznacéme uhel mezi konstantnim vektorem py a smérem 7 jako 6 pak

(pL)2 = (p—a(A-p)?=p>—27-p)>+ (7 p)? = w'p?(1 — cos? 0) cos?(wt)
(bﬁ (t — %))2 = wipd sin® 0 cos® (wt — wL) = wpd sin® O cos®(wt — kr)

kde k = £ je vlnové cislo.

Hustota toku energie v misté 7" a case t lze s vyuzitim eZ = % aw=kv
zapsat jako

_vk*p? sin?

4,9 )

wipy  sin“f
cos“(wt — kr) =1

( ) 1672 72

16722047 12

S(Ft) =1 cos?(wt — kr)

Okamzity vyzareny vykon — energie vyzarena za jednotku ¢asu pies sféru S,
velkého poloméru r

T 27
W(t) = §~d§_/ ( §-ﬁr2sin9d¢)d9_
Sr 0 0

vk'pd T T sin®0
=1gn2e °O (wt — kr)/o /0 o7 de | dO =
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= f67£2 cos?(wt — kr)27r/0 sin® 0 df = 11]6752 cos? (wt — kr)27r§ =
8rukipt
=3 Ton2e °°° (wt — kr)
Casové stiedni hodnota vyzareného
vykonu &
vk"p
W(t))r = ——
Withr = 1o
Intenzita zareni
- vk*p? sin? 6
I = (SN, = 0
(IShr 32m2e 12

Maximélni intenzita je ve sméru kolmém k dipélovému momentu py (0 = 7).
Ve sméru dipélového momentu (0 = 0) dipdl nevyzatuje.



