
Energetické veličiny a zákony zachováńı v elektrodynamice

Zákon zachováńı náboje

Náboj neexistuje samostatně, je vždy vázán na částice (elektrony, protony,

pozitrony), je kvantován (násobky ±e), je relativistický invariant (nezáviśı

na pohybu částice). Celkový náboj se nav́ıc zachovává i při procesech při

kterých částice vznikaj́ı a zanikaj́ı (rozpady a anihilace částic).

Necht’ je v prostoru rozložen volný elektrický náboj s objemovou hustotou

ρ(~r, t) jehož pohyb je popsán polem rychlost́ı ~v(~r, t). Úbytek náboje v

libovolně pevně zvolené oblasti V je dán množstv́ım náboje, které projde

přes hranici ∂V oblasti V .

− d

dt

∫
V

ρ dV = −
∫
V

∂ρ

∂t
dV =

∮
∂V

ρ~v d~S =

∮
∂V

~j d~S =

∫
V

div~j dV

Pro libovolnou pevně zvolenou oblast V

tedy plat́ı ∫
V

∂ρ

∂t
+ div~j dV = 0

odtud pro V → 0 dostaneme

rovnici kontinuity

∂ρ

∂t
+ div~j = 0

Zákon zachováńı energie

Dále budeme předpokládat, že částice neprocháźı plochou ∂V ohraničuj́ıćı

oblast V. Śıla, kterou EM pole p̊usob́ı na náboj dq v elementu objemu dV je

d~F = ( ~E + ~v × ~B) dq = ( ~E + ~v × ~B)ρ dV = ρ( ~E + ~v × ~B) dV = ~f dV

Výkon této śıly

~v · d~F = ~v · ~f dV = ρ~v · ~E + ρ~v · (~v × ~B) dV = ρ~v · ~E dV = ~j · ~E dV

kde ~f = ρ( ~E + ~v × ~B) je hustota Lorentzovy śıly a ~j · ~E hustota výkonu

Lorentzovy śıly.

Úbytek energie pole v objemu V je roven práci, kterou pole vykoná na

částićıch a energii, která vyproud́ı přes hranici ∂V . Označ́ıme–li hustotu

energie EM pole w = w(~r, t) a hustotu toku energie EM pole ~S = ~S(~r, t)

můžeme energetickou bilanci v oblasti V popsat rovnićı

− d

dt

∫
V

w dV = −
∫
V

∂w

∂t
dV =

∫
V

~j · ~E dV +

∮
∂V

~S · d~S =

∫
V

~j · ~E + div ~S dV

Diferenciálńı tvar představuje lokálńı zákon zachováńı

energie v soustavě EM pole a nabitých částic. −∂w
∂t

= ~j · ~E + div ~S

Zbývá naj́ıt jak záviśı w a ~S na EM poli, proto vyjádř́ıme člen ~j · ~E pomoćı

Maxwellových rovnic a využijeme identitu div( ~E× ~H) = ~H · rot ~E− ~E · rot ~H

~j · ~E =
(

rotH − ∂ ~D
∂t

)
· ~E = ~E · rot ~H − ~E · ∂ ~D

∂t
=

= − div( ~E × ~H) + ~H · rot ~E − ~E · ∂ ~D
∂t

= − div( ~E × ~H)− ( ~H · ∂ ~B
∂t

+ ~E · ∂ ~D
∂t

)

Dále předpokládáme pouze lineárńı (měkké) prostřed́ı (s konst µ, ε ∈ R), kde

~D = ε ~E, ~B = µ ~H =⇒ ~H · ∂ ~B
∂t

+ ~E · ∂ ~D
∂t

= ∂
∂t

(1
2
~E · ~D + 1

2
~H · ~B)

Poyntingova věta

− ∂
∂t

(
1
2
~E · ~D + 1

2
~H · ~B

)
= ~j · ~E + div( ~E × ~H)

Odtud porovnáńım s lokálńım ZZE urč́ıme:

• hustotu energie EM pole w = 1
2
( ~E · ~D + ~H · ~B) = 1

2
(ε ~E2 + µ ~H2)

• hustotu toku energie EM pole (Poynting̊uv vektor) ~S = ~E × ~H

V látkovém prostřed́ı je ve w zahrnuta i energie spotřebované na polarizaci a

magnetizaci prostřed́ı. Ve vakuu w = 1
2
(ε0

~E2 + µ0
~H2)

Zákon zachováńı hybnosti

Kromě energie předává EM pole nosič̊um náboj̊u i hybnost. Existence

hybnosti EM pole byla experimentálně potvrzena objevem mechanického

tlaku zářeńı (Lebevěv 1899). Abychom zapsali bilanci hybnosti v oblasti V

ohraničené nehybnou plochou ∂V kterou částice neprocháźı, označ́ıme

~p ... hustou hybnosti částic, ~g ... hustotu hybnosti EM pole

~σi = (σi1, σi2, σi3)... hustotu toku i–té složky hybnosti EM pole (hustota toku

vektoru ~g představuje tenzor (σij)

− d

dt

∫
V

pi + gi dV =

∮
∂V

σij dSj =

∮
∂V

~σi · d~S =

∫
V

div ~σi dV

Diferenciálńı tvar představuje lokálńı zákon zachováńı

hybnosti v soustavě EM pole a nabitých částic. −∂gi
∂t

=
∂pi
∂t

+
∂σij
∂xj

K určeńı veličin ~g a σij zaṕı̌seme pohybovou rovnici pro částice v elementu

objemu a dosad́ıme z Maxwellových rovnic

∂~p

∂t
= ~f = ρ ~E +~j × ~B = (div ~D) ~E +

(
rot ~H − ∂ ~D

∂t

)
× ~B

na pravou stranu rce. přidáme dvě nuly 0 = ~H div ~B a 0 = (rot ~E + ∂ ~B
∂t

)× ~D



∂~p

∂t
= ~E div ~D + ~H div ~B +

(
rot ~H − ∂ ~D

∂t

)
× ~B +

(
rot ~E +

∂ ~B

∂t

)
× ~D =

= − ∂

∂t
( ~D × ~B) + [ ~E div ~D + ~H div ~B − ~D × rot ~E − ~B × rot ~H]

[. . .]i = Ei
∂Dj

∂xj
+Hi

∂Bj

∂xj
− εijkDjεklm

∂Em
∂xl
− εijkBjεklm

∂Hm

∂xl

= Ei
∂Dj

∂xj
+Hi

∂Bj

∂xj
− (Dj

∂Ej
∂xi
−Dj

∂Ei
∂xj

)− (Bj
∂Hj

∂xi
−Bj

∂Hi

∂xj
)

=
∂

∂xj
(EiDj +HiBj)−Dj

∂Ej
∂xi
−Bj

∂Hj

∂xi
=

V lineárńım prostřed́ı s konstantńımi ε, µ ∈ R lze výraz dále upravit

=
∂

∂xj
(EiDj +HiBj)−

1

2

∂

∂xi
(DjEj +BjHj) =

=
∂

∂xj
(EiDj +HiBj)−

1

2
δij

∂

∂xj
( ~D · ~E + ~B · ~H) =

=
∂

∂xj

EiDj +HiBj − δij
1

2
( ~E · ~D + ~H · ~B)︸ ︷︷ ︸

w


Odtud porovnáńım s lokálńım ZZH

• hustota hybnosti EM pole ~g = ~D × ~B = εµ~E × ~H = εµ ~S
• Maxwell̊uv tenzor napět́ı (tenzor hustoty toku hybnosti EM pole)

σij = −[EiDj +HiBj − δij 1
2
( ~E · ~D + ~H · ~B)]

σij = −[εEiEj + µHiHj − δij 1
2
(εE2 + µH2)] = −[εEiEj + µHiHj − δijw]

Tyto výrazy v sobě obsahuj́ı i hybnosti vázaných náboj̊u. Veličiny ~g a σij pro

samostatné EM pole bychom źıskali dosazeńım ε = ε0 a µ = µ0 př́ıpadně

odvozeńım z Lorentz–Maxwellových rovnic mı́sto rovnic Maxwellových.

Název pro σij pocháźı z analogie s mechanikou kontinua. Ve stacionárńım

př́ıpadě EM pole totiž plat́ı ∂~g
∂t

= 0 a lokálńı ZZH se tak redukuje na
∂pi
∂t

= fi = −∂σij
∂xj

. Tenzor σij tak umožňuje vypoč́ıtat śılu p̊usob́ıćı na objem

V jako výslednici “napět́ı” p̊usob́ıćıch na povrchu ∂V∫
V
fi dV =

∮
∂V

(−σij) dSj

*Tenzor energie a hybnosti

Teorém Noetherové ř́ıká, že ke každé spojité jednoparametrické grupě

transformaćı, které ponechávaj́ı akci S = 1
c

∫
V ∗ L dV ∗ invariantńı, př́ısluš́ı

čtyřvektor kµ splňuj́ıćı ∂kµ

∂xµ
= 0 tzv. zachovávaj́ıćı se čtyřproud.

Jako transformace si zvoĺıme translace x′µ = xµ + bµ při kterých se polńı

proměnné transformuj́ı jako skalárńı funkce q′a(x
′) = qa(x). Hustota

Lagrangeovy funkce L(qa, qa,µ, x
µ) bude invariantńı v̊uči translaćım právě

tehdy, když nebude záviset explicitně na souřadnićıch xµ tj.

L(q′a(x
′), q′a,µ(x′)) = L(qa(x), qa,µ(x)). To lze vyjádřit nulovost́ı derivaćı

explicitńıch závislost́ı L na xµ:

0 =

(
∂L
∂xµ

)
expl

=
∂L
∂xµ
− ∂L
∂qa

qa,µ −
∂L
∂qa,ν

qa,νµ
rce. pole

=

= δνµ
∂L
∂xν
− ∂

∂xν

(
∂L
∂qa,ν

)
qa,µ −

∂L
∂qa,ν

qa,µν = − ∂

∂xν

[
∂L
∂qa,ν

qa,µ − δνµL
]

Tyto rovnice pro µ = 0, 1, 2, 3 představuj́ı zákony zachováńı energie a

hybnosti v teorii pole. Výraz v závorce nazýváme

kanonický tenzor energie a hybnosti T ν
µ =

∂L
∂qa,ν

qa,µ − δνµL

Pro volné (bez zdroj̊u) elektromagnetické pole máme

L = − 1

4µ0

FµνF
µν kde Fµν = Aν,µ − Aµ,ν

T ν
µ =

∂L
∂Aρ,ν

Aρ,µ − δνµL
11.před.

=
1

µ0

Aρ,µF
ρν + δνµ

1

4µ0

FρσF
ρσ

Tento tenzor neńı vhodný, nebot’ neńı kalibračně invariantńı. Doplńıme ho

proto o čtyřdivergenci

− 1

µ0

Aµ,ρF
ρν =

1

µ0

∂

∂xρ
(AµF

νρ) kde
∂2

∂xν∂xρ
(AµF

νρ) = 0

Dostaneme tak tenzor, který již kalibračně invariantńı je

T ν
µ = 1

µ0
Aρ,µF

ρν − 1
µ0
Aµ,ρF

ρν + δνµ
1

4µ0
FρσF

ρσ = 1
µ0

(−FµρF νρ + 1
4
FρσF

ρσδνµ)

Po zvednut́ı indexu dostáváme symetrický tenzor energie a hybnosti:

T µν = gµκT ν
κ = 1

µ0
gµκ(−FκρF νρ + 1

4
FρσF

ρσδνκ) =

= 1
µ0

(−F µ
ρF

νρ + 1
4
gµνFρσF

ρσ) = 1
µ0

(−gσρF µσF νρ + 1
4
gµνFρσF

ρσ)



Symetrický tenzor energie a hybnosti

Je kalibračně invariantńı tenzor T µν =
1

µ0

(−gρσF µρF νσ +
1

4
gµνFρσF

ρσ)

(T µν) =


w Sx

c

Sy
c

Sz
c

Sx
c

σ11 σ12 σ13
Sy
c

σ21 σ22 σ23
Sz
c

σ31 σ32 σ33

 ve vakuu
=

1
c
~S=c~g


w cgx cgy cgz
cgx σ11 σ12 σ13

cgy σ21 σ22 σ23

cgz σ31 σ32 σ33


Tento tenzor umožňuje jednotně zapsat lokálńı zákon zachováńı energie a

hybnosti.

Lokálńı zákon zachováńı energie a hybnosti pro volné EM pole

∂T µν

∂xν
= 0

Lokálńı zákon zachováńı energie a hybnosti pro soustavu částic a EM pole

∂T µν

∂xν
= −fµ

kde fµ = F µνjν je hustota Lorentzovy čtyřśıly (fµ) = (
~j· ~E
c
, ρ ~E +~j × ~B).

Rozepsáńım źıskáme dř́ıve uvedené lokálńı ZZE a ZZH:

∂T 0ν

∂xν
=

∂w

∂(ct)
+

1

c

∂Si
∂xi

=
1

c

(
∂w

∂t
+ div ~S

)
= −1

c
~j · ~E = −f 0

∂T iν

∂xν
=
∂(cgi)

∂(ct)
+
∂σik
∂xk

= −(ρ ~E +~j × ~B)i = −f i


