1 Einsteinovo sumacni pravidlo, symboly a derivace

Cviceni 1.1 Rozhodnéte, které indexy jsou v ndsledujicim vyrazu volné a které scitaci a doplite

znacky sumace A;jx; + BiiCiryr + Duxpyrzi + %TIZ + l’iyjz'

Cviceni 1.2 Spoététe (52']‘%]', 5“', 5ij5jk a 5jk€ijk-

Cviceni 1.3 Zapiste pomoci Einsteinova sumacniho pravidla a symboliu vzorce pro soucin matic
(AB);;, skaldrni soucin @ -b a vektorovy soucin (d@ x b); vektori d@,b € R*® a determinant matice
A € R33.

Cviceni 1.4 Dokazte vzorec €;jk€imk = 0i10jm — Oim0ji-

Cviceni 1.5 Dokazte identitu rot(rot A) = grad(div A) — AA

Cviceni 1.6 Derivovdni slozené funkce vice proménnich (fetézové pravidlo). Vysvétlete podrobné
schematicky vzorec
Of _~— 9f 9y;

aiL‘i N ; ayj al'i

a spoctéte pomoci néj derivace slozené funkce h = f o g, kde funkce f : R? — R je ddna predpisem
f@) = flyi,y2) = y1ys a zobrazeni § : R?* — R? wzorci g1(T) = g1(x1, 1) = 22 + 312 a ¢2(F) =
921, 29) = T123.

Cviceni 1.7 Dokazte Eulerovu vétu pro homogenni funkce stupné k € N

Funkce f : R" — R se nazgvd homogenni stupné k € N, pokud pro libovolné X € R\ {0} plati
fOZ) = \Ef(T), VT € R™.
3
Cviceni 1.8 Dokazte, Ze pro sféricky symetrické skaldrni pole ¢ = p(r), kde r = |F| = 4| > x?
=1
plati Ap(r) = () + 2/(r) = L (rolr)) = i (r2%)
Cviceni 1.9 Reste jednoduché diferencidlni rovnice

(1)y = f(x), (2)y =fy), (8)y" =f(x), 4)yv" = 1), 5)y" = fly),

kde y = y(z) a f je libovolnd spojitd funkce.

Cviceni 1.10 *Dokazte, Ze kaédd funkce f R —= R, jejiz primitivni funkce F' : R — R je omezend,
mda stredni hodnotu (f) = hm = fo t) dt rovnou nule.

Cviceni 1.11 *Dokazte vétu o viridlu (1870 Rudolf Clausius): Pro systém N cdstic s hmot-
nostmi my, o € N oznacme

||M2

N

1 o

o T T=§ E MU,
a=1



pak pro kaZdé reseni Newtonouviych pohybovijch rovnic MaTn = Fy Va € N palti

<%>:O:>(T>=—% <éﬁaﬂ>,

kde () znaci ¢asovou stredni hodnotu. Viridlem nazgvdme pravou stranu rovncie.

Cviceni 1.12 *Jak zni véta o viridlu pro soustavu édstic, které se pohybuji v omezené ¢dsti prostoru
omezenymi rychlostmi, jsou-li vSechny sily piusobici v soustavé potencidlni a jejich potencidly jsou
homogenni funkce stupné k.

Cviceni 1.13 *Véta o viridlu pro magnetické pole: Odvodte vztah mezi stiedni ¢asovou hodnotou
kinetické a potencidlni energie pro soustavu nabitych castic v homogennim magnetickém poli o in-
dukci B. Predpokladejte, Ze pohyb cdstic probihd v omezené oblasti prostoru omezenyma rychlostmi,
¢dstice maji stejnou hmotnost m, stejny ndboj q a potencidlni energie U je homogenni funkci stupné
k v soutadnicich.

Cviceni 1.14 *Co r1ikd véta o viridlu pro linedrni harmonicky potencidl a pro Coulombické pole?

Cvi¢eni 1.15 *Dokazte vztah [A x (B x C)]; = A;B,C; — A;B;C;, wvazujte, Ze slozky vektori
f_l', g,é nekomutugi.

Cviceni 1.16 *Dokazte, e pro libovolné @,b,é € R3 plati @- (bx &) =b- (Ex @) = &- (@ x b).

2 Lagrangeova funkce

’111

(

r,U,t) = ( (Z,t) + U x B(Z, t)> lze ziskat ze
zobecnéného potencidlu U(Z,v,t) = e (g@(f, t)— 7 A t)> kde ¢ a A jsou potencidly elektromag-

Cviceni 2.1 Ukazte, Ze Lorentzovu silu F =

netického pole, pro které plati

. 04 - .
E=—grady — B B =rot A.

Cviceni 2.2 Najdéte slozky rychlosti ve sférickych a cylindrickych souradnicich. Spoctéte prislusné
Jacobidny )
det %
Oy,
pro prechod ke sférickym souradnicim &; = 2;(r,0,¢) a cylindrickym souradnicim &; = T;(R, ¢, 2)
v R3. O éem vypovidd (ne)nulovost Jacobidnu?

Cviceni 2.3 Napiste Lagrangeovu funkci volného (Zadné vazby) bezsilového (Zadné sily) hmotného
bodu v souradnicich (a) kartézskych (b) sférickijch (c) cylindrickych.

Cviceni 2.4 Napiste Lagrangeovu funkci volného hmotného bodu, na ktery pusobi homogenni gra-
witacni pole a elastickd centralni izotropni sila. Sestavte pomoci ni pohybové rovnice.

Cviéeni 2.5 Pomoci Lagrangeovy funkce odvodte pohybové rovnice matematického kyvadla s pruznym
zavesem tuhosti k a délky | (délka nezatiZené pruziny). Zkoumejte limitu k/m — +oo jako prechod
k idealni holonomni vazbé.

Cviceni 2.6 *Urcete jak se lisi Lagrangeovy funkce pro mabity hmotny bod v elektromagnetickém

poli pro. elektromagnetické potencidly lisici se o kalibracni transformaci (ff’ = A+ VA7), ¢ =

A t)
_ oA, ) a ukazte, Ze tento rozdil nemd vliv na Lagrangeovy rovnice.
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3 Vazby, vazbové sily, stupné volnosti a obecné souradnice

Cviceni 3.1 Jednostrannd neudrzujici vazba: Hmotny bod je poloZen na svislou kruznici v tésné
blizkosti nejuyssiho bodu kruznice. Odtud zacne vlivem tiZe klouzat (bez treni) s nulouvou pocdtecni
rychlosti. Kdy tento bod opusti kruznici?

Ndvod: Napsat Lagrangeovy rovnice 1. druhu, dvakrdt derivovat vazbu, vyjdadrit Lagrangeuv mul-
tiplikator, dosadit za rychlost ze ZZE a zjistit kdy je multiplikdtor nula.

Cviceni 3.2 Urcete konfiguracni prostor a obecné souradnice dvojitého rovinného matematického
kyvadla s délkami zdvésu Iy a ls.

Cviceni 3.3 Dwva body v prostoru jsou spojeny nehmotnou tyckou ménici se délky | = I(t). Zapiste
tuto vazbu. Urcete pocet stupnu volnosti a najdéte obecné souradnice pro tuto soustavu. Urcete
vazbové sily. Spoctéte rychlosti pomoci obecnyjch rychlosti a obecnyjch souradnic a ovérte pravidlo
krdceni tecek % = %.

dj qj

Cviceni 3.4 Urcete pocet stupni volnosti a najdéte obecné souradnice pro hmotny bod vdizaniy na
elipsu, kterd rotuje kolem své vedlejsi poloosy s konstantni rychlosti w. Ndvod: hmotnyj bod je podroben
vazbdm z—z + Z—i + i—; —1=0 a zsin(wt) — ycos(wt) = 0.

Cviceni 3.5 *Ukazte, Ze pro rheonomni holonomni vazby fr(Z,t) =0, k=1,...,r plati
0 fi 0% +8fk _0 Ofr 0T;
or; ot ot dx; Og;

Cviceni 3.6 *Ukazte, Ze tenky kotouc valici se bez prokluzovdni a bez nakldnénd po vodorovné roviné
je podroben neholonomni vazbé.

4 Lagrangeova funkce a Lagrangeovy rovnice (2. druhu)

Cviceni 4.1 Hmotny bod hmotnosti m klouze bez treni po kruhovém kuZeli svisle stojicim na Spici
v homogennim tihovém poli intenzity §. Sestavte jeho Lagrangeovu funkci a prislusné Lagrangeovy
rovnice. *Diskutujte pripad obecné holonomni vazby na rotacni plochu R = R(z).

Cviceni 4.2 Po ose x muZe klouzat bez trent téleso hmotnosti my. To je spojeno nehmotnou tyci
délky 1 s telesem hmotnosti my, které kond pusobenim tize kmitavy pohyb ve svislé roviné x,y.
Pomoci Lagrangeovy funkce sestavte Lagrangeovy rovnice. *Dokazte, Ze téleso mo se pohybuje po
elipse a vypocitejte dobu kmitu T tohoto eliptického kyvadla pro malé amplitudy.

Cviéeni 4.3 Duva stejné tézké hmotné body jsou vdzdny na parabolu o rovnici y + x> = 0 a spo-
jeny nehmotnym lankem délky | > 1, které prochazi ohniskem paraboly a je vidy nataZené. Sou-
stava je v homogennim tthovém poli intenzity g = (0, —g). Sestavte Lagrangeovy rovnice v obecngch
souradnicich.

Cviceni 4.4 Po vodorovné roviné se muze pohybovat bez tieni homogenni vdalec poloméru R a hmot-
nosti M. Homogenni ty¢ hmotnosti m a délky | se opird o vdlec tak, Ze svisld rovina proloZend tyci
je kolmad k ose vdlce. Soustava je umisténa v homogennim tihovém poli intenzity §. Urcete obecné
souradnice pro tuto soustavu a Lagrangeovu funkci, za predpokladu, Ze tyc¢ je tec¢nou k vdlci a ne-
dochdzi mezi nima k trent.



Cviceni 4.5 Najdéte obecné souradnice a Lagrangeovy funkce pro soustavy na obrazku. Soustavy
jsou tvoreny ze dvou homogennich tuhych tycéi délky 1, které jsou navzdjem spojeny kloubem. Konec
proni tyce je vazdan na pocdatek a konec druhé tyce je vdzan na osu x a spojen idedlni pruZinou s
nehybnym bodem na ose x leZicim ve vzdalenosti d od pocatku.

Cviéeni 4.6 *Odvod’te pohybovou rovnici pro matematické kyvadlo, jehoZ délka zdvésu roste linedrné
s ¢asem podle vztahu [(t) = lo(1 + kt), kde ly, k jsou kladné konstanty.

Cviceni 4.7 *Hmotny bod v roviné (x,y) je vdazin na kruZnici o poloméru R, jejiz stied kond
kmatavy pohyb po ose y s amplitudou R, tj. bod je podroben vazbe

2% + (y — Rcos Q) — R* =0,

kde Q) a R jsou konstanty. Hmotny bod je po kruznici k volné pohyblivy a nepiusobi na néj Zadnd
skutecnd sila. Pomoci Lagrangeovy funkce odvod’te jeho pohybovou rovnici.

Cviceni 4.8 *Ukazte Ze tvar Lagrangeovich rovnic 2. druhu je invariantni vicéi zdiméné obecnijch
soutadnic, t.5. pokud plati

CZ 0 d - . (0) axl
dt (a L<q Q7t)) - a_L<Q7Q7t) q qa ZF (1)

j
a q; = Gi(dq1,- - 4 t) pak plati (1), kde g q’, ¢ ¢/,

Cviceni 4.9 *Ukazte, Ze se tvar Lagrangeovych rovnic 2. druhu ‘nezméni pokud se Lagrangeova
funkce zmeénd o totdlni derivaci funkce souradnic a ¢asu, t.j. pokud L'(q,q,t) = L(q,q,t) + G(q,q, 1),

kde G(q,4,t) = Zg(q.1).

Cviceni 4.10 *Najdéte vyraz pro obecnou hybnost a obecnou energii nabité cdstice v elektromagne-
tickém poli z Lagrangeovy funkce L(Z, %, t) = %me qlo(Z,t) — - A(Z,1)]

Cviceni 4.11 *Jak se zmeéni obecnd hybnost a obecnd energie pri zméné Lagrangeovy funkce o
a 92
w9(a, 1)

5 Malé kmity

Cviceni 5.1 Kruhovy kotou¢ poloméru R a hmotnosti M se muZe valit bez klouzdni po vodorovné
roviné. Tezisté kotouce T lezi ve vzddlenosti e od jeho stredu. Moment setrvacnosti kotouce vzhle-
dem k ose kolmé na jeho rovinu a prochdzejici tézistém je Ip. Vychylime-li kotouc¢ z rovnovdziné
polohy, vykondvd kolem ni vlivem tiZe periodicky pohyb. Urcete dobu kmitu tohoto pohybu pri malych

vychylkdch.

Cviceni 5.2 Urcete kmity soustavy dvou linedrnich harmonickych oscildatori spojengjch slabou (0 <
o << w}) bilinedrni vazbou popsané Lagrangeovou funkei L = 1(&* + ¢?) — swi(2? + y?) + axy.

Cviceni 5.3 Najdéte uhlové frekvence malijch kmitiu dvojitého rovinného fyzického kyvadla tvoreného
dvéma homogenimi tuhymi tycemi s délkamily, ly a hmotnostmimy, my. *Najdéte normdini souradnice.
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6 Integraly pohybu, Teorém Noetherové

Cviceni 6.1 Dokaste, Ze funkce Fy(x,i,t) = & + gt a Fo(z,2,t) = ©? + 2gx jsou prund integrdly
rovnice & + g = 0, kde g = konst. Vypoéitejte pomoci nich trajektorii x = x(t).

Cviceni 6.2 Najdéte cyklické souradnice a integrdly pohybu pro systém popsany Lagrangeovou

funkcei L(Z, f) = %m(m% + 23 + #3) — mgxs. Prepiste tuto funkci do cylindrickych souradnic a opét

naleznéte cyklické souradnice a integrdly pohybu. Ukazte, nalezeny integrdl pohybu je treti slozka
momentu hybnosti zapsand v cylindrickych soutadnicich

Cviceni 6.3 Najdéte integrdly pohybu pro nabitou édstici s ndbojem e a hmotnosti m v homogennim
magnetickém poli o indukci B = (0,0, B) s vektorovym potencidlem

Nalezené vysledky porovnejte a pripadny rozpor vysvétlete.

Cviceni 6.4 Které slozky celkové hybnosti P a celkového momentu hybnosti L soustavy castic se
zachovdvaji v silovém poli U = U(z,y, z) jehoZ ekvipotencidlni plochy jsou

a) roviny kolmé k ose z

b) wvdlcové plochy s osou z

¢) kulové plochy se stredem v pocatku

d) U = U, + Uy, kde Uy, U maji vlastnost c), ale s ruzngmi stredy symetrie leZicimi na ose z.

Cviceni 6.5 Ukazte, Ze pri pohybu cdstice v poli U = %, kde o # 0, existuje vektorovy integrdl
pohybu A=0xL+ Ozé, nazyvany Runge—Lenzuv vektor, ktery je specificky pravé pro toto pole.

Cviceni 6.6 Uzitim integrdli pohybu naleznéte tvar trajektorie ¢dastice v poli U = <.

Cviceni 6.7 *Dokazte, Ze funkce Fi(x,1,t) = —wt+arctg(%r) a Fa(z,o,t) = 2—2—1—332, jsou integrdly

pohybu pro systém s pohybovou rovnici i +w?x = 0, kde w > 0 je konstanta. Vypoététe pomoci nich
trajektorii v = x(t).



Cviceni 6.8 *Ukazte, Ze pokud Lagrangeova funkce nezdvisi na case (izolovand soustava), obecnd
energie

. —~ . OL, . .
E=E(qq) =) d7-(¢4) — L(gq)
=%
je integralem pohybu.
Cviceni 6.9 *Necht Lagrangeova funkce md tvar
1

L= §m(z? + &5+ i3) — U (2] + 23),23) -
Ukazte, Ze vektorové pole ?(:E’) = (—mq, x1,0) spliuje

Z 8L (‘9L Z 8Y 0Y;

= 6% 0% axk ot

Napiste odpovidagici zachovavajici se veli¢inu.

=0,

Cviceni 6.10 *Necht Lagrangeova funkce md tvar (volnyg hmotny bod na primce)

L = —-—mz~“.
2

Ukazte, Ze pohybové rovnice jsou invariantni vuci ”skdlovdni”z — x e, o € R, Jak vypadd vektorové
pole Y pro tuto grupu transformaci? Je F(x,,t) dané vztahem

F(z,,t) ZYxt (x,:i:,t)

integrdalem pohybu?

7 Princip virtualni prace a d’Alembertuv princip
Cviéeni 7.1 Pomoci principu virtudlni prdace odvod’te podminky pro rovnovdhu na pdce.

Cviceni 7.2 Pomoci principu virtudlni prdce najdéte rovnovdznou polohu pro homogenni tuhou tyc
délky | hmotnosti m v homogennim tihovém poli intenzity g, kterd je ve svislé roviné podeprena
hranou stolu a oprena o svislou sténu vzddlenou od hrany stolu o a < /2. Vazby povaZujte za
idedlnd.

Cviéeni 7.3 *Odvod’te podminky pro redind a virtudini posunuti pro hmotny bod pohybujici se po
trojosém elipsoidu, jehoZ osy jsou zdvislé na case

Cviceni 7.4 *Jak se bude v roviné xy pohybovat cdstice, na kterou nepusobd Zadné sily, je-li podro-
bena neholonomni vazbé atx — y = 0.



8 Variac¢ni pocet

Cviceni 8.1 Po jaké drdze mezi dvema body ve svislé roviné xy se pohybuje véela, kterd se snazi
dosdhnout cile za nejkratsi moznou dobu? Predpoklddejte, Ze jeji rychlost je umérnd viysce, v =
ky, k>0, y>0, x; # xs.

Cviceni 8.2 Urcete polohu tézkého homogenniho vldkna pod vlivem tiZe. Navod: Mezi vSemi ro-
vinngmi krivkami délky f:ol V1+y?dx = 1 jejichi konce lezi v dangch bodech (xo,vo), (T1,y1),

najdéte ty, jejichz svisld souradnice teézisteé Yoy = % fydm = %f;il y\/ 1+ y2dx je minimdlni.

Cviceni 8.3 *Uloha o brachistochron. Najdeéte rovinnou krivku spojujici dva body A, B ve svislé
rovingé, tak aby hmotny bod vypustény s nulovou pocdtecni rychlosti z bodu A a pohybujici se po této
krivce vlivem tize, dosdhl bodu B za nejkratsi dobu.

9 Hamiltonova funkce a Hamiltonovy rovnice

Cviceni 9.1 Odvodte Hamiltonovy rovnice primo vijpoétem derivact %f, %.
J J

Cviceni 9.2 Sestavte Hamiltonovy rovnice pro pohyb volného hmotného bodu v poli konzervativnich
sil (v kartézskych souradnicich) a ukazle, Ze ziskané rovnice jsou ekvivalentni s rovnicemi Newto-
novymi.

Cviceni 9.3 Napiste Hamiltonovu funkci linedrniho harmonického oscildtoru.

Cviceni 9.4 Napiste Hamiltonovu funkci a sestavte Hamiltonovy rovnice c¢astice s mdbojem e a

—

hmotnosti m v daném vnéjsim elektromagnetickém poli s potencidly p(7,t), A(7,t).

Cviceni 9.5 Napiste Hamiltonovu funkci volného hmotného bodu v kartézskyjch, sférickych a cylin-
drickyjch souradnicich v poli U(Z).

Cviceni 9.6 Sestavte Hamiltonovy rovnice pro pohyb volného hmotného bodu pod vlivem centrdlni
sily s potencialem U(r) ve sférickych souradnicich. Urcete integraly pohybu.

Cviéeni 9.7 Hmotny bod m je vdzdin na vdlcovou plochu x> + y* = R* a pohybuje se po ni pod
vlivem centrdlni elastické sily ' = —kr. Najdéete Hamiltonovu funkci, sestavte Hamiltonovy rovnice
a reste je (v cylindrickych souradnicich).

10 Poissonovy zavorky a integraly pohybu

Cviceni 10.1 Spoctéte {e*, e P}.

Cviceni 10.2 Spoctéte {q;, q;}, {pi-pi}, {@,p;}-

Cviceni 10.3 Spoctéte Poissonovy zdvorky pro slozky hybnosti p; a momentu hybnosti L; = €;,2;py,
c¢astice tj. {Li,p;} a {L;, L;}. Budou stejné vztahy platit i pro celkovou hybnost a celkovy moment

hybnosti soustavy cdstic?

Cviceni 10.4 Dokazte, Ze jsou—li Ly, Lo integrdly pohybu, pak i L3 je integrdalem pohybu.



Cviceni 10.5 *Dokazte Poissonovu vétu: Poissonova zavorka dvou integrdali pohybu je opét in-
tegralem pohybu.

Cviceni 10.6 *Pomoci Poissonovy véty odvodte dalsi pruni integrdl Hamiltonovijch pohybouvijch

rovnic (tj. integral pohybu) v pripadé hmotného bodu pod vlivem centralnd sily v otdcejici se soustave,
2 2

andte-li prond integrdly: w =30 Bo — Q- (z1py — op1) + U(r), v =30 B2 4 U(r).

=1 2m =1 2m

Cviceni 10.7 *Ukazte, ze {Ls, F'} =0, kde F' = F(q- D) je libovolnd (dostatecné hladkd) skaldrni
funkce souradnic a hybnosti cdstice.

Cviceni 10.8 *Quérte, zZe slozky momentu hybnosti L =F7x D a RungefLenZOga vektoru A =
%ﬁx L+ af sphiugi vatahy: {L;, A;} = ejnAi, {Ai, Aj} = —2HeijpLly, kde H = 2= — <%, o > 0.

2m r’

Cviceni 10.9 *Ukazte, Ze pro volnou édstici s ndbojem e v magnetickém poli é(f, t) plati {ma;, mi;} =
eg;jxBi. Ndvod: V Hamiltonové formalizmu jsou rychlosti z; funkce na fdzovém prostoru tj. zdvist
na proménnych T, p,t.

11 Kanonické transformace

Cviceni 11.1 Najdéte kanonické transformace urcéené vytvorujicimi funkcemi a) Fo = Y, qiF,

b) Fo =3 fe(@ 1) Pr, ) F1 = quQxk.
Cviceni 11.2 Ukazte, Ze transformace Q; = pj, P; = —q; je kanonickd.

Cviceni 11.3 Ukazte, Ze kanonickd transformace (1, %2, 3, p1,p2, p3) — (R, ¢, 2, Pg, Py, P,) de-
ﬁzgv;n-dkvytvofuj{cf funkci Fy = \/x? + 23 Pg + arctg(ﬁ—j)Rp + x5 P, prevadi souradnice kartézské na
cylindrické.

Cviceni 11.4 Ukazte, Ze transformace Q = arctg(v km%), P = %(\/ kmq? + \/’;—%) je kanonickad.
Najdéte pro ni vytvorugici funkzcz' 1. druhu. UZijte tuto transformaci k teseni pohybovich rovnic
harmonického oscildtoru H = 3~ + %qu. Jaky fyzikdlni vyznam magji nové promeénné Q a P?

Cviceni 11.5 Uvazugte transformaci (q,p) — (Q, P) Q = q* cos(Bp), P = ¢*sin(fp). Pro kterd

a, B € R je tato transformace kanonickd? Najdéte prislusnou vytvorujici funkci.

12 Hamilton—Jacobiho Rovnice a Hlavni funkce Hamilto-
nova

Cviceni 12.1 Reste Hamilton—Jacobiho rovnici pro bezsilovy volny hmotny bod popsany Hamilto-

novnou funkci H = Zf’zl 5; Ukazte, zZe Hamilton—Jacobtho rovnice pro vytvorujici funkce typu

Fy resp. Fy maji resent (uplné integraly) tvaru Si(g;,t,Q;) = %2?21(% —Q:)? a Sy(q,t, B) =
3 P? 3
- Zi:l th + 21':1 Pq;.

Cviceni 12.2 Zkonstruujte hlavni funkci Hamiltonovu Si(q;,t, Q) = & Ele(q,; — Q;)? integraci
Lagrangeovy funkce L = %Z?:l mq? od 0 do t po skuteéné trajektorii bezsilového hmotného bodu
g = Qi + vit.




Cviceni 12.3 Najdete kanonické transformace urcené vytvorugicimi funkcemi Sy(q;, t, Q;) = 5 Z?:1(Qi_

Qi) a Sy(q;,t, P) = —Z?Zl ;it + Zi’:l P,q;. Jaky geometricky tvar magi prislusné vinoplochy
S = konst v konfiguracnim prostoru?

(32Viéen21' 12.4 Napiste a reste Hamilton—Jacobiho rovnict pro linedrni harmonicky oscilator H =
2+ %. Zkonstuugte prislusnou kanonickou transforaci a najdéte fazové trajektorie.

Cviceni 12.5 *Ukazte, Ze funkce S(q,t,Q) = mw (q2+Q22)S?§?S;§)72qQ Je pri 0 < t < 7 dplngm in-

tegralem Hamilton—Jacobiho rovnice pro harmonicky oscildtor (w = \/%) Najdéte pomoci ni fazové
trajektorie.

13 Integrabili soustavy a Teorém Noetherové

Cviceni 13.1 UvaZujte soustavu o s stupnich volnosti, jejimz fazovym prostorem je R* (nebo jeho
oteviend podmnozina) a jejiz Hamiltonova funkce nezdvisi explicitné na case. Ukazte, Ze takovd
soustava muze mit nanejuys 2s — 1 navzajem nezavislych integrdlu pohybu, které nezdvisi explicitné
na case.

Cviceni 13.2 Definice integrabilni soustavy. Liovilleova véta

Cviceni 13.3 Todova Molekula. Ukazte, Ze linedrni triatomovd molekula s Hamiltonianem H =
(P} 4+ P34+ p3) + 1R + 7B 4 BN je integrabilni soustava. Ndvod: zkoumejte prond integrdly
H, P=pi+ps+ps, K= g(pr+p2—2p3)(p2+ 13— 201) (03 + 1 — 2p2) + (01 + p2 — 2p3)e™ ™% +
(P2 +p3 — 2p1)e®™ B + (p3 + p1 — 2pg)e® 4.

Cviceni 13.4 Ukazte, Ze velicina Ly = q1ps — qap1 je generdtorem rotace.

Cviceni 13.5 Na fazovém prostoru soustavy N cdstic o = 1,2,..., N se souradnicemi qo; a hyb-
nostmi py;, kde i = 1,2,3 je dana funkce tvaru G(qai, Paist) = D, Mafal— Y, Part jakoZto generdtor
infinitesimdlnd transformace. UkaZte, Ze tato funkce generuje specidlni Galileiho transformaci (podél
1. osy). Ndvod: pouzijte e =V .



