4 MECHANIKA TUHEHO
TELESA

4.1 Kinematika tuhého télesa

Dosud jsme se zabyvali mechanikou ¢éstice a soustavy castic. Pokud jsme pouzivali
nazev "téleso”, ztotoziovali jsme ho s ¢astici. Povazovali jsme tedy ¢éastici za urcity hmotny
objekt, ktery se pohybuje jako celek a jehoz pohyb lze popsat zadanim souradnice jednoho
bodu. Nezabyvali jsme se tedy vzadjemnym pohybem cdsti takového télesa.

Ve fyzice nazyvame télesem urcity objem V, v némz je né€jakym zptsobem rozlozena
hmotnost, at jiZz spojité nebo nespojité. Vime, Ze vSechna télesa jsou tvorena molekulami
a atomy, atomy jadry a elektrony atd. Je-li vSak t€leso tvoreno velkym mnozstvim atomii,
miuzeme od jeho nespojité struktury odhlédnout a povazovat rozlozeni hmotnosti v télese
za spojité. Jde tedy o spojitost ve fyzikdlnim smyslu - v sebemensim uvazovaném objemu
spojitého télesa musi byt stale dosti atomid. Nekonecné maly objem tuhého télesa dV
nemtzeme tedy limitovat k nule v matematickém smyslu, ale musime ho chépat jako
dostatecné maly, tak aby uvazované veli¢iny charakterizujici téleso v ném bylo moZno
povazovat za konstantni.

To nam umoziuje zavést pojem hustoty télesa v daném bodé. Zvolime v télese bod
A o soufadnicich z, y, z a obklopime ho myslenym malym objemem AV, v némz je
uzaviena hmotnost Am. Vytvofime nyni posloupnost takovych do sebe vlozenych stale
se zmensujicich objem, které se stahuji kolem bodu A. Pak definujeme hustotu télesa v
daném bodé jako limitu

A
p(e,y,2) = lim < (4.1)

AVS0 AV

Predpokladem ovsSem je, Ze takova limita existuje a nezavisi na tom jakou posloupnost
zmensujicich se objemt vybereme. ! Hustotu mtizeme téz definovat pomoci celkové hmot-
nosti télesa M integralnim vztahem

M:/Vp(w,y,z)dv. (4.2)

Je-li téleso homogenni, s konstantni hustotou, je jeho hustota prosté

M
= — = konst. 4.3
P=5 ons (4.3)
Hustota ma fyzikilni rozmér [p] = L™3M a méi{ se v jednotkich kg.m™3. U plosnjch

utvari muzeme zavést plosnou hustotu (hmotnost na jednotku plochy) o, u linedrnich
utvari linedrni hustotu (hmotnost na jednotku délky) 7.

'Nékdy se hustota zavadi jako derivace p = %2 Neni to ovSem korektni, nebof funkce m(V) neni
definovéana.
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obr. 4.1 obr. 4.2

Téleso podle povahy mtzeme tedy popisovat bud jako nespojité rozlozeni hmotnosti
(je to vlastné soustava hmotnych bodu v néjakém objemu) a uddvat hmotnosti m, a
polohové vektory 7, jednotlivych bodd, nebo jako spojité rozlozeni hmotnosti a udavat
funkci p (z, y, z). V prvnim pfipadé je celkovd hmotnost M = Zja\;l Mg, ve druhém
M = [, pdV.

V této kapitole se budeme zabyvat dilezitym ptipadem télesa tuhého. Pojem tuhého
télesa je opét pouhou fyzikalni idealizaci, modelem, a redlnd télesa se mu mohou vice
nebo méné blizit. U tuhého télesa predpokladame, Ze vzadjemné vzdalenosti jeho Casti se
nemohou ménit, tuhé téleso se nemiize deformovat. 2 To oviem podstatné zjednodusuje
popis pohybu takového télesa. Povazujeme-li tuhé téleso za soustavu N hmotnych bodu
v neménnych vzajemnych vzdalenostech, je celkovy pocet stupnii volnosti tuhého télesa
dén pocétem stupnt volnosti téchto bodli zmenseny o pocet nezbytnych vazeb mezi nimi.
Pritom poloha tuhého télesa je dana, zname-li polohu t¥i jeho bodt nelezicich v pfimce -
vime z praxe, ze té€leso staci upevnit ve tfech bodech. Tyto tii body, jsou-li volné, maji
9 stupnt volnosti. ProtoZze jsou vSak vzajemné vazany tfemi neménnymi vzdalenostmi,
bude celkovy pocet stupnii volnosti takového télesa tvoreného tiemi body roven 9 - 3 = 6.
Pripojeni dalsich bodt nebude jiz pocet stupnu volnosti zvétsovat. Kazdy novy bod ma
sice t¥i stupné volnosti, ale musi byt upevnén tfemi vazbami.

Mitzeme tedy ocekavat, ze pohyb tuhého télesa bude zaviset na dvanacti integrac¢nich
konstantach a alespon pro izolované tuhé téleso bude mozno najit feSeni jeho pohybu v
kvadraturach. Pohyb tuhého télesa mutze byt zasadné dvoji - translacni a rotacni; kazdy
z nich vyzaduje obecné tfi stupné volnosti. Translacni pohyb lze popsat jako pohyb jed-
kartézské soustavy S’, v inercidlni kartézské soustavé S (obr. 4.1). Soustava S’ spojend s
télesem nemusi byt obecné inercidlni. Pouze tehdy, nebude-li na téleso ptisobit vyslednice
vngjsich sil, inercidlni bude, a poc¢atek O’ se bude pohybovat rovnomérné piimocare.

2V teorii relativity je existence tuhého télesa dokonce principialné vyloudena. Zapisobi-li na jeden konec
takového télesa silovy impuls, musi se tuhé téleso dat do pohybu najednou jako celek. To ovSem znamena,
ze silové pusobeni se musi rozsitit v objemu télesa nekonecné rychle, coz teorie relativity nepfipousti.
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Sledovani transla¢niho pohybu tuhého télesa nam neprinasi nic nového - lze jej popsat
télesa. Pak je vhodné spojit poéatky obou soustav S a S’ v jeden a zajimat se jen o zmény
sméru os soustavy S’ vzhledem k soustavé S. Popis rotace tuhého télesa se pak redukuje
na vzajemny pohyb dvou kartézskych soustav se spoleénym poc¢atkem (obr. 4.2).

Pri takovém pristupu povazujeme jeden bod tuhého télesa za nehybny a jde o rotaci
télesa kolem bodu. Vedle toho miize téleso konat téz zndmou rotaci kolem osy, pfi ¢emz
tato osa muze byt bud pevnd nebo volnd. Kola automobilu rotuji kolem pevné osy (ktera se
vSak premistuje transla¢nim pohybem), zemékoule nebo umélé druzice uvedend do rotace
rotuje kolem volné osy.

Lze ukézat, Ze jakékoli pootoceni kolem bodu lze nahradit pootocenim kolem osy.
Opiseme-li totiz bodu kulovou plochu, pfejdou v dusledku pootoceni néjaké dva body
A, B na povrchu koule v nové dva body A’, B’. Roviny symetrie tisecek AA’, BB’ se
protnou v primce, kterad predstavuje hledanou osu rotace. Pti rotaci kolem této nahradni
osy nebude vsak téleso obecné prochéazet tymiz mezipolohami, jako pri rotaci kolem bodu.
Pujde-li vsak o nekone¢né malé pootoceni, je moZno je vidy povazovat za rotaci kolem
okamZzité osy, jejiz poloha se mize kazdym okamzikem meénit.

Rozlozime nyni obecny okamzity pohyb tuhého télesa na translaci pocatku vztazné
soustavy O’ spojené s t&lesem rychlosti V a pootoceni télesa kolem okamzité osy rotace
prochézejici timto pocatkem thlovou rychlosti Q. Rychlosti jednotlivych bodu tvoficich
téleso v inercialni soustavé S budou podle (2.149) rovny

7=V 4+ Qxi. (4.4)

Vznikad ovSem otézka, jak se zméni tento vysledek, zvolime-li v télese jiny pocatek
vztazné soustavy O”. Necht vektor spojujici tyto dva pocéatky je O'O” = R. Podle (7?)
bude

T=V + QxR+ Qxi". (4.5)

Pocatek O” vSak neni o nic lepsi nez pocatek O’; zatim jsme ani o zddném z nich
stejny vztah jako (?7), kde oznacime V* rychlost tohoto podatku v soustavé S a €* thlovou
rychlost rotace vybraného bodu kolem okamzité osy prochazejici O”:

7=V 4+ O xi. (4.6)

Aby vztahy (??) a (??) mohly platit pro kazdy bod télesa, musi byt

—

PV OB, O =0 (4.7)

Odtud mtzeme ucinit dulezity zavér, ze tthlova rychlost O rotace kolem okam#ité osy
je spole¢nd vSem bodum télesa, nezavisi ne volbé bodu jimzZ osa rotace prochézi a cha-
rakterizuje tedy rotacni pohyb télesa jako celku. Obecny pohyb télesa v kazdém
okamziku muZeme tedy rozlozit na pohyby dva:

1. Je-li VJ_Q, tj. pohybuje-li se téleso transla¢nim pohybem kolmo k ose rotace, lezi

podle (??) rychlosti vSech bodu télesa v rovinach kolmych k ose rotace a muzeme vybrat
pocatek O” (polohu osy) tak, aby V* = 0. Potom pohyb pfedstavuje cistou rotaci kolem
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obr. 4.3 obr. 4.4

okamzité osy. Tak pohyb kola automobilu nebo valeni vélce po roviné mizeme popsat
dvojim zpusobem: jako translacni pohyb osy symetrie a soucasné rotace kolem ni nebo
jako cistou rotaci kolem dotekové piimky s rovinou.

2. M4-li vektor V slozku ve sméru osy rotace, kona téleso navic translacni pohyb podél
osy rotace rychlosti V' - €. To je pfipad smyku automobilového kola.

4.2 Dynamika tuhého télesa

4.2.1 Silova dvojice

Ptlisobi-li na tuhé téleso vner1 sily a jejich momenty, mizeme opét pouzit pI‘VIll a
druhou vétu impulsovou. Je-li P hybnost tuhého télesa a L jeho moment hybnosti, FaN
vyslednice vnéjsich sil a vysledny moment hybnosti vnéjsich sil, plati

dP - dL -
E_F’ E_N' (4.8)

P1i uréovani vyslednice vnéjsich sil a vysledného momentu vnéjsich sil musime vsak
uvéazit, v kterych bodech télesa tyto sily pusobi. Sily nemiizeme povazovat za volné vektory,
nanejvys za klouzavé (miZzeme je posouvat po piimce jejich ptsobeni). Vnéjsi sily mohou
pritom ovlivnit jak transla¢ni tak rotacni pohyb télesa. MuZeme postupovat tak, Ze zvolime
néjaky bod tuhého télesa za ptlisobisté vnéjsich sil, vSechny sily do tohoto bodu pfeneseme
a urcime jejich vyslednici Takové prenasenti sil je na obr. 4.3.

Piiosbi-li sila F v bodé A, tuhého télesa, miZzeme ji prenést do noveho pusoblste A
tak, ze v tomto bodé jakoby umistime dvé stejné proti sobé piisobici sily F,a Fa, tim se
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samoziejmé na usporadani sil nic nezméni. Muzeme vsak nyni mit za to, ze sila Fa plisobi
v bodé A a navic na téleso pusobi dvojice sil Fa, — Fa, jejichz pisobisté spojuje vektor
aq. Takova silova dvojice vyvolava rotaci télesa.

Sec¢teme-li momenty sil této dvojice, dostaneme moment silové dvojice, ktery nezavisi
na volbé pocéatku soustavy souradnic (obr. 4.3):

—

Da:FaXﬁa_FAXﬁ :(FQ_FA)Xﬁa:6QXFa' (49)

Jeho velikost je ziejmé rovna soucinu velikosti sily a ramene silové dvojice, tj. vzdale-
nosti obou piimek, v nichz sily dvojice ptisobi. Pootoci-li se téleso tvaru valce napiiklad
ptisobenim silové dvojice teénych sil o thel ¢, vykona silovd dvojice praci (obr. 4.4)

@ @
=2 / F Rdy = / D dy. (4.10)
0 0

Pusobi-li na tuhé téleso v riznych bodech sily ﬁa, preneseme je popsanym zpusobem do

Yy

jednoho zvoleného bodu (napiiklad té7isté) a najdeme zde vyslednici téchto sil F= Yoo F,.
Dale musime secist momenty vsech silovych dvojic

D= (Ta-Fa)xFa =3 FaxFo—FaxY Fo=N—7xF. (411
[e3% [0

Je-li vyslednice vnéjsich sil nulova Je vysledny moment silovych dvojic pravé roven
vyslednému momentu vnéjsich sil, D= N a nezavisi na poloze bodu A.

Predstavme si nyni tuhé téleso v homogennim tihovém poli. Vyslednice rovnobéznych
tithovych sil, které ptisobi v jednotlivych bodech télesa, bude zfejmé

=S maj = Mg
«

Vysledny moment vnéjsich sil bude

S ma(Fax§) = <§ajma 7) X § sz;:a «F—RxF, (412

Mvoe N

vvvvvvvv

definovana bez ohledu na vnéjsi pole, pouze na zakladé rozlozeni hmoty v télese. Bude-li
téleso v nehomogennim tihovém poli (napfiklad velmi rozmérné téleso v zemském tihovém
poli), nelze uz obecné tvrdit, Ze vysledna tihova sila ptisobi v hmotném stiedu (tézisti).

4.2.2 Tenzor momentu setrvacnosti
Necht se tuhé téleso tvorené hmotnymi body m, pohybuje tak, ze pocatek vztazné

soustavy spojené s télesem se pohybuje obecnou rychlosti ‘7(75) a téleso kona rotaci obecnou
thlovou rychlosti ©(t). Potom jeho kineticka energie bude

1 = 1 — -
= 52 Mala = 5> ma (V4 Oxrg)? =
« «
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1 2 = = 1 S 2
:§MV +V.Q><Zmaf'a+52ma(ﬁxf'a) . (4.13)

Potom bude druhy ¢len na pravé strané (?7) roven nule a mame

—

1 1
T:§MV2—|—§%:ma(Qxf’a)2:Tp+Tr. (4.14)

Kinetickou energii tak mﬁieme rozdélit v souladu S K'c')nigovou vétou na kinetickou energii

Vv oe

Upravime nyni vyraz pro rotacni kinetickou energii s pomoci Lagrangeovy identity
(M.64), z niz plyne
(dxb)? = a’* — (a-b)?

Tak dostaneme

T, = 5 Soma (72 =§Zmamzr£— CREARIE

« e}

N)\)—t

Y e P2 - (D) T (4.15)

Podobné upravime vyraz pro moment hybnosti tuhého télesa s pouzitim véty o dvo-
jitém vektorovém soucinu (M.63). ProtoZe se zajimadme pouze o rotaci télesa, mizeme
ztotoznit pocatky soustav soutadnic O, O’ a mame

Fo = 7o, Ty =0, Ty = QA xF
Potom moment hybnosti télesa bude

Zmaraxva—z:mar x (Qx) Zma (720 — (Q - 7)) 7 ]. (4.16)

Porovnanim (??) a (?7?) zjistime, Ze mezi kinetickou energii rota¢niho pohybu a mo-
mentem hybnosti plati vztah

=~
Il
tq
o]

(4.17)

Upravime nyni vyraz pro moment hybnosti (??7) déle. Pfejdeme pfitom ke slozkovému
vyjadfeni a budeme pouzivat Einsteinovo sumaéni pravidlo (M.39). Potom

P= ) ma (s wh; why — Qe ahy, Ty ) - (4.18)
e’

V tomto vyrazu probiha s¢itani pres vSechny elementy tuhého télesa, ale slozky () se tohoto
s¢itani nezticastni. Bylo by proto vhodné vytknout tyto slozky pfed celou sumu. Protoze
zde vsak vystupuje jednak slozka €2; a jednak i, vyuzijeme vlastnosti Kroneckerova
symbolu d;;:

Zma Qkézk x - Qk 37 k ) . (4.19)
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Nyni mtzeme slozku €2 vytknout a psat
Li = Qi > ma (@ @i O — Thy Thy, ) - (4.20)
6%

Mvoe N

L = Zma (o Toj Oik — Toi Tk ) - (4.21)
@
Je-li hmota v télese rozloZzena spojité, mame misto (??) integral
Ly = /V p (zf ol o — aixy ) dV . (4.22)
Pomoci tenzoru setrvacnosti miizeme vyjadiit slozky momentu hybnosti télesa a jeho

rotacéni kinetickou energii jako

1
Li = 1Lk Qk s Tr = 5 ik Qz Qk . (4.23)

ZapiSeme tenzor setrvacnosti v podobé matice; v dalsim budeme vynechavat ¢arkovani
soufadnic.

Za Ma (yg =+ Zg{) - Za Malala - Za MaTaza
L, = —> 0 YaTa SaMma(2 +22) =3, MaYaza . (4.24)
= a MaZaTa —YaMaTaYa Do Ma (353 + yg)

Je-li hmota v télese rozdélena spojité, bude tenzor setrvacnosti

fop@P+22)dv [y prydV —Jy pxzdV
Ly = | —JypyzdV [, p@®+2%)dV [, pyzdV/ | .  (425)
—Jy pzadV —Jy pzydv [, p@@*+y?) dV

Tenzor momentu setrvacnosti je symetricky, jak se snadno presvéd¢ime. Nyni se ndm
hodi poznatky o vlastnostech symetrickych tenzort, které jsme nacerpali ve tfetim odstavci
kapitoly Matematicky aparat. Pfedevsim vime, Ze symetrické tenzory lze diagonalizovat,
tj. najit takové sméry os souiadnic, ze tenzor setrvacnosti bude mit v téchto osach tvar

I 0 0 v p W+ 2% av 0 0

I =1 0 I, 0 | = 0 [V p(x?+2%)dv 0
0 0 I3 0 0 fv pl@®+y?) av
(4.26)
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Velic¢iny I, Io, I3 se nazyvaji hlavni momenty setrvacnosti a takto zvolené osy hlavni

A4

Vv e

tenzoru momentu setrvacnosti I, ¢ # k nazyvame deviacni momenty.

Dale vime, Ze symetricky tenzor je mozno geometricky vyjasrit stfedovou kvadrikou,
kvadratickou plochou, kterd je invariantni, s télesem jakoby pevné spojena. Rovnici této
kvadriky pro tenzor setrvacnosti mizeme napsat v kanonickém tvaru jako

Lo + Ly + 322 =1. (4.27)

Jednicka na pravé strané méa ovsem prislusny fyzikalni rozmér. Protoze vSechny tfi hlavni
momenty setrvacnosti jsou kladné a konecné, lezi body této kvadriky v kone¢nu. Takovou
kvadrikou je elipsoid, fikdme mu elipsoid setrvacnosti. Elipsoid setrvacnosti plné urcuje
tenzor setrvacnosti a tim i rotac¢ni vlastnosti télesa, jeho moment hybnosti, kinetickou ener-
gii rotacniho pohybu atd. Tato skutecnost si zaslouzi zvlastni pozornosti - u libovolného
setrvacnosti, abychom vystihli vsechny mozné rotace takového télesa. Bude-li tedy napri-
klad rotovat uméla druzice s riznymi nepravidelnymi vystupky a anténami nebo baletka ¢i
krasobruslarka, lze tato télesa, alespon z hlediska rotace, nahradit krasnou a jednoduchou
symetrickou geometrickou plochou jakou je trojosy elipsoid!!

V hlavnich osach setrvacnosti bude moment hybnosti télesa a jeho rotac¢ni kineticka
energie (?77?)

Ly, =5L%Q, Ly=151%Q,, L =1I13Q,

T, = - (L + L + I302). (4.28)

1
2
Ptejme se nyni, jak urc¢it moment setrvacnosti télesa, které rotuje kolem osy prochaze-
momentem setrvac¢nosti I pfitom rozumime veli¢inu, kterd souvisi s momentem hybnosti
a kinetickou energii rota¢niho pohybu vztahy
. . 1.,
L=1Q, TT:§IQ. (4.29)
Zname-li hlavni momenty setrvacnosti télesa, uréime moment setrvacnosti vzhledem k
dané ose prosté jako
I =5Lnl+ Inl + I3n?, (4.30)

jak vyplyva z (?7). Hlavni momenty setrvacnosti tedy odpovidaji kinetické energii rotace
kolem hlavnich os setrvacnosti.

Zname-li elipsoid setrvac¢nosti, muzeme stanovit moment setrvac¢nosti vzhledem k li-
z rovnice elipsoidu plyne, ze I;, Is, I3 jsou prevracenymi ¢tverci odpovidajicich poloos
elipsoidu. Mifi-li osa rotace smérem 77, mame

1
(Il 1'2 —i—Ig y2 +Ig Z2) = —, (431)

I=nhng+ Lng+ Izn? = >

v
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Steinerova véta
Casto byva vyhodné a nutné uréovat moment setrvacnosti télesa vzhledem k ose, ktera ne-

v ew

vvvvvvvv

O’ lezicim v t&zisti k novému pocatku O” mimo t&zisté; necht vektor vedeny z poéatku O’
k O” jest R. Potom pro moment setrvacnosti vzhledem k ose prochdzejici novym pocatkem
(a rovnobézné s ptivodni osou) mame

k= Zma (ﬁgj xgj 5ik—95gn; %k) =
=Y ma[ (2; —Rj) (@l —Rj) 6 — (@ — Ri) (aly,— R )] =

= Zma xgj xgj di. — 2R; Zma xg‘j + R; Rjo Zma —
o o

«

/ / / /
- Zma Toi Top + R Zma Tor + Ry Zma Ty — I Ry Zma.
« e} «

o

V tézistové soustavé druhy, paty a Sesty ¢len tohoto vyrazu jsou rovny nule, takze zbyva

e :Zma(x/ajx/aj(si — Toi Tor ) + M (R Rj 0y — Ri Ry ).

Podle Steinerovy véty je tedy vztah mezi momenty setrvacnosti I a I*
= L + M (Rj Rj 6y, — Ry R ) . (4.32)

V praxi se ovSem setkavame s jednodussi podobou Steinerovy véty. Rotuje-li téleso
napiiklad kolem osy z prochézejici tézistém a posune-li se tato osa rovnobézné o vzdalenost
a, pujde pouze o transformaci slozky momentu setrvacnosti I = I33. Potom bude

I =T+ M(R+R:+R:—-R) =1+ M(R} + R = Md>.

Uloha (Momenty setrvacnosti symetrickych téles)
Urcime hlavni momenty setrvacnosti nejcastéji se vyskytujicich symetrickych téles:
Rotator

Pod rotatorem rozumime dva hmotné body o stejné hmotnosti m pevné spojené ne-
hmotnou tyc¢kou délky I (”¢inku”). V kvantové mechanice se podobné chovaji dvouatomové
molekuly tvorené stejnymi atomy. Podle obr. 4.5 umistime rotator ve sméru osy z s tézis-
tém v pocatku.

Podle definice hlavnich momenti setrva¢nosti

l

2
I, = I, = 2m (2) zimZZ, I3 = 0.
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obr. 4.5 obr. 4.6

Dvouatomova molekula

Jsou-li hmotné body tvorici ”¢inku” nestejné hmotnosti mi, mo, vznikne téleso, které
je obdobou dvouatomové molekuly tvofené riznymi atomy (napi. HCl). Umistime je opét

Moo

plati jak vime

mo | my |
21 = ) z2 = — :
m1 + mso mi + Mo
Potom e
1M2
11212:7l2:m7~l2,
mi + ms

kde m, je redukovand hmotnost.
Obruc

Obru¢ hmotnosti M a poloméru R umistime v roviné x, y s osou symetrie z (obr.
4.7).

Moment setrvacnosti vzhledem k ose z urc¢ime snadno, uvazime-li, Ze vSechna hmota
obruce je rozlozena ve vzdalenosti R od osy rotace:

Igz/ p(m2+y2)dV:/ pR2dV:R2/ pdV = M R*.
v 1% v

Pokud jde o momenty I, I, budou stejné. Je vyhodné pocitat jejich soucet a pak jej
délit dvéma:

1 1 1 1
=TI = = (L4+1) = 7/ p (P42 422 4+22)dV = f/ pREAV = ~ M R®.
2 2 Jv 2 Jv 2

Moment setrvacnosti kolem hlavnich os lezicich v roviné obruce je tedy polovi¢ni vzhledem
k momentu setrvacnosti kolem osy symetrie a tato rotace je nestabilni. Volné visici obruc
roztoCend kolem této osy mé snahu prejit do rotace kolem osy symetrie, tj. rotovat ve
vodorovné poloze.
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obr. 4.7 obr. 4.8

v

Tyc

Snadno ur¢ime momenty setrvacnosti tenké homogenni tyce délky [ a hmotnosti M
rozlozené s linearni hustotou 7, umisténé ve sméru osy z (obr. 4.8):

I = I —/l/2 gy = Lo Loy
S P 7" T '

Kvadr
x, y, z (obr. 4.9). Trojndsobnou integraci v kartézskych souradnicich dostavame

a/2  rb/2

c/2
Ilz/p(y2+z2)dV: //p(y2+z2)dxdydz:
1% —c/2

—a/2 J—b/2

a/2 b/2 c/2 c/2 a/2 b/2 3
=p dm/ dy / y? dz + 2dz | = p/ dx/ dy | e’ +—= | =
—a/2 —b/2 —c/2 —c/2 —a/2 —b/2 12

a/2 3 3 2, 2 1
:p/ dm(d)+bc>:pabcb+c :ﬁM(bQ—FcQ).

a2 12 12 12

Podobné 1 1
Iy = — M (a*+c Iy = — M (a®>+0b*).
2= M(a+c), Ih=55 M(a+0)
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obr. 4.9 obr. 4.10

Valec

U vélce (obr. 4.10) je vyhodné pouzit cylindrickych soufadnic. Pro hlavni moment
vzhledem k ose rota¢ni symetrie mame

R 21  h)2 R
IgZ/pT2dV:p// / T2rdrdg0dz:27rhp/ r dr =
1% 0 Jo J-n/2 0

1 1
= -prhR'= - M R*.
2p7rR > R

Ve vyrazu nevystupuje vyska valce, takze ho Ize pouzit i na pfipad tenké kruhové desky.
Pro osy rotace kolmé k ose valce vyuzijeme opét symetrie valce a urcime

L = I =

N

1
(L1 + 1) = 5 /p(:c2+y2+222)dv =
\%

1
:(p/rgdrdgodz+2p/z2rdrdg0dz>:
2 v 1%

1 1 R? B3 1 h?
SMR 4+ —poar L sy (R
g ME +5202m 5 15 = <R+3

Valcova slupka

Pro tenkosténny duty valec (valcovou slupku) je r = R = konst a oznadime-li plosnou
hustotu jako o, dostaneme

I3 = M R? jako obru¢
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obr. 4.11 obr. 4.12

(a/Rgdgodz—l—Qa/zQRdgodz) =
S S

2
M<R2+ig>.

Kuzel

Vv

integrovat v cylindrickych souradnicich, pri ¢emz umistime pocatek soutadnic ne do téziste,
ale do vrcholu kuzele (obr. 4.11).
Rovnice povrchové piimky kuzele je vzhledem k tomuto poc¢atku z = 2 r. Hlavni

R
moment I3 se pfi tomto posunuti po¢atku nezméni, takze mame

R 27 rh
Igz/p?“Qrdrdgodz:p// / 3 dr dp dz =
1% o Jo Jw/Rr

R h R* RS Rt 3
2 3 h—-= dr = 21 h — | =2rhp— = M R?.
”p/or( RT>T 7Tp<4 5R Thrsg = ME

Pokud jde o momenty setrvacnosti kolem osy kolmé k ose kuzele, bude vyhodné najit
moment kolem osy prochazejici vrcholem kuzele a pak pomoci Steinerovy véty prejit k

1 1
I =15 =5+ = §p/(x2+y2+222)dV =
14



1
= = (p/r?’drdgodz+2p/z2rdrdcpdz> = iM(1%2+4h2).
2 1% v 20

Hlavni momenty setrvacnosti I;, Iy pak budou

9 3 h?
Ilzlgzlf—thQ:mM<R2+4>.

Koule

Vsechny tii hlavni momenty setrvacnosti koule jsou zfejmé stejné (obr. 4.12). Pouzijeme-
li sférickych souradnic, dostaneme
1

I =
3

p / r? r? sin® dr df dp =
v

W N

2
(h+ I+ 13) = 3P /V(:U2+y2+22)dv =

2 R 2 R® 2
= dQ Ydr = Zpdar — = S M R?.
3”/9 /OT T T3P T 5
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Kulova slupka

Pro tenkosténnou dutou kouli (kulovou slupku) s plosnou hustotou ¢ mame

2 2 2 2
I=: RQdS:fR4/dQ:74R4:fMR2.
3“/5 37 0 37 3

Elipsoid

Homogenni trojosy elipsoid mé vsechny tii hlavni momenty setrvacnosti rtizné. Jejich
vypocet lze usnadnit, provedeme-li substituci x = a&, y =bn, z = c(, kde a, b, ¢ jsou
poloosy elipsoidu. V nov§ch proménnjch ma povrch elipsoidu rovnici €2 4+ 1% + ¢2 = 1,
tedy predstavuje kouli £ jednotkového poloméru. Pro moment /; mame

I =p /V(y2+z2) dV = pabc /V(b2n2+c2<2)dvk.

k

Integraly funkci n? a (2 pies objem jednotkové koule uréime snadno jako

1 1 4rw
[oraio= [ ¢an=g [(Eareyan =5 T
a protoze objem elipsoidu je V = %mzbc, dostavame
1

I = 5M(b2+02).

Druhé dva momenty dostaneme cyklickou zaménou a, b, c.

4.2.3 Pohybové rovnice tuhého télesa

Protoze tuhé téleso predstavuje soustavu mnoha ¢astic, byt pevné vazanych, miZzeme
jeho pohyb Fesit pomoci prvni a druhé véty impulsové (??). Tyto rovnice lze dobfe pouzit
zejména tehdy, rotuje-li téleso kolem osy, kterd nemeéni sviij smér. Pfitom je jedno, je-li
osa upevnéna v loziscich (rumpdl, kolo na hiideli) nebo zda se rovnobézné posouvéa. To je
ptipad valeni kola nebo vélce po roviné, vodorovné nebo svislé, pohyb hracky znamé jako
jojo, pohyb fyzického kyvadla apod.

Na obr. 4.13 je krasny jednoduchy pokus demonstrujici i¢inek momentu sily na pohyb
télesa. Na civce, kterd se miize valit po vodorovné roviné, je navinuta nit. Tahneme-
li niti, kterd svird s rovinou maly thel, bude se nit navijet a civka k nam pfiblizovat.
Tahneme-li pod velkym thlem, bude se nit odvijet a téleso se bude vzdalovat. Existuje
hrani¢ni thel, kdy sila pravé protind okamzitou osu rotace a neptisobi momentem. Pak
civka nemuze rotovat, a budeme-li tdhnout, bude se smykat po roviné. Nazorné jsou tyto
ptipady ukézany na obr. 4.15.

Je-li moment setrvacnosti vzhledem k ose rotace prochazejici tézistém roven I, mizeme
pohybové rovnice upravit na

dv s}

M- = F I = N. 4.33
dt ’ dt ( )



obr. 4.13 obr. 4.14

obr. 4.15
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Uloha (Valeni téles na naklonéné roving)

Pouziti téchto rovnic 1ze dobfe ukazat na tloze o valeni téles na naklonéné roviné (obr.
4.14). Jde-1i o drsnou rovinu, po niz se téleso vali bez prokluzovani, ptsobi na téleso dvé

Yy

Vv ew

M % = M g sina — F;. (4.34)

Rotaci vyvolava silova dvojice o velikosti F; R, kde F; je velikost sily tfeni a R vzdalenost

Vv ew

1= =RFE. (4.35)

Pfitom ziejmé V = R Q. Z rovnic (??7), (??) vylou¢ime neznamou silu tfeni a dostaneme

ds)
(I+MR2)E:RMgsina. (4.36)
Tuto rovnici vSak mtizeme chapat tak, ze téleso kond cisté rotacni pohyb kolem okamzité
osy rotace (pfimky doteku), vzhledem k niz ma moment setrvacnosti I* = I + M R2.
Dosadime nyni za I moment setrvacnosti konkretniho télesa. Jde-li o valec, méme

I =1MR? a tedy

3 ds}
§MR2% = RM g sina.
Valec se bude valit po naklonéné roviné s postupnym zrychlenim
dQ) 2
a:RE = ggsina, (4.37)

které nezavisi na jeho poloméru. Stejné tak zjistime, ze duty valec se bude valit se zrych-
lenim a = %g sin «, koule a = %g sin «, duté koule a = %g sin a atd. Pfipomenme, Ze po
idealné hladké rovin€ by se téleso smykalo se zrychlenim a = gsin a.

Ponékud jina situace nastava, neudrzuje-li osa rotace staly smér, rotuje-li téleso napii-
klad kolem bodu obecnym zptisobem. Pritom okamzité osa rotace télesa mize ménit sviij
smér, a to jak v prostoru, tak v télese, tj. vzhledem k soustavé souradnic pevné spjaté
s télesem. To ovSem znamend, ze v kazdém okamziku téleso rotuje s jinym momentem
setrvacnosti a pak nemtzeme dost dobfe pouzit pohybové rovnice (??). Vznika tak Gilloha
o pohybu setrvaéniku, kterou se zabyval L. Euler. Euler zformuloval setrva¢nikové
rovnice, které popisuji zménu vektoru thlové rychlosti télesa v soustavé souiadnic spoje-
nych s télesem, tj. se soufadnymi osami ve sméru hlavnich os setrvacnosti télesa. Pritom
predpoklddame, Ze jeden bod télesa je pevny a zvolime ho za spoleény pocatek soustav
soufadnic O = O'.
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Vyjdeme opét z druhé véty impulsové a pietransformujeme ji do soustavy S’. Vime,
ze zména né&jakého vektoru v soustavé S a v soustavé S’ souvisi vztahem (2.148). Z druhé
véty impulsové tak dostaneme

daL  dL 4 - &
— = — QxL = N. 4.38
dt dt + ( )

Rozepiseme-li tuto rovnici do slozek a vezmeme-li v Gvahu, ze

dat  dt’
dostaneme JL (L)
i Qx ) = L \Tik3k) Ox L) =
ﬁ+<x% dt + (2x L)
d'Qy dSy,
= I —F b e UL = Iy —F 4 e W L Q = N;
ik~ + €kl 2 Ly ik~ + cint Y2 115 825 )

kde e;x; je Levi-Civituv tenzor (viz M.58). Souhrnné tedy mizeme zapsat Eulerovy setr-
vacnikové rovnice

dQ
Jpﬁ+%%mmzm. (4.39)

V hlavnich oséach setrvacnosti tedy

ds
Ilditl + (Is3—1) Qe Q3 = Ny
dS)
127; + (L —13)Q3 0 = N
a2
137;+(12—I1)9192:N3. (4.40)

~evs
Vv

Pohyb setrvacnikti pak zavisi na jejich symetrii. V nejsymetrictéjsim piipadé méa se-
trvacnik vSechny tii hlavni momenty setrvacnosti stejné, I; = I, = I3 = I. Rikdme mu
kulovy setrvacnik, nebot jeho elipsoid setrvac¢nosti pfechazi v kulovou plochu. Pfitom ku-
lovym setrva¢nikem je napiiklad i krychle!

Pro volny kulovy setrvacnik se Eulerovy rovnice zjednodussi na

— =, (4.41)

a tedy
QO = konst . (4.42)
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obr. 4.16

Volny kulovy setrvaénik miize byt bud’ v klidu nebo miize konat rovnomér-
nou rotaci kolem nékteré z os prochazejicich tézistém. V tomto tvrzeni je mozno
spatfovat urcité zobecnéni zédkona setrvacnosti na rotacni pohyb.

Méjme nyni volny setrvacnik, ktery ma jen dva hlavni momenty setrvacnosti stejné,
I; = I # I3. Takovému setrvacniku fikdme symetricky. Ze setrva¢nikovych rovnic pro néj

plyne
dsdy dS2o dls

@a - w. Q aies
ar i Wi T

e = 4.4
— 0, (4.43)

kde
I — I3
I
se nazyva uhlovd rychlost precese v télese. Odtud plyne, Ze Q03 = konst, téleso kona rotac¢ni
pohyb s konstantni tthlovou rychlosti kolem osy z’. Kromé toho vSak se méni v case slozky
uhlové rychlosti €21 a .
Ze setrvacnikovych rovnic pro tyto slozky dostaneme

wp = Qs (4.44)

d?Qy
dt?

+w§§21:0.

Tuto rovnici vyfeSime obvyklym zptisobem a pak z prvni setrva¢nikové rovnice uréime i
Qgt

Q1 = Asin(wyt+a), Qo = Acos(wyt+a), 4+ Q3 = A? = konst . (4.45)

Slozka, tithlové rychlosti v roviné z’, 3/ tedy kona rovnomérny kruhovy pohyb tihlovou
rychlosti (??) a zachovava si svou velikost. To je mozné tak, ze vektor ihlové rychlosti
opisuje plast kruhového pfimého kuzele (obr. 4.16). Tomuto pohybu se ¥ikd precese osy
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rotace v télese a opisovany kuzel byl nazvan feckym slovem polhodiovy. 3

Za takovy volny symetricky setrvacnik mizeme pfiblizné povazovat nasi Zemi, bereme-li jeji tvar jako
tvar rota¢niho elipsoidu. Jeho poloosy maji délky 6 378 km a 6 357 km * a uréime-li odtud jeji hlavni
momenty setrvacnosti, dostaneme tihlovou rychlost precese v télese

Q3
— 0,0033 Q3 ~ —2
“p ’ 2 ¥ 300

To znamena, Ze osa zemské rotace opisuje kuzelovou plochu s uvedenou uhlovou rychlosti, tedy s pe-
riodou 10 mésictl, kolem osy geodynamické symetrie. Tato precese probihd v opa¢ném smyslu nez zemska
rotace (znaménko minus!). ®. Kinematicky pél Zemé pfitom opisuje malou kruznici kolem geodynamického
polu (tzv. Eulerova kruznice). Ve skute¢nosti se ukazuje, ze perioda této precese je o néco delsi, asi 14
mésicl, vzhledem k tomu, Ze Zemé neni dokonale tuhym télesem. Kruznice s touto periodou se nazyva

Chandlerova.

Polozme si nyni otazku, za jakych podminek bude téleso rovnomérné rotovat kolem
volné osy. V praxi muze jit napfiklad o umélou druZici obecného tvaru, kterou chceme
z dtivodu stabilizace uvést do rotace. Na volnou osu pfitom nesmi plisobit zadné sily ani
momenty sil. Pocatek soustavy souradnic spojené s télesem mizeme zvolit na volné ose,

Vv

puisobit setrvacné sily ©

—

F=-M[ex7 +0Ox(Ox7) +20x7].

Eulerova sila bude nulova, bude-li € = 0, rotace bude rovnomérna. Odstrediva sila bude
rovna nule, budou-li vektory Qar rovnobézné, tj. bude-li osa rotace prochézet tézistém.
Coriolisova sila se neuplatni, protoze body na ose rotace musi byt vici télesu v klidu.
Zbyva jesté vysettit vliv momentt vnéjsich sil. Je-li jedinou nenulovou slozkou vektoru
uhlové rychlosti Q3, dostaneme ze setrvac¢nikovych rovnic (?77)

dQs
I3 Tl Iy QF = Ny
dSls
I3 e + Ii3 Qg = Ny
Q3
I3 — = Nj.
83 3

Jsou-li nyni momenty vnéjsich sil nulové, bude predevsim ze tfeti rovnice {23 = konst. Déale
musi platit
—I Qi =0, I30:=0.

3Recky polos = pdl, hodos = cesta

4Ve skutecnosti je vzhledem k nerovnomérnému rozlozeni kontinentti Zemé elipsoid trojosy a jeji presny
tvar a rozlozeni hmotnosti v ni jsou stale pfedmétem vyzkumu.

SMluvime o geodynamické symetrii, protoze hlavni osa setrvaénosti je dana nejen geometrickym tvarem,
ale i rozlozenim hmoty v télese. Kdyby Zemé byla homogennim télesem, jeji geodynamicka osa by byla
totozna s osou geometrickou.

SPuisobeni pravych vnéjsich sil na t&Zisté neuvazujeme, nebot to vyvolava pohyb télesa jako celku a
neovliviiuje rotaci.
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Devia¢ni momenty vzhledem k volné ose rotace musi byt tedu nulové.

Mizeme tedy shrnout: Téleso libovolného tvaru a rozlozeni hmotnosti miize byt uve-
deno do stavu rotace kolem volné osy za predpokladii, ze
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1. Volna osa bude prochazet tézistém
2. Volna osa bude jednou z hlavnich os setrvac¢nosti
3. Rotace bude rovnomérna.

Zbyva jesté otazka. zda takova rotace bude stabilni, tj. zda pifi malém vychyleni
volné osy se tato bude vracet do ptivodni polohy. V teoretické mechanice se dokazuje, Ze
u téles, ktera maji vsechny t¥i hlavni momenty setrvacnosti rtizné, bude mozna stabilni
rotace pouze kolem osy s nejvétsim a nejmensim momentem setrvacnosti. U
symetrickych téles, kterd maji dva hlavni momenty setrvacnosti stejné, nastane stabilni
rotace pouze kolem osy s vétsim momentem setrvaénosti. Téleso bude mit snahu
rozmistit hmotu co nejdale od osy rotace.

Tento zajimavy jev miZeme pozorovat pri rotaci valce. Roztoc¢ime-li jej kolem osy jeho
symetrie, bude zalezet na pomeéru jeho vysky a poloméru podstavy. Vysoky, podlouhly
valec nebude rotovat stabilné, ale bude se snaZit piejit do rotace v roviné kolmé k ose. 7
Nizky, kratky valec (kotouc) stabilné rotovat bude. Ziejmé existuje uréity pomér vysky a
poloméru podstavy, kdy se valec stane kulovym setrvacnikem a pak bude rotovat stabilné

Mvoe N

4.2.4 Fyzické kyvadlo

Dulezitym pfipadem rotace télesa kolem (pevné) osy je pohyb fyzického kyvadla. Pod
benim tihy kyvat kolem osy daného sméru. Vzhledem k tomu, zZe matematické kyvadlo, o
némz jsme mluvili v kap. 2 je pouze urcitou idealizaci a realna kyvadla jsou vzdy fyzicka,
je tfeba odvodit vztahy, které plati pro kyvani kyvadla fyzického. Fyzické kyvadlo je dule-
zitym néastrojem fyzikl, zejména k métreni tihového zrychleni a jeho slozek, slapovych sil,
uplatiiuje se v gravimetrii, seismografii i jinde.

Ve

Vv

Omezime-li se ze znamych duvodi na malé kyvy, mizeme zapsat energii fyzického kyvadla
jako

1 1 1
E = §M 2p? + 3 (I cos>a+1Iy cos? B+ I3 cos?vy ) ¢ + §Mglcp2. (4.46)

To je ovSsem energie harmonického oscilatoru s periodou

T - o \/Ml2+Ilcos2a+1260526+lgcos2*y. (4.47)

Mgl

Obycejné vsak nastava jednodussi situace, kdy jedna z hlavnich os setrvacnosti je
rovnobézna s osou rotace a druhé dvé k ni kolmé: o = 7/2, f = 7/2, v = 0. Necht

Vv e

"Vzpomeiime na pohyb akrobatky, kterd za¢ne rotovat ve svislé poloze.

178



obr. 4.17 obr. 4.18

obr. 4.19

vzhledem k ose rotace podle Steinerovy véty I* = I + MI2. Pak se perioda zjednodussi na

M2+ 1 I
SUEL on 4.48
Mgl "™\ Mgl (4.48)

Redukovanou délkou fyzického kyvadla [, nazyvame délku matematického kyvadla,
které kyve s touz periodou. Je ziejmé

MP+1 I*
. = = . 4.4
! M1 M1 (449)

Na obr. 4.19 je zndzornéna zavislost ¢tverce periody na vzdélenosti [, tedy funkce
(MI? + I)/Mgl. Je z ného patrno, ze bude-li kyvadlo zavéseno piili§ blizko nebo pfilig

Ve
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Vv e

I Iy
L. = 4 — == 4.50
mwn M 2 b ( )
tedy pravé polovina redukované délky. Redukovanou délku kyvadla mtzeme tedy urcit
jako dvojnasobek délky [,,;,. Minimalni doba kyvu pak je

47
Mg?

4
Tmin =

(4.51)

Funkce na obr. 4.19 je ovSem sudd a obé€ casti této funkce jsou vzdaleny pravé o
redukovanou délku. Vidime, Ze pro danou periodu T > T}, existuji pravé ¢tyri zptisoby

Ve

Vv

vzdélenost téchto os rovna redukované délce. Takové dvé osy se nazyvaji sdruZene.

Vyhledéavéani sdruzenych os se provadi pomoci reverzniho kyvadla (obr. 4.18). Reverzni
kyvadlo je kovova ty¢ s dvéma rovnobéznymi osami otéceni, které jsou realizovany dvéma
trojbokymi hranoly obracenymi ostfim proti sobé.Po tyc¢i se mize pohybovat zavazi, jehoz
Najdeme-li takovou polohu zéavazi, aby kyvadlo kyvalo kolem obou os se stejnou periodou,
predstavuje jejich vzdalenost redukovanou délku kyvadla. Pak mtizeme z této periody urcit
napiiklad tihové zrychleni ze vztahu

g = = (4.52)

4.3 Setrvacniky

Shrneme nyni poznatky o pohybu setrvaénikii, tedy o obecné rotaci tuhého télesa kolem
daného bodu. Vime, ze okamzita osa rotace muze pfitom ménit sviij smér jak v prostoru,
tak v télese. Budeme opét pouzivat dvou vztaznych soustav S, S’, jedné inercidlni a druhé
spojené s rotujicim télesem, pfi ¢emz obé budou mit tyZ pocatek. Pripomeneme, Ze setr-
vacnik podle symetrie mtize byt

1. kulovy - I1 = Iy = I3, elipsoid setrvacnosti je kulova plocha

2. symetricky - I; = I» # I3, elipsoid setrvacnosti je rotacni

3. asymetricky - vSechny t¥i hlavni momenty setrvacnosti rizné, elipsoid setrvac¢nosti
je trojosy

4. rotator - Iy = I, I3 = 0, elipsoid setrvac¢nosti degeneruje v kruZnici.
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Podle toho, zda na setrvacnik piisobi momenty vnéjsich sil, rozeznavame setrvacnik
volny a téZzky. Volny setrvacnik je bezmomentovy, pod tézZkym setrvaénikem rozumime
pohyb setrva¢niku v tihovém poli.

Zatimco tloha o volném setrvaéniku je fesitelna analyticky (”v kvadraturdch”) za po-
uziti zakonu zachovani momentu hybnosti a energie, tiloha o tézkém setrvacniku muze byt
vyTesSena jen v nékterych specidlnich pripadech. Jsou to:

Vv e

Vv

c) Uloha Kovalevské - specialni piipad pohybu symetrického setrvaéniku, ktery ma
I, = I, = 2I3 a pevny bod v roviné 7/, /.

Nejdfive se budeme zabyvat volnym setrvacnikem. Jde-li o setrva¢nik kulovy nebo
rotator, je iloha snadné. Plati totiz

L = I = konst, odkud € = konst. (4.53)

Volny kulovy setrvacénik muze tedy byt v klidu nebo vykonavat ¢isté rota¢ni rovno-

Vv

pohyb kolem osy kolmé k piimce rotatoru. Rotatorem mize byt ¢inka, tenka tyc apod.

Méjme nyni volny symetricky setrvacnik (obr. 4.20). Plati
L1 = 1 Q, Ly = I Qo, Ly = I3 Qg3 (4.54)

(soufadnice vektori 1, 2, 3 se rozumi v hlavnich osdch setrvacnosti z’, v/, z"). Vektory
momentu hybnosti, tthlové rychlosti a osy rotace z’ maji tedy obecné v kazdém okamziku
ruzny smér. Protoze se zachovava smér momentu hybnosti, mtzeme zvolit v jeho sméru
osu z inercialni vztazné soustavy. Vektory Laz urcuji rovinu, v niz mtzeme vést osu z’.
Fixujeme tedy polohu setrvacniku v okamziku, kdy je osa 3’ kolmé k nakresné. Pfitom
ovSem Lo = 0, a tedy i 23 = 0.

Odtud plyne, 7e t¥i vektory L (osa z), () a osa 2/ lezi v kazdém okamziku v jedné roving.
Body na ose 2’ maji v kazdém okamziku rychlost v = O x 7. To je mozné pouze tak, ze osa
Z' opisuje kolem sméru vektoru L kuzelovou plochu s konstantnim vrcholovym thlem 6,
kterému se 1ika nutacni uhel. Takovy pohyb osy rotace kolem nehybného sméru v prostoru
nazyvame precese osy rotace v prostoru. Protoze nutacni thel zlistava staly, nazyva
se takova precese reguldrni. Volny symetricky setrvac¢nik mize tedy konat rovnomeérnou
rotaci kolem osy 2’ a soucasné requldrni precesi kolem osy z.

Vektor thlové rychlosti Q musi zistavat v roving z, 2, a tedy musi téz opisovat ku-
zelovou plochu kolem vektoru L. Tento kuzel se nazgva herpolhodiovy. 8 Vime viak, ze
vektor O opisuje polhodiovy kuzel kolem sméru z’. Pohyb tedy musi probihat tak, Ze oba

8Recky herpo = plazim se
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obr. 4.20 obr. 4.21

kuzele se po sobé vali a thlova rychlost lezi v dotykové pfimce (viz obr. 4.21). Podle
Poinsotovy véty lze kazdy otacivy pohyb kolem pevného bodu vytvorit valenim polhodie
po herpolhodii. ?

Vratme se nyni k obr. 4.20, z néhoZz muzeme urcit thlové rychlosti precese v prostoru i
v télese. Uhlovou rychlost télesa O miZeme rozlozit do slozek v hlavnich osach setrvacnosti

2!, 2. Slozka Q3 pak udavéa konstantni hlovou rychlost rotace

9Nazvy zavedl pravé Poinsot [puanso).
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Q3 = @ = M = konst .
I3 I3
Vektor thlové rychlosti vSak také miizeme rozlozit do slozek ve sméru os z, z’. Slozka
do kazdého z téchto smért vyjadiuje tu cast rotacniho pohybu, pii némz se dany smeér
nemeéni. Slozka do sméru z tak udéva uhlovou rychlost precese v prostoru §2,, slozka do
sméru z’ thlovou rychlost precese v télese wy. Z obr. 4.20 mame

Ql L1 L sinf L

P sin 6 I1sin6 I; sinf I (4.55)

Touto thlovou rychlosti opisuje vektor tthlové rychlosti a osa rotace télesa precesni
kuzel kolem pevného sméru v prostoru L. Uréime nyni precesi v télese:

wp = Q= Q3 — ), cost = L—(;;)SH — i cos = L 005911]1_1313 = 11[_1[3 Qs
(4.56)

Tento vysledek jsme vsak jiz odvodili z Eulerovych setrva¢nikovych rovnic jako (?7?).
Pfipad obecné asymetrického setrva¢niku, volného nebo vyvazeného (Eulerova
uloha), je sice analyticky FeSitelny, ale vede na eliptické integraly. Dilezité je, ze trajektorie
takového pohybu neni uzavrena, ze se takovy setrvac¢nik nikdy nevraci do ptivodni polohy.

Vsimnéme si jesté tlohy o téZkém symetrickém setrvaéniku (Lagrangeova tloha).
rotace - tedy napriklad opfeny hrotem o podlozku. Také tato tiloha je analyticky FeSitelna
a vede na eliptické integraly; Teseni lze nalézt v monografiich o teoretické mechanice. V
daném pripadé netvori jiz setrvacnik izolovanou soustavu a vektor momentu hybnosti se
nezachovava. Laboratorni inercidlni vztaznou soustavu mtzeme nyni zvolit tak, aby osa
z mifila proti sméru vnéjsiho tihového pole. Ukazuje se, ze vektor momentu setrvacnosti
bude nyni opisovat precesni kuzel kolem nehybné osy z. Protoze vSak zaroven bude osa
rotace opisovat rovnéz precesni kuzel kolem sméru E, nebude precese v prostoru regularni,
ale nutacni thel se bude periodicky ménit. Tézky symetricky setrvacnik bude tedy konat
soucasné tii pohyby: rovnomérnou rotaci, (neregularni) precesi a nutaci. Ruzné
pripady nutacniho pohybu vidime na obr. 4.22.

Zv1astnim pripadem pohybu tézkého symetrického setrva¢niku s pevnym bodem pod
t6zistém je piiblizeni tzv. rychlého setrvaéniku. Rotuje-li setrva¢nik rychle, bude ki-
netické energie jeho rota¢niho pohybu mnohem vétsi nez energie jeho pohybu precesniho
a o ni predpokladame, Ze je opét mnohem mensi, nez potencialni energie setrvacniku v

Vv

pevnému sméru 7, miZzeme zapsat energii takového setrvacniku jako

1 1
E = 5[3952,,—#— 5[;(9%4—9%) + M gl cosn

(prvky momentu setrvacnosti oznacené hvézdickou jsou vztazeny k pevnému bodu na
podlozZce), kde prvni ¢len je mnohem vétsi nez druhy a ten zas mnohem vétsi nez treti.
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obr. 4.22

Téleso pritom rychle rotuje kolern osy 2z, ta kona pomalou precesi s malym nuta¢nim
tthlem kolem sméru L a vektor L pak velmi pomalou precesi v tthovém poli. Vysledkem je,
ze precesni kuzel vytvoreny v tthovém poli je jen velmi mirné zvlnén, takze precese je témeér
regularni. Rikdme ji pseudoregularni precese. Jak uvidime, takovou pseudoregularni
precesi kond préavé nase Zemé v tthovém poli Slunce a Mésice (lunisolarni precese).

Situaci mizeme dobfe ilustrovat na pohybu zndmého détského vicku. Postavime-li jeho
osu svisle a roztoc¢ime, mohl by vléek konat ¢istou rotaci. Poruchy vsak zptisobi, Ze se jeho
osa mirné nakloni a osa vléku zac¢ne konat precesi kolem svislého sméru. Tato precese bude
zpocatku regularni, pak prejde v pseudoregularni, precesni kuzel se mirné zvlni. Vlivem
tfeni a odporu prostiedi zac¢ne vl¢ek ztracet svou rotacni energii a prestane byt rychlym
setrvacnikem. Precese prejde v neregularni, vykyvy vi¢ku se za¢nou zvétsovat, az nakonec
dopadne na podlozku.

Uré¢ime tthlovou rychlost precese rychlého tézkého setrvacniku (obr. 4.23). Z druhé véty
impulsové mame .

dL = _,
a ~ N

Vektor Zj je jednotkovy vektor ve sméru osy z’. Protoze tento vektor kond rychlou
precesi kolem vektoru L (ve srovnani s rychlosti precese vektoru L v tthovém poli), mizeme
ho vystfedovat a nahradit vektorem

L
zy ~ 7 cos
Pak dostaneme .
dL M1 cosf =
— = - —— g x L. 4.57
o 79 x (4.57)
Rovnice .
dL < -
— =0 L 4.58
i t X (4.58)
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obr. 4.23 obr. 4.24

vSak vyjadiuje, ze vektor L koné v inercialni soustavé rotaéni pohyb thlovou rychlosti £2;.
Pro thlovou rychlost precese rychlého tézkého setrvacniku jsme tak dostali

Q_]\chosﬁg_Mlgcos29NMlg (4.59)
b L T O RNV ‘

Predpokladali jsme, Ze thel 8 je velmi maly a thlova rychlost rotace méa prevazujici slozku
ve sméru osy 2’ (cosf = L3/L).

Na pohybu tézkého rychlého setrva¢niku lze demonstrovat tzv. gyroskopicky efekt.
Na obr. 4.24 je tézky setrvacnik opfeny spodnim hrotem na podloZce a s osou rotace ve
vodorovné poloze. Zda se neuvéritelné, ze tiha ptisobici v jeho tézisti nezpisobi jeho pad.
Ve skutecnosti pisobi tihova sila momentem 7 x F mificim vodorovné, kolmo k vektoru
momentu hybnosti. Tedy

AL G rx F=@, x L
dt

a zmeéna vektoru momentu hybnosti lezi ve vodorovné roviné. Tento vektor se otaci kolem
svislého sméru. Téleso se dava do pohybu nikoli smérem pisobici sily, ale kolmo k nému.
Nespadne, ale musi konat precesni pohyb.

Nakonec jesté shrneme pohyb Zemé jako symetrického setrvac¢niku. Vime, ze Zemé kona rota¢ni pohyb
kolem své osy symetrie s periodou jednoho dne. Tato osa vykonava volnou reguladrni precesi kolem sméru
momentu hybnosti s periodou 14 mésici. Nutac¢ni thel je pfitom velmi maly, u pélu ¢ini vychylka radove
10 metra. Astronomové ji vSak presto mohou zmérit, protoze jakakoli zména sméru osy zemské rotace se
projevi na zdanlivém pohybu oblohy a zméné polohy svétového severniho pélu.

Dale kona Zemé pseudoregularni precesi v tthovém poli nebeskych téles. Tato lunisolarni precese pro-
bihéd s velkym nuta¢nim thlem (23, 50)7 ale s periodou 26 000 let. Tomuto obdobi se fika platénsky rok.
Béhem ného mifi zemskd osa na riznd mista na obloze a svétovy pdl se tak posouva. Stari Egyptané
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urcovali na obloze sever podle hvézdy Thuban v souhvézdi Draka. My se dnes orientujeme podle Polarky,
za 10 000 let bude ukazovat sever hvézda a—Cygni v souhvézdi Labuté, za 14 000 let Vega a za 26 000 let
opét Polarka.

Precese zemské osy se projevuje téz posouvanim jarniho bodu, tedy mista na obloze, kde se nachazi
Slunce v den jarni rovnodennosti. Lezi ve sméru prusecnice roviny ekliptiky a roviny svétového rovniku,
ktera se nakldni. Vlivem lunisolarni precese se jarni bod posouvé o 50,417 za rok smérem k Slunci, pii
planetdrni precesi o 0,12” za rok od Slunce a p¥i tzv. geodetické precesi (efekt specidlni teorie relativity) o

0,02” za rok, rovnéz od Slunce. Vedle toho Mésic zpiisobuje nuta¢ni pohyb zemské osy s periodou 19 let.

Piiklady

4.1 Ctyti ¢astice o hmotnostech m; =1 g, mg =2 g, m3 =3 g, my =4 g, jsou spojeny
nehmotnymi pevnymi tyckami délky 10 cm do uspoiddani na obr. 4.25. Urcete polohu
téziste téchto téles.

[a) zs =20 cm, b) x5 =5 cm, y; =7 cm, ¢) zs =1 cm, ys =2 cm, 2,=3 cm]

4.2 Urcete polohu tézisté tenké tycky délky [, jejz linearni hustota lineadrné vzrista od
T1 do T 2.

Vv

[ve vzdalenosti 3/4 vysky od vrcholu)

4.4 Castice téze hmotnosti m jsou umistény v rozich krychle a spojeny pevnymi ne-
hmotnymi tyckami délky a. Urcete moment setrvacnosti tohoto télesa vzhledem k télesové
thlopricce krychle.

[ = 4ma?]
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obr. 4.25

4.5 Urcete moment setrvacnosti tycky délky [ a hmotnosti m rotujici kolem osy kolmé
k ty¢ce a prochazejici a) jejim koncem, b) ve vzdélenosti I/4 od konce.

[ =3iml?, I=mi?

4.6 Vypocitejte moment setrvacnosti homogenniho dutého vélce o polomérech r1, 7o
a hmotnosti M vzhledem k jeho ose rotac¢ni symetrie.

1= M (r}+13)

4.7 Je dan homogenni valec vysky h a poloméru podstavy R. Jaky musi byt pomér
h/R, aby tento valec byl kulovym setrva¢nikem?

[V3]

4.8 Urcete, s jakym zrychlenim bude klesat k zemi (a opét stoupat) hracka zvana jojo
a jakou silou bude napinano vlakno (obr. 4.26).

4.9 Urcete, jakou rychlosti bude klesat védro s vodou o hmotnosti m, jehoz zavés se
odviji z rumpalu hmotnosti M a poloméru r (obr. 4.27)

2
[U = Zmﬁ%\/l t]

4.10 Urcete kinetickou energii obruce, plného valce a koule, které se vali po roviné
postupnou rychlosti v.

[mv?,  3mo?, %va]

4.11 Na vodorovném homogennim kotouc¢i hmotnosti M a poloméru R (kolotoci) stoji
¢lovék hmotnosti m ve vzdalenosti r od svislé osy prochazejici stfedem kotouce, ktery se
miize otacet bez tfeni. Jak velkou tihlovou rychlosti se bude otacet kotoué, ptjde-li ¢lovek
po kruznici poloméru r opsané kolem stredu kotouce relativni rychlosti v vzhledem ke
kotouci?
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obr. 4.26 obr. 4.27

mur ]

[w - 1 MR2+mr2
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obr. 4.28

4.12 Urcete rychlost postupného pohybu valce a koule, které se za¢nou valit po naklo-

néné roviné o sklonu «, a klesnou pfitom o vysku h.
/4 /10

4.13 Urcete rychlost postupného pohybu valce a koule, které se za¢nou valit po naklo-
néné roviné o sklonu «, za stejnou dobu t.

[2gtsina, Zgtsinal

4.14 Atwoodiv padostroj. Pres kladku pfedstavujici kotou¢ o momentu setrvac¢nosti 1
jsou na nehmotném zévésu zavésena dveé biemena, s jedné strany brfemeno hmotnosti my, s
druhé strany bfemeno o hmotnosti msq. Zavés na kladce neprokluzuje. S jakym zrychlenim
bude klesat tézsi bfemeno?

[ — mi1—m2
- I
ml+m2+ﬁ

gl

4.15 Po naklonéné roviné svirajici s vodorovnou rovinou thel « se vali bez prokluzovani
plny homogenni valec. Urcete a) velikost sily smykového tfeni valce na naklonéné roviné,
b) maximalni thel «, pfi némz se véilec bude jesté valit bez prokluzovani, je-li koeficient
smykového treni f.

[Fst = %mg sino, tg Amaz = 3f]

4.16 Homogenni dfevénd ty¢ délky I = 40 cm a hmotnosti M = 1 kg se mlze otacet

v e

m = 10 g rychlosti 200 m.s~! ve sméru kolmém k ose i ty¢i. Uréete tthlovou rychlost w,
kterou nabude ty¢, jestliZze v ni stiela uvazne.
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-1
w = ey = 29,557"]
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4.17 Jakou rychlosti musi narazit stfela hmotnosti m kolmo na spodni konec svisle
zavéSené tyce hmotnosti M a délky [, aby ji vychylila o tihel 90° ? Stiela v ty¢i uvizne.

= L/gl(M +2m) (& + m)]

m

4.18 Tenka homogenni ty¢ hmotnosti M a délky [ kyva kolem osy, ktera je k mi kolma a
prochézi jejim hornim koncem. a) Uréete periodu malych kyvi. b) Existuje na ty¢i misto,
do kterého mutizeme pfipevnit téleso malych rozmérta (hmotny bod) o znaéné hmotnosti,
aby se doba kyvu nezménila? Kde?

[T =27 % é, je vzdéleno od bodu zavésu o %l]

4.19 Fyzické kyvadlo hmotnosti M je vytvofeno ze dvou stejnych tyci délky [ spojenych
do tvaru T. Pfitom muze kyvat zavéSeno za spodni konec dvéma zptisoby: a) v roviné
kolmé k roviné técka, b) v roviné técka (viz obr. 4.28). Uréete periodu malych kyvi v
téchto pripadech.

[T =2n /X

l — 16 L
EE, T =27 g]

4.20 Plny homogenni kotouc¢ poloméru 7 = 10 cm kyva kolem osy, kterd prochazi jeho
okrajem a je kolma k ose kotouce. Urcete redukovanou délku tohoto kyvadla.

(I, = 2 r =15 cm]
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