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Kapitola 1

Translace v kvantové mechanice

V této kapitole vSude predpokladédme, ze funkce operatoru lze zapsat pomoci mocninné
rady

N > f(n) N
o= 0k

|
~ nl
Derivaci funkce operatoru chapeme jako

f(A) = e i

Piiklady
Cviceni 1. Ukazte, Ze pro operdtory polohy a hybnosti cdstice na primce plati vztahy

Q" P = ik, (O, P = nihP

[f(Q),P] = inf(Q), [Q.f(P)]=ihf'(P).

Navod: Diikaz vztaht (1.1)) provedeme indukei. Pro n = 1 vztah plati, protoZe se zredukuje
na kanonické komutac¢ni relace

[Q, P] = ih. (1.3)
U indukce z n na n + 1 vyuzijeme vztah pro komutator souc¢inu

Q1P = [Q" PlQ+Q"[Q. P] = nihQ"'Q + Q"ih = (n+ 1)ihQ",
[Q, P = [Q,P"|P+ P"Q, P| = nihP" 'P 4 P"ili = (n + 1)ihP".

0]
Q,



Pro vypocet komutéatoru ((1.2) staci vyuzit vztahy (|1.1))

N N oo f(’VZ)(O) Ay A e} f(n)(o) A . 00 f(m+1)(0) .
— ihf'(Q),
~ “ oo f(n)(o) A A o0 f(n)(o) . o0 f(m+1)(0) n
QI = 3T IQ P = 5 TP =iy
— ihf'(P).
Cviceni 2. 1. Ukazte, Ze pro komutugici operdtory AaB plati
JAYB _ A B (1.4)

2. Ukazte, Ze pro libovolné nekomutujici operdtory Aa B plati tzv. Baker-Campbell-
Hausdorfova formule (BCH)

o0 -

i g K, . . . ..
e?Be™ 4 = Z; —5 ke Ko=B, Kui=[A K] (1.5)

3. Ukazte, Ze pro libovolné nekomutujici operdtory AaB plati
eABAT = JeB A (1.6)
Navod:

1. Uvazujme funkci o .
f(t) _ et(AJrB)eftAeftB.

Jeji derivace podle t je rovna

ﬁ _ (A + B)et(AJrB)e—tAe—tB _ oMATB) fo—tA —tB _ H(A+B) ,~tAR, ~tB
dt

Protoze A a B komutuji, komutuji i jejich funkce, takze plati

d A A A Al A L
d_]; =(A+B—-A- B)et(A—i—B)e—tAe—tB —0.

Funkce je f je tedy konstantni a rovna jednotce

f(t)=f(0) =1L

Pro t = 1 dostaneme

odkud plyne dokazovany vztah.



2. Oznacime f(§) = efABe—¢4 o najdeme rozvoj funkce f do mocninné fady se stfedem

v nule ()(
— ™),
O =2 ¢

Prvni t¥i koeficienty rozvoje jsou

f'(0) = {e&‘flée’m egAEAe’M} = {65‘4[121, B]e’g’q}
£€=0 =0
= {4, f(o}e-@“}g = A K| = K,
d . PN ~
" _ @ cip €A €A €A ¢A €A
f7(0) {dfe Kie }60 {e AKie e~ Ky Ae }60

Déale budeme pokracovat indukei. Indukéni predpoklad je
F(0) = {e@[ﬁ, f(nl]e@}gzo —[A, K] = K,.
Pro n + 1 derivaci v nule pak dostaneme
f("+1)(0) = {%emf(ne_&i}go = {6§AAKne—§A — egAIA(n/Ale_gA}

= {egA[Aa Kn]e_EA}go = [Av Kn] = f(n-&-b

£=0

3. Levou stranu rozvineme do fady a nalezneme

AR A-1 1 faa o\ . =1 - A
ABA o - —1 - - nA—1 iy >10 -1
e = Zon!<ABA ) _Zon!ABA _A<ZH!B)A
= 12163121*1.
Kombinaci vztahu ((1.5)) a ((1.6) dostaneme jinou variantu BCH formule
edeBed = ox (eABeA_l) = ex i Kn (1.7)

Cviceni 3. Uvazujte castici na primce. Definugme operdtor translace o a € R vztahem

Ukazte, Ze plati



Navod:

1. Vyuzijeme toho, Ze operator hybnosti je samosdruzeny, takze
Tt(a) = (e‘ialﬁ)T = et = T(—a).
S vyuzitim pak plati
TH(a)T(a) = enPe il = ¢ =1,

takze operator translace je unitarnf a T-Ya) = T'(a) = T(—a). Vatah T(a)T(b) =
T(a +b) plyne opét diky (1.4).
2. Prvni vztah, tj. Ze operator hybnosti se pii translacich neméni, plyne z toho, ze kazdy

operator komutuje s libovolnou svoji funkci. Pro ur¢eni posunuti operatoru polohy
muzeme pouzit BCH formuli ve tvaru ((1.5)), kde

A ~

A:%ap, B:Q.

S pouzitim kanonickych komutaé¢nich relaci (1.3|) nalezneme

KO = Qa
K, = [%aﬁ, Q] =a,
KQ = [A,Kl] :OZKn, ’I’LZQ

Dosazenim do (|1.5)) najdeme vysledek
Qu = T(@)QT(a) = O +a.

3. 7 predchoziho vysledku plyne

Odsud vidime, ze plati rovnost
QT (a)|z) = T(a)(@Q + a)|z) = T(a)(z + a)|z) = (z + a)T(a) ).

Ket T'(a)|z) je tedy zobecnény vlastni vektor operatoru polohy odpovidajici hodnoté
T+ a, tj. R
T(a)|z) = [z + a).

Posledni vztah pak dokdZeme napt. rozvojem do fady

i > 1 - " it () T
Gal®) = e iPy(z) = Z% (—ﬁaP> by =32 n‘( )(—a)" = p(z — a).



Cviceni 4. Ukazte, Ze plati vztah
ez’tﬁ eisc} — pihst eis@ eitﬁ'
Navod: Vyuzijeme BCH formuli ve tvaru a vysledki predchoziho prikladu
eitPeisQe=itP — oxp (isTT(th)QT(th)> = exp (18(@ + th)) :

Prenasobenim e’ zprava dostaneme hledany vztah.



Kapitola 2

Potencial tvaru o-funkce, Diraciv
hreben

Cviceni 5. UvazZujte cdastici v potencidlu tvaru
V(z) = ad(x).

1. Napiste prislusnou bezcéasovou Schrédingerovu rovnici a naleznéte podminky, které
must vinovd funkce spliovat.

2. Naleznéte vazané stavy a urcete jejich energie.

3. Naleznéte rozptylové stavy a urcete koeficienty odrazu R(E) a priniku T'(E) potenci-

dalem.
Navod:
1. Bezcasova Schrodingerova rovnice ma tvar
h2
— S (2) + b (@) @) = Bb(z). 21)

Rovnici zintegrujeme pies maly interval (—¢, ¢)

LT 8
(e — ()] — an(0) = B / V().

a provedeme limitu ¢ — 0"
h? n
—— [(07) — ' (0~ 0) =0.
S [9(07) = 9/(07)] + 2w (0)
Resenfm bezcasové Schroédingerovy rovnice 1} tedy bude spojita funkce 1 (x), jejiz
derivace ma v nule skok dany vztahem

M
w(0%) — (o) = 20

¥(0). (2.2)



2. Hledame kvadraticky integrabilni feSeni rovnice (2.1). Pro = # 0 rovnice piejde na

tvar
2MFE

U = ), k= /-

Jeji obecné Teseni je

(x) = Ae™™ 4+ Be ™",
Kvadraticky integrabilni feseni muze existovat jen pro x € R, tj. £ < 0. V tom
pripadé je k > 0 a na zaporné, resp. kladné poloose, ma feSeni tvar

r<0 : ¢(x) = Ae™,
x>0 : ¢(r)=Be ™.

Ze spojitosti funkce v nule plyne rovnost A = B. Z podminky na skok derivace v
nule ([2.2))

/ I 2M o Mo
Y71(0) = ¥7(0) = —2AK = = A = r=—-"1 >0,

plyne, Ze vazany stav existuje jen pro a < 0, tj. pokud se jedna o potencidlovou jamu.
Energie vazaného stavu je rovna

Ma?
By= -,
2h?
Prislusna normované vlastni funkce je
Mo _,.,
Ya(a) = [ ——5e .

Pro a > 0 (potencidlova bariéra) existuji jen rozptylové stavy.

3. Nezavisle na znaménku « patii energie £ > 0 do spojité ¢asti spektra. Rozptylové
stavy lze zapsat ve tvaru

r<0 : tr(x) = Ae*® 4 Be ™
x>0 : Y(z)=Ce*  Dem™

kde k je urc¢eno energii
2MFE

h?
Podminky spojitosti funkce a skok derivace v nule dévaji néasledujici vztahy pro koe-
ficienty A, B,C, D

k:

A+B = C+D, (2.3)
. 2M o
ik(C—D—-A+DB) = 2 (A+ B). (2.4)



05

0.1

| | | J\4’Oé2
1 5 10 E “R2

Obrazek 2.1: Pravdépodovnosti prachodu (¢erné) a odrazu (¢ervené) v zavislsoti na energii
dopadajici castice.

Uvazujme nyni rozptyl ¢astice s energii F nalétavajici na potenciél tvaru J-funkce
zleva. Na zaporné poloose bude jak dopadajici tak odrazené vlna (s amplitudami A,
resp. B), na kladné poloose jen prosla vina (s amplitudou C'), tj. D = 0. Koeficienty
odrazu a priniku pak jsou

2

B|? C
R=|— T=|— 2.5
2 = (25)
Regenim soustavy rovnic (2.3), (2.4) dostaneme
A A
C=1"m= B=—1T—a
ikh2 Ma

Dosazenim do (2.5 nalezneme zavislost koeficienti priniku a odrazu na energii do-
padajici céstice

1 1
T(E) = Ma | — PR
L= e 1+ 515
2
1 1
R(E) = . = .
N R R =

Vysledek nezavisi na znaménku «, tj. pravdépodobnost odrazu (nebo prichodu) je
stejna pro potencidlovou bariéru i jamu. Evidentné plati rovnost 7'+ R = 1. Pro
ilustraci je zavislost pravdépodobnosti na energii znazornéna na obrazku [2.1]

Cvi€eni 6. Uvazugte céastici v periodickém potencidlu (tzv. Diraciv hieben)

V(z) =« Z d(x —na), a>0,

n=—oo

10



kde a je mrizkovd konstanta. Naleznéte tvar energetického spektra.

Navod: Hledame feseni bezcasové Schrodingerovy rovnice

R, <
— 5?0 —a Y oz~ na)y(z) = By (x). (2.6)

n=—oo

Diky periodicité potencialu lze vinovou funkeci hledat ve tvaru Blochovy viny
ta(@) = €%y (@), (2.7)
kde u,(z) je periodicka funkce s periodou a. Pro Blochovu vinu plati
Yo(x — a) = TV (x — a) = e 7%y, (1) = e M%), (2). (2.8)

Diky tomu sta¢i najit FeSeni na intervalu (0,a), na interval (—a,0) ho prevést vztahem
(2.8)), a funkce v nule spojité navazat se skokem v derivaci danym rovnici (2.2)).
Na intervalu (0,a) je potencial nulovy a rovnice (2.6) se zredukuje na

Yy (@) = —k*y(2),

kde k zavisi na energii nasledujicim zptisobem

k= QJ\hiE (2.9)
Resenim bezéasové Schrédingerovy rovnice je funkce
€ (0,a) : Y,(x) = Ae™ + Be ™", (2.10)
Funkci posuneme do intervalu (—a,0) vztahem ([2.8)
Vg(x — a) = e (A 4+ Be k),
tj. po preznaceni x — a — x dostaneme
v € (—a,0) : y(z) = e [Aeik(z-i-a) + Be—ik(wﬂ)} .
7 navazovacich podminek v nule dostaneme soustavu rovnic
A+ B = Aek=9a 4 peilktaa (2.11)
ik(A — B) — ike 9% (Agiha _ Bemikay = 2]}‘_go‘(A +B), (2.12)

kterou lze zapsat v maticovém tvaru

A 1 — eilk—q)a 1 — e—ilk+q)a
0(5) =0 U= (oo e a0y )

11



Netrivialni feSeni existuje pokud je matice soustavy singularni, tj.

, 2M
det U = 0 = 2ie " <2k cos(ak) + h2a sin(ak) — 2k cos(aq)) :

To je ekvivalentni podmince

Ma

2 sin(ak), (2.13)

cos(aq) = cos(ak) +

ktera urcuje mozné energie ¢astice v Diracové hiebenu. Aby tato rovnice méla feSeni, musi
byt prava strana v absolutni hodnoté mensi nebo rovna jedné

M
t = |cos(ak) + hTZ sin(ak)| < 1. (2.14)

Prubéh funkce t v zavislosti na k je znazornén na obrazku [2.2| pro dvé rizné hodnoty « (ve
v8ech obrazcich uvazujeme M = h = a = 1). Obecné lze vypozorovat nésledujici vlastnosti
funkce t:

t t

\/f\v/\\/f L
0 - = . Lk °

-k

\ \ \ \
0 k1 ko ks ka ks

0

Obrézek 2.2: Priubéh funkce (2.14)) v zéavislosti na k pro a =5 (vlevo) a aw = 10 (vpravo).
Modfe jsou vyznaceny pasy, kde je podminka ¢ < 1 splnéna. Horni mez pasu je na fixnich
bodech k, = “F.

Pro a = 0, tj. volnou c¢astici, plati vzdy ¢t < 1

Pro a > 0 se stiidaji zakdzané (t > 1) a povolené pasy (¢ < 1)

Prok=0jet= |1+ “%O“ > 1, tj. nula lezi v zakdzaném péasu

e Horni meze pasi se nachézi na hodnotach k,, = “F nezévisle na «

S rostoucim « se pasy zuzuji, v limité o — +o0o prejdou v jednotlivé body k,

12
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Obrazek 2.3: Cerna Cara vyznacuje energie v zavislosti na ¢ pro o = 5 (vlevo) a o =
10 (vpravo). Modfe jsou vyznaceny povolené energetické péasy. Cervenéd ¢arkovana cara

12 . s v . h2 2
odpovida energii volné ¢astice (a = 0), kdy k = g a tedy £ = 53

Dosazenim (2.9)) do rovnice (2.13]) dostaneme implicitni vztah pro energii (tj. disperzni

relace)
2ME M 2MFE
cos(aq) = cos | a — | + 2 _sinla — |- (2.15)
1) B2 )

2ME
h?

Vidime, ze obdobné zavéry jako pro k plati i pro energii:

e Pro a = 0 je jsou povolené vSechny energie £ > 0

e Pro a > 0 se stiidaji zakdzané a povolené energetické pasy

n2n2h?
2Ma?

e Horni meze pési jsou na hodnotach FE,, = které odpovidaji energiim ¢astice v

nekonecné potencialové jameé sitky a

e S rostoucim « se pasy zuzuji, v limité o — +o0o bude energetické spektrum diskrétni
a tvoreno vlastnimi ¢isly £,

Pro ilustraci je na obrazku [2.3] zndzornéna energie v zavislosti na ¢ pro dvé rizné
hodnoty a. Poznamenejme, Zze pokud pro dané k je ¢ feSeni rovnice , pak je FeSenim
ig+ 2", n € Z. V obrazku je pouzita konvence, kdy kazdé¢ hodnoté k € (=2, @>
pritadime ¢ tak, Ze spadd do stejného intervalu. Tim je pro kazdé k hodnota ¢ urcena
jednoznacné, a F(q) je rovnéz jednozna¢né definovana funkee.

Z disperznich relaci (2.15) muzeme urcit grupovou rychlost
1dE
Vg = ——
Y hdq’

13
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Obréazek 2.4: Grupovd rychlost v, v zdvislosti na energii £/ pro a = 5 (vlevo) a o = 10
(vpravo). Cervena ¢arkovana ¢ara odpovida grupové rychlosti volné ¢astice (o = 0), kdy

vy = V2E.
Vg

15+ -

101 -

Ug

15

10

: 5 5 : 5 =

Obrézek 2.5: Grupové rychlost v, v zavislosti na kvazihybnosti ¢ pro a = 5 (vlevo) aa =10
(vpravo). Cervena ¢arkovana ¢ara odpovida grupové rychlosti volné ¢astice (o = 0), kdy

’Ug:M.

pomoci derivace implicitni funkce. Grupové rychlost v zavislosti na energii je znazornéna
na obrazku resp. v zéavislosti na ¢ je na obrazku [2.5] Z grafu je vidét, ze grupova
rychlost pro E, resp. ¢, blizké krajim pasu klesa k nule.

Na zavér jesté uréime vinové funkce pro dané k a ¢. Na intervalu (0,a) ma tvar (2.10).
Diky Blochové teorému ji muzeme na intervalu (na, (n + 1)a) zapsat zpisobem

z € (na,(n+1)a) : ,(x) = M (Ae*@ne)  Be~ikle—na)y

Zbyva urcit koeficienty A, B, které jsou dané soustavou rovnic (2.11)), (2.12)). Z rovnice
(2.11) vyjadiime A pomoci B

—_

sin (—a(k‘ + q)) ik
Gt (2.16)

Budeme uvazovat dodate¢nou normaliza¢ni podminku mezi dvéma J-funkcemi (¢, neni
kvadraticky integrabilni na R, je to zobecnéna vlastni funkce piislusejici bodu ze spojitého

N

A=DB

14



spektra)
/|1/Jq(1:)\2dx = 1. (2.17)
0

Normaliza¢ni podminka vede na rovnici

sin(ak)
k

a(|A]* + |B*) + (ABe % + ABe'™) = 1.

Dosadime za A ze vztahu 1) sinlah) pahradime pomoci 1} a po Tadé algebraickych

2
tprav dostaneme

2a(B 1 — cos(ak) cos(aq) + 222 (cos(ag) — cos(ak))? _
1 —cos(a(k —q))
Analogicky miiZzeme ziskat i vztah pro |A|?
20l A2 1 — cos(ak) cos(aq) + 25 (cos(aq) — cos(ak))® .
¢ 1 — cos (a(k + q)) -
Z téchto dvou rovnic pak muzeme vyjadiit A a B ve tvaru
B = C+/1—cos(a(k—q)) e
A = sC\1—cos(ak+q)) €7,
1 1
¢ = )
V2a \/1 — cos(ak) cos(aq) + 22 (cos(aq) — cos(ak))?
s = sgn|cos(aq) — cos(ak)].

Vlnova funkce na intervalu (na, (n + 1)a) normalizovana na jednu periodu je tedy rovna

Yql) = Cem (s /T = cos (alk + q)) X029 1 \/T= cos (alk — g)) 4200

Pro ilustraci je na obrazku Vlnové funkce pro a = 5, k = 3 (odpovidajici ¢ = 2.426)
a jeji rozklad na periodickou funkei u,(x) a rovinnou vinu e'%*.

15
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0 a 2a 3a 4a 5a

Obrazek 2.6: Vlnova funkce pro « = 5, k = 3 (odpovidajici ¢ = 2.426) a jeji rozklad na
periodickou funkci u,(x) a rovinnou vinu e4*. Realn4 ¢ast je vyznafena modie, imaginarni
¢ast ¢ervené. Nahofe je zobrazena celd vlnova funkce 1,(z), ¢erné je vyznacena hustota
pravdépodobnosti nalezeni c¢astice. Vlnova funkce sice neni periodické, ale hustota prav-
dépodobnosti ano, protoze |1,(x)|* = |u,(x)|?. Dole je zobrazena periodicka funkce wu,(z)
(vlevo) a rovinna vlna €' (vpravo).

16



Kapitola 3

Rotace v kvantové mechanice

Prehled teorie

Rotace v klasické mechanice

V klasické mechanice se vektory z R? pii rotacich transformuji pomoci matic R tvoricich
grupu SO(3) (tj. 3 x 3 ortogonélnich matic s jednotkovym determinantem)

i in=7, #T=R#, RT=R' detR=1.
Rotacim okolo hlavnich os x,y, z (= 1,2, 3) odpovidaji matice

1 0 0
R.(a) = |0 cosa —sina |,
0 sina cos«

cosa 0 sina
R,(a) = 0 1 0 ,
—sina 0 cosa
cosa —sina 0
R.(a) = [sina cosa 0
0 0 1

Infinitezimalni rotace (tj. do 1. fadu Taylorova rozvoje) muzeme zapsat ve tvaru
Rl<Oé) ~J— ioni,

kde matice M; jsou rovny

00 O 0 0 2 0 — 0
Mi={00 —), My=|{0 0O0)], Ms={|7 0 O
0 ¢+ O - 0 0 0 0 0

17



Prvky matic M; lze zapsat zpisobem

ze kterého plynou komutacni relace
[M;, M;| = i, M.
Rotace kolem hlavnich os vyjadiime jako exponencialu matic M;
Ri(a) = 7™M,

Rotace kolem obecné osy dané jednotkovym vektorem 7i je potom

—

Ra(a) = e "M N[ = (My, My, Ms) .
P1i infiniteziméalni rotaci okolo osy 77 se vektor ¥ transformuje zptsobem

CHESRTE R

Rotace v kvantové mechanice

V kvantové mechanice rotacim odpovidaji unitarni operatory R, které predstavuji reprezen-
taci grupy SO(3) na prislusném Hilbertové prostoru H. Stavy se pii rotacich transformuji
zplsobem

) 5 [0y = RJap).

Operatory rotaci R jsou generovany operatorem celkového momentu hybnosti J. Rotace
okolo osy 77 0 thel « je reprezentovana operatorem

Rila) = e~ o

Pfi parametrizaci rotaci pomoci Eulerovych thli «, 3, v (odpovidaji rotacim okolo pevnych
08 z, Y a z) pouzivame znaceni

A

R(Oé, 67 ’Y) = ﬁz<a)éy(ﬁ>RZ(7) = ei%ajif ef%ﬂj2 efir'b'ng.

U rotaci zalezi na potadi, operdtory rotaci kolem riiznych os nekomutuji, protoze nekomu-
tuji generatory.

Operatory momentu hybnosti, maticové reprezentace

Ptipomenme, Ze slozky momentu hybnosti spliuji komutacni relace
[jk, jl] = ihehim .
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Z téchto relaci plyne jednak to, ze J? je kompatibilni se vSemi slozkami J;, a také existence
posunovacich operéatori J. = J; £1iJs

[y | = nde, [0 =0,
Spolecné vlastni vektory |j, m) operatoru Js, J? spliwji
Jslj,m) = mhl|j,m),  J|j,m) = Bj(j +1)|j,m).
Rozsah kvantovych cisel j a m je

1.3
~1,2.
22

j_

J =0,
mo=

..., —7.

Posunovaci operatory pusobi na kety |j, m) nasledujicm zptisobem

Jeljom) = o, lim 1), af, =m/j(+1) —m(m=1).
Matice operatori Js a J? jsou v této bazi diagonélni

<J3)(j’,m’),(j7m) = <j/a m/|j3|j, m> = mh5jj/5mm/,
0

Ol
|
N | —

OO =
o O O

= (G, /[T, m) = 25 (5 + 1)8,5 G,
0

(J2>(j’,m’),(jﬂm)

O
Il O

S O N
S NN O
N OO
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1
)99
Matice operéatoru J; » jsou blokové diagonalni

Bloky odpovidaji hodnotam j = 0,5, 1,..., kvantové ¢islo m bereme od m = j sestupné.

. . 1 _
(Jl)(j’,m’),(j7m) = <]/7m/|‘]1|ja m> = 5jj’§(a;,_m5m'vm+1 + aj,mém’7m—1)’
0
0 3
1
3 0 i
To= h VoY ,
1 0 L
V2 ) V2
0 7 0
./ nT . 1 + —
(JQ)(j’,m’)7(j,m) = (J’,m'|J2]j,m) = jj,i<aj,m5m’7m+1_aj7m5m’7m—1)7
0
v
i o |
T =k 0 - 0
vi V%
0 ﬁ 0

Bloky tvoii matice JJ;; ) 5 prvky
(1), = Gom'lli.m). (31)

Tyto matice tvori iderucibilni reprezentace Jj, na prostoru C¥*1, tj. spliiuji komutacni
relace ' '
19, 39] = iy d).
J,(Cj ) jsou matice operatoru slozek spinu velikosti j. Plsobeni operatorti Ji na kety |7, m)
milzeme pomoci matic Jl(j ) zapsat ve tvaru
J

Jiiom) =3 () ljm).

. b
m/=—j

Maticové reprezentace rotaci, Wignerovy D-funkce
Matice operatoru rotaci jsou v bazi |j, m) rovnéz blokové diagonalni, tj. plati
J

Rlj,my = > (j,m/|R|j, m)|j, m).

m/=—j
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Ozna¢ime matice rotace okolo osy 77 pro velikost momentu hybnosti j jako Rg )(oz), jeji
maticové elementy jsou

R (@) = {(j,m'| Ra(e)|j.m).
Pro spin % je snadno ur¢ime explicitné z vlastnosti Pauliho matic
[O’i, 0']'] = 2i5ijk0-k7 {0'2', O'j} = 2(5@']1, 0,05 = 52]11 + i&'jk(fk, (32)

a rozvojem exponenciely do Taylorovy rady. Vysledek je

1
Rég)(a) = cos %]I — isin %ﬁ - 0. (3.3)

P1i parametrizaci rotace pomoci Eulerovych thli se maticové elementy f?(a, B,7) oznacuji
jako Wignerovy D-funkce

DY) (v, B,7) = (i, | R(x, B,7)]j, m).

Dohromady tvori Wignerovy D-matice, které predstavuji ireducibilni unitarni reprezentaci
grupy rotaci SO(3) na dimenzi 2j + 1. Lze je zapsat zptusobem

D(J?ym(a,ﬁ,y) = <j,m’|e*%ajse*%ﬁfzef%'yj3|j’m)
= e e (e 102, m) (3.4)
d) (8

dg?m(ﬁ) jsou tzv. malé d-funkce, které jsou ryze redlné. Matice d)(3) je ortogonalni.

Wignerovy D-funkce maji fadu vlastnosti, napf. z unitarity D-matic pro né plati relace

ZD(] (a, B,7) D (0, B,7) = b,
ZD aﬁfyD(]( B,y) = O

Dale spliuji vztahy

DY) (a,8,7) = DYy (~a,—B,—) = (~1)¥ DY) _, (o, 6,7).
Analogicky pro d-funkce plati vztahy

di) (8) = d9(=p) = (1) mdD,(8) = (~1)FdY) (). (3.5)

Pro celoé¢iselné j = [ Wignerovy D-funkce tizce souvisi s kulovymi funkcemi

DY (e, B,7) = Yim(B, ), (3.6)

4
D) (o, B,7) = wmillfm(ﬁ,v)-




Wignerovy D-funkce tvoii ortogonalni mnozinu funkci Eulerovych dhli

g 2 2 9
8T

‘/mﬁw/ﬁg/m D0 8D .7) = 5 b (3)

0 0

Oznacme jako D<j)(R) Wignerovu D-matici rotace R pro moment hybnosti j. Kety
|7, m) se pak transformuji zptisobem

J

R|j,m) Z D) (R, m). (3.8)

Transformace pozorovatelnych, kartézské tenzory
Pozorovatelné se pfi rotacich transformuji zptisobem
P
Pro infinitezimalni rotace okolo osy 7 o maly thel « plati
A~ A— %ank [jk,/q )
Skalarni pozorovatelné se pii rotacich neméni (takze se neméni jejich stfedni hodnoty),
komutuji se vSemi slozkami celkového momentu hybnosti

A=A [jk,/i] =0.

Vektorovy operéator 1% je trojice operatort V}, ktreré se pri rotacich transformuji podle
predpisu

~

V) = Rj_,,in- (3.9)
Slozky vektorového operatoru spliiuji komutaéni relace
|:jk, ‘A/li| = z’hsklmf/m. (310)
Jejich stfedni hodnoty se transformuji jako slozky vektoru
WIViIY") = R0 Vel)).
Analogicky muZeme zavést kartézsky tenzorovy operator fadu n jako sadu 3" operatoru

T;, .4, které spliuji vztahy

i1,

T . =R - RT

01 yeerin 1,J1 in,Jn = Jlsdn

Pro kartézsky tenzor 2. radu lze pfechodem k infinitezimalni rotaci odvodit komutacni
relace s momentem hybnosti

[jk, ng] =th (5kille + 5kleil> : (3.11)

Podobny vztah plati i pro tenzory vyssiho radu.
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Priklady

Cviceni 7. Cdstice se spinem % je ve vlastnim stavu S, Jakym spinorem 1)’ je popsdn stav
po rotaci okolo osy y o uhel a? Urcete vektor polarizace ' = ({(01), (02), (03)) pro vysledny
spinor.

Navod: Vychozi stav ¢astice je popsan vektorem v = ((1)

PENES _ [cosg —sing 1\  (cosg
V= fy (&W(Sing COS%)(O ~ \sin2 /-

2 2

) . Rotaci okolo osy y dostaneme

stav

Vektor polarizace pro stav ¢’ je roven
P = (sina, 0, cos a),
coz odpovida rotaci puvodniho vektoru polarizace 7 = (0,0, 1) okolo osy y o thel «
cosae 0 sina sin o

0
7T =Ry(a) p" = 0 1 0 o= o
—sina 0 cosa 1 COS o

Cviceni 8. Urcete Wignerovy d-matice pro j = % aj=1. Cemu je rovno d(j)(27r)?

Navod:
] = %: V tomto ptipadé diky vztahu {) okamzité nalezneme
R(%)(ﬁ) _ cos & —sing — (b
Y N (siné cosg ) = d=(P). (312)
Pro 8 = 27 dostaneme
d(%)(27r) = —1.
j=1 Musime nalézt matici
dV(8) = o~ i8IV _ Z %J(zl)”, (3.13)
n=0
kde 0 -1 0
TN 0 -1

Primym vypoc¢tem urc¢ime druhou a tfeti mocninu matice

1 0 -1 0 -1 0
2 h2 3 R
I =50 2 0], I =i (1 0 -1|=n20
10 1 V2\p 1 o

23



Obecné tedy plati

2n 2 2n+1
IO = RO (s 0), IO = p2gd.
Rozdélenim fady (3.13) na nulty, sudé a liché ¢leny postupné dostaneme
1 [ (=1)" 2 0= (=) 1
dW - 1+ = ) g | g7 2 T a1 ()
o = g (3 G (3 ) o
cogg—l s;;ﬁ
1 2 1
= 1+ ﬁ(cosﬁ — 1IN - %sinﬁjgl)
1(1 4 cos B) —\%sinﬁ 1(1 = cos B)
= 5 sin 3 cos 3 —J5sinf | (3.14)
(1 —cos ) \%sinﬁ (14 cos B)

Pro § = 27 nalezneme
dV(2m) = 1.
Ptrimy vypocet d-matic pro vyssi hodnoty j uz neni pouzitelny.
Cviceni 9. FExplicitnim vijpoctem ukazte, jak se transformugi sloZky operdtoru spinu pro
cdastici se spinem % Tt rotaci o ihel a okolo osy z.
Navod: Matice slozek spinu se pii rotaci transformuji zptisobem
1 1
S = R (a)S,R¥ (a),
kde

L 1
Rgz)(a) = oS %[ —isin %Uga R£2)T(a) - o8 %[ s %Ug-

S pouzitim komutac¢nich relaci a vztahii pro sou¢in Pauliho matic (3.2)) pro prvni slozku
operatoru spinu postupné dostaneme

g h( e’ +,,a a[ ]+_2a )
= —(cos® =0y +isin = cos —|oy, 0 sin® —o30,0
1 5 571 5 501,03 5730103
h( e L e )
= —(cos® =0y +sinaoy — sin” —o
5 571 2 571
= cosaS; + sin a.Ss.
Analogickym zpusobem nalezneme
Sy, = —sinaS] + cos Sy,
Sé == 53.
Vysledek odpovida tomu, ze S; jsou slozky vektorového operatoru, takze plati
. . . cosae sina 0 31 cos aS’l + sin Oégg
ST =R a)ST = R.(—a)VT = [ —sina cosa 0| [ S, | = [ —sinaS; + cosaS,
0 0 1 Sy S5

24



Cviceni 10. Uvazujte vektorovy operdtor V tj. jeho slozky spliiugi komutacni relace (3.10).
S pouzitim BCH formule explicitnim viypoctem ovérte, Ze plati vztahy (@ Uvazugte rotaci
kolem osy x o uhel a.

Navod: Mame explicitnim vypoctem ovérit, ze plati

) . ) 10 0\ (Vi Vi
VT =R )Vl = Ry(—a)VT = |0 cosa sina Vo| = | cosaV,+sinals |,
0 —sina cosa Vs —sinaVs, + cosals

pricemz slozky operatoru se pii rotaci okolo osy x transformuji zptisobem
V! = Ro(a)ViRl(a).
K vypoctu vyuzijeme BCH formuli ve tvaru (|1.5)), kde

A RN A
A:_ﬁa‘]h B:‘/z

Proizljef(ozf/laf(g: [jl,f/l] :OEKn,nZLtakZe
Vi =Vi.
Pro i« = 2 postupné dostaneme
Ry = T, Ri=—1a [0 0] =t

KQ = —ﬁa |:J1,‘/3i| :—062‘72,

takze plati X R R R
Ko = (=1)*a™V3,  Kopq = (—1)* ™1V,
7. BCH formule pak dostaneme

oy — D8 o) ¢ — DF s ¢
Y = <; (2k)!ak)%+(2(2k+1)!o‘k >V3

k=0

= oS 04‘72 + sin a%.
Analogickym zptsobem pro ¢ = 3 nalezneme

Vi = —sinaVs + cosaVs.
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Kapitola 4

Skladani momentd hybnosti

Prehled teorie

Skladani dvou nezavislych momentti hybnosti

Uvazujme systém slozeny ze dvou rozlisitelnych podsystémi s momenty hybnosti velikosti
J1 a Jo, kterym piislusi Hilbertovy prostory
HYD) = [{[ji,ma),mi = ji, ji — 1, —ji}]y,  dimHYU) =25 4+ 1.

Hilbertiv prostor slozeného systému H172) = H01) @ HU2) m4 dimenzi (271 +1)(272 + 1).
Jedna z bazi HU172) je dan tenzorovym souéinem ketw |ji,m,) ® |j2, ms). Tyto vektory
spliuji vztahy

|]17m1 ® g2, ma) = j1(j1 + D)B? |51, m1) @ |2, ma)
ja(ja + 1) |j1, my) ® |j2, mo)

) =

® |j27m2>

& |j27m2> my h |j17m1> X |j27m2>
) =

)
|J1, mi)
|J1, mi)
J3 g, ma) @ |jo,ma) = maoh |1, my) © |ja, ma).
Slozkam celkového momentu hybnosti odpovidaji operatory
Jo= 30 4 JO.

A D A D Al A
Operatory JM ™, J& 7 J2  J; jsou kompatibilni a maji spolecné vlastni vektory |ji, j2, 7, m),
které splhuji rovnice

A2, . L. L. L.
J(l) |J1;]27]7m :]1(31+1)52 |j17]27]7m>

A2, . L. L. L.
J@ 71, g2, J,m :]2(]2+1)h2 |J15 J2. 3, m0)

- ~ ~— ~

j2|j17j27j7m :j(j + 1)h2 |j17j27j7 m>
J3|j17j27j7m =mh |j17j27j7m>'
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Kvantové ¢islo j nabyva hodnot j = |j; — j2l, ..., j1 + jo. Pro dané j ma kvantové ¢islo m
hodnoty m = —j, ..., j. Vlastni vektory celkového momentu hybnosti jsou i vlastni vektory

operatoru JU - J@ . Platf totiz vztah

~

T T = (- g0 ) (4.1)
2 ’ '
odkud uZ snadno nalezneme
2 2, h2
TO Ty g jm) = 5 (GG +1) = 516G+ 1) = ioGa + 1) ) Lo dom). (4.2)

Clebsch-Gordanovy koeficienty

Mnozina stavi celkového momentu hybnosti {|j1, ja, 7, m)} tvori dalsi ortonorméalni bazi
v prostoru HV172), Elementy unitarni matice pfechodu mezi touto bazi a bazi {|j;,m;) ®
|72, ma) } se nazyvaji Clebschovy—Gordanovy koeficienty (CG) a znadi se

(J1, g2, m1, malj,m) = <<j17m1| ® <j2,m2|)]j1,j2,j, m).

Pro Condon-Shortleyovu konvenci, kdy

@G =G+ 1) —m(m+1) = h/(j Fm)(j £m +1) >0,

jsou CG realné. Plati tedy

J1 J2
|j17j27j7m> = Z Z (j17j2am17m2|jam)|j17m1>®|j2am2>7 (43)

m1=—7j1 ma=—j2
a soucasné
Jji+j2 J
J1,m1) ® |2, ma) = Z Z (J1, 2, ma, malj, m)|jv, j2, J, m). (4.4)
Jj=lj1—jo| m=—j
Pro CG plati vybérova pravidla
(1, g2, m1, ma|j,m) # 0 = my +me =m, |j1 — J2| <7 <j1+ o, (4.5)

a symetrie vic¢i zdméné j; <> jo, My <> Mo, resp. znamének m; a m

(J1, g2, mi,malj,m) = (=1)"277(ja, j1, ma, my|j, m) (4.6)
= (_1)]1—”2_ (j17j27_m17_m2’j7 _m) 47

= (j27j17_m27_m1|ja _m>
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Z unitarity matice prechodu mezi ortonormélnimi bazemi plynou vztahy

> G dosma, malj,m) (G, jo, ma,mol ', m') = 8550 Sy, (4.8)

mi,m2

J
Z Z (j17j2am17m2|j7m)(j17j2>m,17m/2|j7m) = 5m1,m’1 5m27m'2'

i m=—j

Specialné tedy plati

Z(j1,j2,m1,m2’jam)2 = 1,

mi,m2
J
Z Z (jlan;mlamZU’ m)2 = L (4'9)
i m=—j
CG pro maximalni hodnoty m; = j; a minimélni hodnoty m; = —j; jsou rovny jedné
(31,72, 91, J2ldn + Jos i +J2) = 1, (1, J2, —J1, —Jeldn + Jo, —J1 — j2) = L. (4.10)

Déle pro CG plati rekurentni relace

Oé;tm(jl,jmml,mﬂ]}m +1) = o, (1, J2, 0 F 1,ma|j,m) +
+Oéjq;m2(j17j27m1;m2:|: 1|j7m)7

kterou muzeme zaménou m — m F 1 a s explicitnim tvarem a;-tm vyjadrit zptisobem

VEFm+0GEm) (i dz, ma,molj,m) =
= \/(j1ﬂ:ml)(jl:Fm1+1)(j1,j2,m1:|:1,m2|j,m2121)+
+\/(j2 + m2)(j2 F mg + 1)(j1,j2,m1,m2 + 1|j7m + 1)7

(4.11)
Tento vztah spolu s fazovou konvenci
(jlaj??jl?j_jl‘juj) >07 (412)
umoznuje jednoznacné urceni CG.
Wignerovy 3j-symboly
Misto CG koeficientt se obcas vyuzivaji Wignerovy 3j-symboly zavedené vztahem
i J2 s (=1)remme :
=—— (41,72, M1, M ,—ms) . 4.13
(Tm o m3> 275+ 1 (1, 72, m1, mal g 3 ( )
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Jejich vyhodou je vétsi symetrie pifi permutacich sloupcti a zméné znamének m;. Prti
sudé permutaci sloupct se neméni, pfi liché permutaci se vynasobi fazovym faktorem
(_1)]1+32+]37 tj.

- . (4.14)

(_1>j1+j2+j3 (jl J2 j3) . sgnm=—1
myp Mo Mg

(.71 J2 ]3) 7 sen =1,
. . . my Mo Mg
(]m Ja ]Ws) _

Mzry My, Mg

Stejny fazovy faktor se objevi pii zméné znamének vsech m;
—mip —Mmz —Mm3 my mg mz)’ '

Ze symetrii Wignerovych 3j-symboli muzZzeme snadno odvodit napft. vztah pro CG
koeficient (74, j, m, —m|0,0). Vyjdeme z toho, Ze pro j, = ms = 0 plati

(7,0,m,0|j,m)=1 VYme{j,j—1,...,—j}.
Z definice (4.13)) plyne ‘
g0 g _ (=)
m 0 —m) \2j+1
Prohozenim 2. a 3. sloupce pak dostaneme
o (7 F O\ _, qefd 0 g\ _ (=
(]7]7 m, m’0>0) - (m —-m 0) _( 1) (m 0 _m> - \/m (4'16)

Poznamenejme, ze CG koeficienty (j1, j2, m1, m2|0,0) jsou nulové pro j; # j» nebo my #
—mg, protoZe nejsou splnéna vybérova pravidla (4.5)).

Maticové reprezentace slozeného momentu hybnosti, rotacni matice

Pro matice slozeného momentu hybnosti J,(Cj) 1) dostaneme s pouzitim vztahu 1}

rekurentni relace

(J;(gj)) .= Z (41, 2, My, mal g, ) (J1, Jo, M, malj, m) (J;(le)> , t
m',m my,m1

/
my,m1,ma2

+ Z (41, J2s ma, mi| 3, M) (1, Ja, M, malj, m) (Ji(jé)) R
m2,m2

!
mi,Mmy,m2

Uvazujme rotace R slozeného systému, které jsou generovany celkovym momentem hybnosti
J=JW 4 J2 .



Pro maticové reprezentace rotaci pak s vyuzitim (4.3]) odvodime nésledujici CG rozklad

DELLRY = 3> (s oy ma,mal, m) (i, o, mh, mblj, m ) DI (R)DYY | (R).

/ /
mi,m; me,msy

(4.17)

Analogicky vztah plati i pro malé d-funkce

A9 8) = 3037 (o mamals, m) (G, o, mi, mil,m)dSE L (8)dSE(8).

! !
mi,mj ma,my

(4.18)
Tyto vztahy umoznuji konstruovat Wignerovy D-matice rekurentné.
S pouzitim rozvoje snadno odvodime vztahy pro soucin dvou d-funkci
) (B)dS (B) = > Z g, g e, mal g, m) (i, gz, iy, i, m')d) L (B),
J (4.19)
respektive D-funkci
D& (RDY (R) = Y Z (1, Jos 101, ol . m) (1, Go, my, milj, m') DY) (R).
j (4.20)

Piiklady

Cviceni 11. Uvazujte dvé cdstice se spinem % Najdéte bazické stavy odpovidagjici celkovému
momentu hybnosti a urcete nenulové CG.

Navod: Bazickym staviim jednotlivych spini odpovidaji kety |, 43). Stavy celkového
momentu hybnosti |2, Q,j, m), kde j muZe nabyvat hodnot j = 1 (a pak m = 1,0,—1)
nebo j = 0 (a pak m = 0), najdeme pFimym vypoctem pouzitim posunovacich operatorii.
Kety odpovidajici hodnoté j =1 a m =1, —1 jsou rovny

|1111>_’1 1>®11> ’111 1>_|1 1>®|1 1>
27277 igr ol Tigr ol gt i 9l g ol
Stav s j = 1 a m = 0 dostaneme aplikaci posunovaciho operatoru J_ = JY + J® na stav
|2,2,1,1> tj.
11 1 sy, 11 11 11 ~2),1 1
-, =,1,0) = J——11 — | J =, = =, = — )R J7=, =
3300 = o llppin == (g el 1y 5 e

1 11>®|1 1>+|1 1>®|1 1>
Va2 \'2727 Tl gf Tt 2l i ol )
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Zbyvajici vektor s j = m = 0 lezi ve stejném dvourozmérném podprostoru (ktery odpovida
m = 0) jako |3,3,1,0) a je na ngj ortogonalni, takZe (diky fazové konvenci (4.12)

11 1 11 1 1 1 1 11

~ 0,00 = — (|2, 2) @5, =) — =, —=)Y @ |=, =) ) . 4.21

3300 =75 (331815 -5~ 3-8 15.3)) (421
Trojice stavi ]%, %, 1,m), m=1,0,—1, tvoii tzv. tripletni podprostor, k nému ortogonalni
stav |3, 3,0,0) se oznacuje jako singlet. Nenulové CG tedy jsou

11 1 1
]-a]- = ]-7 a’0’ o) o ]-7_]- :1a
2727 27 2
11 Lo) — 1 111 1 Lo) = 1
I ’ - \/57 27 27 27 2 ’ - \/57
0.0) — 1 111 1 0.0) = 1
27 27 ) - \/57 27 27 27 2 ) - \/§
Cviceni 12. Urcete tzv. hyperjemnou strukturu zdkladniho stavu atomu vodiku, kterd je

dusledkem interakce spinu elektronu a protonu. Hamiltonidn popisujici interakci spini md
tvar

N
DN | =
N —

[\

[\
N~ N~ N~
N~ N~ N~

—_
—_

~

i = B+ AS© . 5®)

kde By = —13,6 €V je energie zdkladni hladiny, A je zatim neurcend konstanta a Sle)
jsou operdtory spinu elektronu a protonu.

Navod: Spektrum hamiltonidnu lze snadno urcit pfimym vypoc¢tem. Oznac¢ime-li A = %fl,
pak matice hamiltonianu je

E,+A 0 0 0
0 0 0 E,+A
Jeji vlastni ¢isla jsou rovna
Ei.=FE1+A, FE,=E —3A, (4.22)

piicemz hodnota £ ; je trojnasobné degenerovana. Tento vysledek mtzeme obdrzet s vy-
uzitim teorie skladdni momenti hybnosti, konkrétné vztahu (4.2). V nasem ptipadé je
J1=J2= %, takze plati

NV I | 11
Sl . g = = q = —|=, =1 =1,0,-1
‘ Y 7m> 4‘2?27 7m>7 m ) Y Y
2 & 011 3.1 1
(e) . = = — _IRp%- 2
S S |2,2,0,0> 1 2,2,0,0>.
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Vlastni ¢isla hamiltonianu jsou tedy skutecné , pricemz kety |%, %, 1,m), m=1,0,—1,
odpovidaji hodnoté E; ; a ket |%, %, 0,0) prislusi hodnoté E o. Vidime, ze pii zapocteni in-
terakce spini elektronu a protonu se zakladni energie rozdéli na dvé hladiny podle velikosti
celkového spinu atomu vodiki, resp. kvantového ¢isla j. Z méfeni spektra vodiku je mozné
urc¢it hodnotu konstanty A. Pfeskoku mezi dvéma hladinami hyperjemné struktury odpo-
vida mikrovinné zafeni o frekvenci v ~ 1420MHz (A ~ 21 cm), tj. AE = Ey; — E1p =

4A = hv =~ 5,9ueV.

Cviceni 13. Celkovy moment hybnosti elektronu je dan souctem jeho orbitdlniho momentu
hybnosti a spinu R R R

Najdéte bazické stavy odpovidajici celkovému momentu hybnosti |1, 2

- %7m> a urcete
nenulové CG. Cemu je rouno <§ I_:> Il %, £ %, m) ? Napiste explicitni tvar vSech stavi pro
l=1.

Navod: V tomto pripadé jde o skladdni momenti hybnostis j; =1 € Z, a jp = % Pripad
[ = 0 je trivialni, protoze H® ma dimenzi jedna. Vlastni vektory celkového momentu
hybnosti jsou v tomto pripadé

111
0

11 11 1 1 1
— - )= —— — =, —=) = - —=). 4.2
72’272> |070>®|272>7 |07272’ 2) |O70>®|27 > ( 3)
Pro [ > 1 mé& Hilbertav prostor

2
12 — 40 7.[(%)7

dimenzi 2(20 + 1) a muzeme ho rozdélit na direktni soucet dvou podprostoru lisicich se
velikosti celkového momentu hybnosti, resp. kvantového ¢isla j = [ + %

O = YU=+3) g G=1-3),

Ortonormalni baze v téchto podprostorech tvoii vlastni vektory celkového momentu hyb-
nosti |1, 5,1+ %, m), které rozepiSeme do bazi orbitalniho momentu hybnosti a spinu zpu-
sobem (4.3)). Zacnéme s piipadem j = [ + %, kdy diky vybérovym pravidlim 1} plati

1 1 1 1 1 1 1 1 1
L=+ = = (1= =i+ = l |5, -2
|727+27m> (727m+27 2‘+27m>|7m+2>®|2’ 2>+
1 11 1 1 11

L=,m— =, =1+~ Lm—2)®|=,=).

+(,2,m 2,2‘ +2,m)|,m 5 ®l5:3)

CG urc¢ime pomoci rekurentniho vztahu {) Dosazenim j = [ + %, j1 =1, jo =
mi =m+ 3 amy=—3 do (4.11) s hornim znaménkem dostaneme

MEUNE N P l—m+3 ;1 L 1,1 )
- m-+ -, —= -, m = —_— - m-—-—,—= -, m — .
T2’ 27 2| 2 l—m+3 2 2" 2| 2
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Analogicky muzeme vyjadrit CG na pravé strané

M S P l-m+31 [l-m+2 ;1 3 1,1 )
-, m+ -, —= - m]| = -, m—- -, —= -, m—
'2 27 2| 2 I—m+3\l-m+3 \"2 2 2| 2 ’

Vv

1 11 1 l—m+ 3 1 1 1 1
Loomt ===+ sm) =/ 2 (15, ~l—= |l 4+ 5, —1— = ).
(’Tm+2’2‘+fm) 20+ 1 (’f ’2‘+27 J

Kvili (4.10)) je CG na pravé strané je roven 1, takze plati

1 11 1 l—-m+1
Lamt e —s|l42m) =) = 4.24
(’Tm+2’2‘+fm> 20+ 1 (4:24)

Koeficient (l lm— %, %| [+ %,m) ziskame analogicky pouzitim vztahu 1) s dolnim

)9
znaménkem, kam dosadime j = [ + %, 1=1,Jo=2 m =m-— % a my = 5. Dostaneme

29
rekurentni relaci

;1 Ly,  flmt g LU U s PO S
T ) T\ D Ty )

a postupnym zvySovanim m na pravé strané az k maximalni mozné hodnoté l+% dostaneme
s vyuzitim (4.10]) vysledek

1 11, 1 l+m+1
Sm— ol s m ) =y a2 4.2
(l,z,m Q,Z‘Z—l—z,m) ST (4.25)

V pripadé j =1 — % diky vybérovym pravidlim (4.5) plati

1 1 1 1 1 1 1 1 1
’lvﬁal_§7m> - (l7§>m+§a_§‘l_§7m) |l7m+§>®|§a_§>+
1 11 1 1 11
Lem—=~|l—=m|lLm==)®|=,=).
#(Lgom=gafi-gom) lLm - D155

CG na pravé strané spoc¢itame podobnym postupem jako v pfipadé j = [ + % Volbou
j=l—%j1=10ja=2% m =m+3;amy=—3 ve vatahu (4.11) s hornim znaménkem
dostaneme

1 1 1 1 l+m+3% 1 1 1 1
L=m+—=,—=|l—=,m| = L?(l,—,m——,——]l——,m—l)
2 2’ 2 2 I+m—1""2 2" 2 2
/ 1 1 1 1 1
— - Sy VI [ Ay )
l+m+2(LT H—,QP 2,l+2)

(4.26)
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Analogicky, volbou j =1 — 3, j1 =1, jo = 3, mi = m — § a my = 5 ve vztahu (4.11) s
dolnim znaménkem dostaneme

1 11 1 l—m+1 111 1
= _Z — e (g2 - Zl—= 1
(l’z’m 22‘1 2 ) [—m—1 (’2 2 'l 2’m+)
1/, 1 1
= \Jl-m+= (1= 1—5——1— . (42
m+ (2 ’ 2) (4.27)

CG na pravych stranach (4.26)) a (4.27) nejsou rovny jedné. Jejich velikost uréime pomoci

vztahu (4.9) a jiz znamych hodnot (4.24) a (4.25))
J 1 1 2
1 = L=, —l+1—=
>3 (gt 1-g|im)

[\

J,m

J m=—-)
1 1 1 1\2 1 1 1\?
— - 1—=| == —1+= - 1.= -+
<l,2, [+ 1, 2‘l > l+2) +<l,2 l+ ,2‘l+2, l+2)
1 1 1 1\?2 21
— (1.2 —l+1,—Z|1—= —1+= =
(’2’ +4h 2‘ 2’ +2) DTS

respektive

Pro velikost hledanych CG tedy dostaneme

1 1 1 1\? 1 1 1 1\? 1
(l,— —l+1,——‘l——,—l+—> — 1,5,1—1,—’1——1——> -

1 1 2 21
— (1.2 1-1.2|1-21-= =
(’2’ ’2‘ 2’ 2> +2l+1

2’ 2 2 2 2 2’ 2 20+1
Féaze je ur¢ena konvenci (4.12)) a symetriemi (4.6|), (4.7)
1 1 1 1 1 1 1 1
L= l—1,=|l—-=l—=) = —|=,l,z,l—-1]l—=,1—=) <0,
2 2 2 2 22 2 2
1 1 1 1 1 1 1 1
L=, —l+1,—=|l—=,—-l+=] = —(l,=,l—-1,=|l—=,l—=) >0.
(’27 +h 2‘ 2’ +2) (727 72' 2’ 2)
Dosazenim do (4.26]) a (4.27) dostaneme
1 o1, 1 l+m+1
l, - S | Y S 4.28
(’2’m+2’ 2‘ 2’m) 2A+1 (4.28)
1 11, 1 l—m+1
el B SR 4.2
(l’Q’m 2’2‘l 2’m) 20+ 1 (4.29)



Vlastni vektory celkového momentu hybnosti pak diky vysledktm (4.24)), (4.25)), (4.28) a
(4.29) muzeme zapsat ve tvaru

1 1 l:Fm+— 1 1 1 lim—i—— 1 11
Sk m) = ———2[l,m Sy 2|l,m Z,2). (4.

Kromé toho, Ze se jedna o vlastnf vektory L2, 52, J2 a J3, jsou to i vlastni vektory operatoru
S L. Ze vztahu l} plyne

. 1,1 1

L 1 1 1 1
S-L)|, = = ——(I+1Dr*l,=,1—=
( )"2’ 3™ U DL 5, =5, m)

Operator S.L hraje roli u tzv. spin-orbitdlni vazby, ktera ovliviiuje jemnou strukturu
energetickych hladin vodiku (viz. kapitola (§))).
Pro [ =1 muze byt j = % nebo j = % Explicitni tvar stavi s j = % je nasledujici

133 11

L5535 = |171>®|§7§>,

Laih = Zuvell-heoell,

1555 = \fuo -3+ L1855,

1355 = |1,—1>®|§,—§>‘ (4.31)

Stavy s j = % maji tvar

111 2 1 1 1 11
1,2,5,2) = 4/2LD e, -2 — —[1,00®|=, =
Lii = el b Hhoels)
11 1 1 1 1 2 11
1, =, =,—=) = —|1,0 -, —=)—1/=/1,—1 =, =) 4.32
13375 = Fh0eG ) \@, )®15.5) (132

Cviceni 14. UvaZujte tri rozlisitelné castice se spmem =. Oznacme soucet prvnich dvou
spini jako

S — g 4 5o
a celkovy spin jako o . . . .
G =504 @4 6 — 512 4 5B

N N ~
Najdéte stavy, které jsou spolecné vlastni vektory S0 ", S? a Ss. Uvazujte hamiltonidn
castic ve tvaru

= <§<1> + §<2>) .5, (4.33)

Jaké jsou hodnoty energie a jejich degenerace?
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Navod: Pro zjednoduseni zapisu ozna¢me spole¢né vlastni vektory S (12)2, 52 a Sy jako
|j12, j,m), stavy jednotlivych spini oznatime jako |1,+1) = |+). Nejprve slozime prvni
dva spiny, vysledek odpovida cvi¢eni[II]} Tyto stavy pak sloZime se zbyvajicim spinem - to
odpovida cvigeni [13| pro ji = = 0,1 - tj. stavam (4.23)), (4.31)) a (4.32).

V pripadé j = % musi byt jio = 1. PouZzijeme tedy vektory (]Zl.ﬂl), ve kterych tripletni
stavy |1, m) rozepiSeme podle vysledki cviceni . Dostaneme celkem 4 stavy

3 3
7555)
31
7575) -

11

|1

3 3
1.2 -2y =
|’2’ 2>

11
’§>§>
1 |1 1
V3'2'2

53)
11
1@l
21 11
! 3%('57?@9'
1
Z U+l =+,
(|171> ® |1’_1> + |17_1> ® |1’1>) ® |17_1> +

2 1
3v2 \ 272/ Tl 2/ Ty
1 1, 11

11 1
+%|§7 —§> |§7 —§> ®15:35)
1
V3

’1
9’

1
>®|_7_§>+

1 1 1 11 11
a_§>+|§7_§>®|§7§>) ® §7§>

(== + 1= +=) +] = —+)),

1 1 1 1 1

o) @l gyl @l gl =m0

(4.34)

Celkovy spin j = £ muiZeme ziskat sloZenim ji» = 0 a spinu-3, tj. vyuZijime vztahy (4.23)
kam za |0, 0) dosadime singlet (4.21]). Dostaneme dva stavy

11

0.- =
’7272>
1 1
0.- —=
|727 2)

1 11 1 1 1 1 11 11
- E<|§’§>®|§’_§>_|§’_§>®’§’§>)®|§’§>

1
= S+ -l-+5).

1 11 1 1 1 1 11 1 1
- E<|§’§>®|§’_§>_|§’_§>®|§’§>)®|§’_§>
= S5+ ===+,

(4.35)

Druhou moznosti jak ziskat j = % je slozenim 715 =1 a spinu—%. Vyuzijeme vysledek |D
kam opét za tripletni stavy |1, m) dosadime podle vysledki cviceni . Postupné nalezneme
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zbyvajici 2 bazické stavy

|111>_\f|1 1>®| 1>®|1 1>
9790 3'272 2 27 92

1 1 11 1 1 1 1 11 11
L (|—,—>®|—,——>+|—,—5>® 39)) ®l53)

V32 2
= \[!++ ——(!+ —+) + = ++)),
L33 = =75 (I3 1>®r2 3+l -5 815.3 ) @153 -
- %<r+——>+\—+—>>— Sl= =)

Snadno ovéiime, ze kety |jie,j,m) jsou vlastni vektory hamiltonianu (4.33]), protoze ho
miizeme piepsat zplisobem

o g 5 o £ ~ A 2 A(3) 2
- tguy go _ & (52 _ 422 _ &0 )
h2 2h?

Odsud vidime, ze plati rovnost

H|jrz,§,m) = % (j(j +1) = j2(jz + 1) = §) 12, 3, m) = Ejyy jlii2, 5, m).
Hamiltonidan ma tedy 3 mozné hodnoty energie
Bs=°, Ey1=0, E
S 3
Prvni ma degeneraci 4, ostatni 2.
Cviceni 15. Urcete Wignerovu d-matici pro j = %
Navod: Vyuzijeme CG rozkladu proji=1,jo=%2aj=3

3 1 3
Z Z ( ml,mzl ) <1, 3 miy,my| §,m’) dgzjml(ﬂ)dfjim(ﬁ).

mi m1 ma, m

a znalosti d-matic pro j = % aj=1

. B _giné : :
d2)(B) = (C.OSE Czlsn§2> , dY(B) = \%smﬁ cos 3 _\/AE sinf |,
2 2 :



spocitanych v ptikladu (10) (u d jsme rohové koeficienty vyjadiili pomoci vztahii pro
sinus a cosinus polovi¢niho thlu). CG koeficienty jsme uréili v piikladé [13[- vztahy (4.24] -,
(4.25), (4.28) a (4.29) pro [ =1, resp. koeﬁmenty ket ve vzorcich ( - - Pfimym

3
vypoctem staci urcit 6 matlcovych elementit d. 3 ?3, d(;)l, d(§ 2) d(;) a5 d? 1 ", . Ostatni
27 2

19
22 272 2 27 27

odvodime pomoci vztaht . Postupné nalezneme

1 113 3 1 113 3 (L
= 17 a) ]-7 alara X 17 ) ]-a alara d§11 X d12)1
2 2122 2 212 2 2132

2 B

1x1x — X —
cos 5 cos2

w\»—t \-/

1
2’

to

—~

3
2

d

N
Nl —
|

1
27772 373
2 1
= 1Xx4/=x|——=sinp xcosé+1><—><coszé>< —smé
3 2 2 3 2 2
. g
— —+v/3sinZ cos? 2
sin 5 cos” o,
) 1 33
— (1.2.1.212. 2
51 (’2’ ’2‘2’

= \/_sm COS é

2’
1 1{3 3 1 113 3 1
L, Lgls g ) x (s —L—355—5 Xd§1)71 Xd(12)1
2 2122 2 2127 9 , 11

= 1><1><sin2é>< —siné
2 2

Y
= sin” 2,

U
W T
| ~—
I

S lw

N
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) = ()« (h g 2Ly o
N XL B [ IR
+ (1%0%’%%) x (1%0%‘%%) X df) x i) +
+ (1% 1,—%‘ ;%) X (1,%,0,%’ ;%) x d) x d(f;%
= %x%xcoszgxcosg—l— gx%x%smﬂx(—smg)—l—
+ gx\/gxcosﬁxcosg—k%x gx(—%sin6>xsin§+
= %(3COS/B—1)COS§,

) = () e () e e
(Y« (ot ) e -
(b0 ) (Bt et
(ool 2 ) hat ) st

= %x%xshﬁéxsmg \}_x ?, <—%Sinﬁ>XCOS—+

+
2 1 1 2 2
+ §X—3x<—ﬁsinﬁ)><cos§—l—\/;x §><Cosﬁx(—sin§)+

/

Zbyvajici maticové elementy ur¢ime pomoci 1} Diky relaci dg}m = (=)™ —mql)
nalezneme

3 3 3 3 3 3
d% = dfy, dy L =dyy dY = —dg
27 2 272 27 2 272 27 2 272
3 3 3 3 3 3
d(_zé) L= d(f)_p d(_zg) 3 = _d(f)_ga d(_zl) 1= _d(f)_;-
22 27 2 272 27 2 272 27 2
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Celkem muzeme d-matici pro j = % zapsat ve tvaru
cos? g \/§ sin g cos? g \/§ sin? g Cos g —sin® B
d(%)(ﬁ) _ V3sin £ cos? £ %(30085—1)008% ~1(3cosB+1)sin \/_smwgcosg
V3sin® £ cos 2 %(3cosﬁ+ 1)sin 2 %(3cosﬁ—1)cos§ —/3sin 2 cos? &
sing’%j V3sin? 2 cosg V3 sm cos? cos“ ﬂ

Cviceni 16. Ukazte, Ze pro integrdl soucinu tri kulovyjch funkci plati vztah

2 T

| B (20 +1)(2l + 1)
d 0d0 Y 11 (0,0) Y, iy (0,0)Yipms (0, ) =

/ © / sin l,m( ) 90) l1,m1( ) 90) lz,mz( J 90) \/ 47T(2l + 1)

0 0

X (I1, by, m1, ma|l, m). (4.37)

(lh l27 07 0|l7 O)

Navod: Vyuzijeme vtahu mezi kulovymi funkcemi a D-funkcemi (3.6))

4

Y
2l+1 l,m(eugp):

DXL),O(()Q 97 'Y) =

a vztahu (4.20) pro j; = l1, jo = la, j = l3, m = mg3, m' = m} a my = my = 0 (suma pfes
ms zmizi diky vybérovému pravidlu my + ms = mg)

DY o(,6,7) Dl (10,0 ZZ 1, 15, 0,0ll3, 0) (1, Lo, m}, mb I, m) DY (p,0,7).
my

Nahrazenim D-funkci kulovymi funkcemi, pfeznac¢enim m; — m; a odstranénim komplex-
niho zdruzeni dostaneme

Z 2l1+1 )(20s 4+ 1)

2l3+1) (l17l27070|l3,0) (l17l2,m1’m2|l3jm3)

}/11,m1 (Qa 90) 12,m2

l3,m3

XY237m3 (07 @)

Vynasobenim obou stran Y,,(0, ) a integraci pies prostorové thly dostaneme s vyuzitim
ortogonality kulovych funkei hledany vztah.
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Kapitola 5

Izospin

Prehled teorie

Koncept izospinu (izobarického spinu) byl zaveden ve 30-tych letech 20. stoleti pro popis

interakce protonu a neutronu (tj. silné jaderné interakce). Proton a neutron maji témér

stejnou hmotnost. Protoze silna interakce nezéavisi na naboji ¢astice, mizeme je z tohoto

pohledu povazovat za riizné stavy jedné castice - nukleonu, které se od sebe lisi hodnotou
1

treti slozky izospinu p. Proton odpovida u = %, neutron p = —3.

Matematicka formulace izospinu je stejné jako pro moment hybnosti, resp. spin. Izospi-

novy vektorovy operator T je trojice operatoru T;, které splnuji komutac¢ni relace
(10,15 = iz T

Narozdil od spinu nebo momentu hybnosti izospin predstavuje vnitini stupen volnosti,
ktery nijak nesouvisi s rotacemi v R3. Castice s blizkymi hmotnostmi tvori multiplety
odpovidajici ur¢ité velikosti izospinu (tj. jisté reprezentaci algebry su(2)). Nukleony (proton
a neutron) maji velikost izospinu ¢ = % - tvori tzv. dublet (resp. fundamentélni reprezentaci
su(2)), podobné tvoii dublety kaony (K=, K') a (K+, K°). m-mesony (7*, 7° a 7~) maji
velikost izospinu ¢ = 1 - tvofi tzv. triplet (resp. adjungovanou reprezentaci su(2)), stejnym
zplsobem tvoii triplet sigma baryony (X*, X% a 7). Lambda baryon A° piedstavuje
singlet, tj. mé velikost izospinu ¢t = 0. Pro danou reprezentaci su(2) (tj. v. daném dubletu,
tripletu atd.) se ¢astice lisi hodnotou t¥eti slozky izospinu.
Oznacme spoleéné vlastni vektory 72 a Tj jako |t, i), tj. plati

T2t ) = t(t+ Dt ), Talt, ) = plt, ).
Nukleony odpovidaji t = %
1
‘p> - §7§>a |77,> — |§7_§>
Podobné m-mesony maji t = 1

|7T+> = ’171>7 |7TO> = |1>O>7 ’7T7> = ‘17 _1>'
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Déle zavedeme operatory elektrického naboje (v jednotkach elementérniho néboje e). Pro
baryony se definuje pfedpisem

1 .
=—-+1T
Q 9 + 13,
takZe napi. plati (p|Q|p) = 1, (n|Q|n) = 0. Pro mesony se operator naboje zavede ve tvaru
Q - T?)a

takZe napf. dostaneme (7%|Q|xt) = 1, (7°|Q[7°) = 0 a (7~ |Q|7~) = —1.

Dva (a vice) izospini muzeme skladat podobnym zptisobem jako nezavislé momenty
hybnosti. Uvazujme napiiklad atom s hmotovym ¢islem A (pocet nukleoni) a atomovym
¢islem Z (pocet protont). Ozna¢me operétory izospinu, resp. naboje, n-tého nukleonu jako

Ti(n), resp. Q(”). Operator celkového izospinu, resp. celkového naboje, je potom

Pro A = 2, resp. dva izospiny, miizeme analogicky jako sklddani momentt hybnosti zavést
~ 2 A, 2 A ~
spoleéné vlastni vektory 7'M~ T2 " T2 a Ty, oznaéime je ve zkratce jako |T, M). Pevod

mezi bazemi {|t1, p1) ® |t2, po)} a {|T, M)} je opét popsan pomoci CG koeficientti

t1 to

|T> M> = Z Z (t17t2>ﬂlaﬂ2’T7 M)ltb/“) ® ’t2>:u2>'

pr=—t1 p2=—12

Pro vétsi pocet izospint je postup komplikovanéjsi, musi se skladat postupné po dvojicich.
Celkovy izospin a naboj (resp. hodnota Tg) se pri silnych interakcich zachovavaji. Z
tohoto diivodu jsou nékteré procesy silné potlacené (jejich ucinné prufezy jsou extrémné
malé), napf. proces
d+d— a+7°

protoze jak uvidime v prikladu , deuteron a a-¢astice maji izospin 0, zatimco 7° meson

mé T = 1. Operator prechodu (S-matice) je izoskalar, tj. komutuje se slozkami celkového
izospinu

7:,5] = 0.
Jeho maticové elementy jsou diagonalni a nezaviseji na M

(T', M'|S|T, M) = 67.7:0p.000S(T). (5.1)

To 1ze vyuzit pro odhad podilad téinnych prifezi silnych reakei.
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Priklady

Cviceni 17. Urcete bazické stavy soustavy dvou a t7i nukleoni s danym celkovym izospinem
a treti slozkou celkového izospinu. Jaky je ndboj stavi?

Navod:

A=2: Pro dva nukleony je postup stejny jako pro skladani dvou spint %, viz. cviceni
Mozné hodnoty celkového izospinu jsou T = 0 (izosinglet) a 7' = 1 (izotriplet).

[zosinglet je

0.0 = 7 (13508 15 —5) I3 —3) 81530 ) = = (o)~ ), 62

mé naboj 1. Tento ket odpovida deuteronu (jadro deuteria, vazebna energie Fp ~ 2
MeV) v zakladnim stavu.

[zotripletni stavy jsou

11 11

1,1) = |z, = T

11 = 15Dl 5 = .
1 11 1 1 1 1 11 1

10 = 5 (153 ® 13750+ 33 © 5:5)) = 75 (o) + ),
1 1 1 1

Prvni je vazany stav dvou protont, ma naboj 2, tfeti je vazany stav dvou neutroni s
nulovym nabojem. Druhy popisuje excitovany stav deuteronu. Tripletni stavy nejsou
stabilni.

A=3: Postup je stejny jako v prikladé [I4] Slozime nejprve izospiny prvnich dvou nukleont
(tj. A = 2), tim dostaneme stavy s t;» = 1 (izotriplet (5.3)) nebo t1o = 0 (izosinglet
). Nésledné pridame treti izospin a dostaneme stavy s T = 5 nebo T = %
Spoleéné vlastni vektory oznaéime jako |tio, T, M). Kety |1, 2

, 5, M) maji tvar

N

|1agvg> = |ppp>,

L2 5 = 2 (ny + pnp) + Inpp))
37 = 7 ,

L3 2L o L gy + papn) + janp))
3D - = ,
3 3

|1,§,—§> = |nnn).

Néboje stavi klesaji po jedné od 3 pro |ppp) az po nulu pro |nnn). Tyto stavy jsou
opét nestabilni.
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Stavy s T' = % odpovidaji bud slozeni t;3 = 0 a izospinu—%, nebo slozenim t;0 = 1 a
izospinu-3. Prvnf pripad odpovida (4.35)), vysledné stavy nukleonti maji tvar

0550 = 5 (np) — lnow)),
0.5 =5) = 5 (lonn) = npn)).

Prvni stav ma naboj 2, odpovida jadru *He. Druhy stav ma naboj 1 a odpovida jadru
tézkého vodiku (tricia) *H. Obé jadra maji vazebnou energii Ep ~ 8 MeV. Varianta
t1o = 1 odpovida (4.36]), zbyvajici dva nukleonové stavy jsou rovny

11 9 1
1.-.2) = 4/= _
\ ,272> \@Ippn} \/g(lpnp>+lnpp>),
1 1 9

Lgp) = e )+ b)) 2o

Tyto stavy jsou také nestabilni.

Analogicky lze postupovat pro vétsi hodnoty A. Napiiklad pro A = 4 miZeme nejprve
slozit 1. a 2. izospin (t;5 = 0,1), 3. a 4. izospin (t34 = 0,1), a pak sloZit vysledné izospiny
t1o a t34. Velikost celkového izospinu mize mit hodnoty 7' = 0,1, 2. Pro T' = 0 dostaneme
izosinglet

10,0,0,0) = {0,0) ®10,0) =  (|[pnpn) — [pnnp) — [nppn) + [npnp))

N —

ktery ma naboj 2 a odpovida jadru “He, tj. a-¢astici v zakladnim stavu.
Cviceni 18. Urcete podil ucinnijch prirezi sraZek

p+d— 3He + 77,

p+d—3H+7t.

Navod: Oznac¢me u¢inné prifezy procesu jako o1 a g9, chceme urc¢it podil
01
R=—.
02

Pro cinny prifez plati bindrni srazky plati

. 2
o ~ |(ts, ps|(ta, pal Slt1, pa)|te, )|
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kde |19, 112) jsou izospinové stavy pred srazkou, a |ts4, s4) jsou izospinové stavy po
srazce. Kety zapiSeme pomoci stavi celkového izospinu a vyuzijeme toho, ze S-matice je
izoskalar (b.1)), takze nalezneme

(ta, pal (L, pual Sltr, )by pra) = > D (b, b, i, pial T, M) (ts, ta, i, pa] T/, M)

.M T’ , M’
x(T', M'|S|T, M)
= Z (t17t27 M17M2| T7 M) <t3at47 ,U3,,U4| T7 M) S(T)

M

V naSem piipadé mame pred srazkou proton s izospinem % a deuteron s izospinem 0, takze
celkovy izospin je T = i a jeho projekce M = 1. Po srazce mame bud *He nebo *H
s izospinen % a jeden z m-mesonu, které maji izospin 1. Oba procesy jsou tedy mozné,

ze zachovani celkového izospinu plyne ze T' = M = % Navic, kinematické faktory pro
oba procesy jsou priblizné stejné, protoze ¢astice maji témér stejné hmotnosti. Pro podil
uc¢innych prufrezi tak dostaneme

R = o |(%’O’%’O|%’%) (%’17%70‘%7%”
2
%2 |(5:0,5.0]53) (51 =51/ 33)|
2
RN - .
- 2 — 5 = =
G -pael | g 2
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Kapitola 6

Ireducibilni tenzorové operatory,
Wigner-Eckartiv teorém

Prehled teorie

Ireducibilni tenzorové operatory
Ireducibilni tenzorovy operéator :ﬁ’(k) (ITO, ¢asto pouzivany nazev je také sféricky tenzor)
fadu k je sada 2k +1 operatora T'(k, q), g = k,k—1, ..., —k, které splhuji komutaé¢ni relace
o T(kea)| = haT(kq).
e Tk )| = aff, T(ha 1), (6.1)
Misto komutac¢nich relaci s posunovacimi operdtory mizeme I'TO definovat podle komutace
se slozkami momentu hybnosti

k

i Tkg)] = 30 (1) T(kd).

q'==k

kde J §’“) jsou matice momentu hybnosti velikosti k, viz. 1} Duvod pro nazev ireducibilni
tenzor je, ze pii rotacich se ITO transformuji podle Wignerovych D-matic, které tvoii
ireducibilni reprezentace Lieovy grupy SO(3). Plati tedy vztah

k

T'(k,q) = RT(k,q)R" = > DY\ T(k,q).

qg=-

ITO se tedy pii rotacich transformuji stejné jako kety |7, m), viz. (3.8]).
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Vztahy mezi sférickymi a kartézskymi tenzory

Skalarni operatory jsou soucasné ITO 0. radu. Ze slozek kartézského vektoru V= (\71, Vs, \7;),)
Ize vytvoiit ITO 1. fadu V(U se slozkami

~ 1

Vm,nzz—vi(%;+ﬂz), V(1,0) = 14, Vmﬁ—U::QL(Vi—ﬂz>, (6.2)

V2
viz. priklad [I9

Libovolny kartézsky tenzor 2. fadu muzeme rozepsat jako soucet tii ¢lent

Ti; = Dy+Ay+5Sy, (6.3)

A 1 ~ 1 /.4 o o
D;; = gTT T by = 3 (Tn + 1o + T33> di
A 1 /.. A
Azg - 5 <T;,] - iZ—ij) ;
A 1 /.. o
Sy = 3 (Tij + Tﬂ> D;;,

kde ﬁij je nasobek jednotkového tenzoru, Aij je antisymetricky tenzor a Qij je symetricky
tenzor s nulovou stopou. Z téchto tenzoru lze sestavit ITO 0., resp. 1., resp. 2. radu.
Pripomenme, ze kartézsky tenzor spliiuje komutacni relace s momentem hybnosti (3.11)).

A

D;; je nasobek jednotkového tenzoru a je to tedy skalar, tj. ITO 0. radu

A

~ 1 ~
T@:Tmm:§ﬂT. (6.4)

~

A;; je antisymetricky tenzor, ma jen tii nezavislé slozky

. 1 /. . .
Ay = 5 <T23 - T32> =W,
o 1 /- ~ ~
Asp = 3 <T31 — T13> = V4,
o 1 /.4 ~ N
Ay = 5 (le - T21> = V.

Pomoci komutacnich relaci 1} 1ze odvodit, ze V; jsou slozky vektorového operatoru, tj.
plati

[jk;, VJ = iheraVi.

Z nich uz umime sestavit ITO 1. fadu T® podle pievodnich vztahi (6.2

(11 = —m (T23 — T39 + 15 — ZT13) ;
) 1/ .
7(1,0) = 5 (To—Tu),
. 1 /. . .
T(1,-1) = ——@ﬂ—T-wT-mT>. 6.5
( ) WA 31 13 (6.5)
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Podobnsé lze sestavit ITO 2. fadu T® z psti nezavislych slozek symetrického tenzoru S’ij
nasledujicim zptsobem

. 1 (4 & - 1o
712,2) = % (Sn — Sg + 2Z512> = % <T11 — Ty +iT19 + ZT21> ;
. 2 (a0 .4 1o e

T(Q, 1) = —\/; (Sgl -+ ZS32> = —% <T31 + T13 + ZT32 + ZT23> s

A

A ~ 1 o
T(Q, O) = 533 = T33 — gTI' T,

~ 2 /4 A 1 /. . - -
T2,-1) = \/; <S31 — 2532) = % ( 31 + T3 — T3 — ZT23> )

T(2, —2) = —= (Sll — 522 — 22512) = (Tll — T22 — ZT12 — ZT21> . (66)

1
V6 V6
Wigner-Eckartiv teorém
Transformacni vlastnosti ITO pfi rotacich zjednodusuji vypocet maticovych elementi

<a7j17 m1|T(ka Q)|b7j27 m2>a

kde a, b predstavuji sady kvantovych ¢isel (muze jich byt i vice, tj. a = (aq,...,a,),
b= (by,...,b,)) pozorovatelnych kompatibilnich s momentem hybnosti. Wigner-Eckartiv
teorém lze formulovat vztahy

O S B Gl G (VA L RS )

—mi q Mg
—1)i1tk=i2 A

:—k7.77 .7 <7.
25, 1 (K, g2, ¢, mal g1, ma) (@, j1

kde (a,jy
vou stranou pro jednu hodnotu ¢, my, ms, kdy je CG koeficient nenulovy. Diky Wigner-
Eckartovu teorému staci spocitat jeden maticovy element ITO, ostatnich (2j; + 1)(2k +
1)(2j2+ 1) uz lze dopocitat s vyuzitim CG koeficienti, resp. Wignerovych 3j-symboli. Vy-
bérova pravidla pro CG koeficienty plati stejnym zptisobem i pro maticové elementy
ITO, tj. (a,jl,m1|T(k, q)|b, ja, m2) = 0 pokud neplati

'ﬂ“’”” b, j2> predstavuje tzv. redukovany maticovy element. Ten je urceny le-

my=my+q, |k—7jof <ji <k

Specialné tedy plati R
(a,j1,m|T(k,q)|b,j2,m) =0 proq #0.

Odsud snadno vidime, Ze stfedni hodnoty 1. a 2. slozky vektorového operatoru jsou ve
stavech |a, j, m) nulové

(a,§,m|Vila, j,m) = (a, j,m|Vala, j,m) = 0, (6.8)
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protoze inverzi vztahi (6.2)) dostaneme

V= % (70, -1 =T, D), V5=

a (a,j,m|T(1,%1)|a, j,m) = 0.

(T(L —1)+ 71, 1)) ,

Sl

Maticové elementy skalart a vektoru

Pro skalarni operator S se Wigner-Eckartiiv teorém zjednodusi na

. N —1)/r—72 . . A .
<a,]1,m1’S|b,]2,m2> = %(Q]%Qﬂlﬂh,mﬁ (aajl H5H57J2>
1 N ~~ o

5j1j25m1m2

1 .
= W%Mmlm (a, J1

= f(jlv a, b)6j1j2 mims:

o)

Redukovany maticovy element skalarniho operatoru je tedy

(a,j1 SH b,jg) = (i1, a,b)\/271 + 16,

Pokud jsou navic vektory {|a, j1,m1)} a {|b, ja, m2)} stejné ortonormélni baze, pak plati

f(jl; a, b) = g<j17 a)éa,b'

Pro vektorové operatory plati projekéni teorém (pro j # 0)

~
—

(a, j,m/| (f- V) b, 5, m).
(6.9)

<v

J-

J2

5 1
J b7 .7 = 75 .. o~
.3,m) R?j(j +1)

(a,§,m'|V|b,j,m) = (a,,m]

Tenzorovy soucin ITO

7 dvojice ITO U*) a V) Ize tenzorovym soudinem zkonstruovat ITO Fadu k

Wk — [@(m) 2 V“ﬂ

(k)

kde |k1 — ko| < k < k1 + k. Tenzorovy soucin je definovan po slozkach vztahem

[ﬁ(kl) ® V) (k,q) = W(kv q) = Z (K1, k2, q1, gl Ky q) U(k?h Ch)v(km q2)- (6.10)

q1,92
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Specialné pro k; = ky a kK = 0 dostaneme

W(an) = Z\(klakb(JM Q1’00) (/ﬁ,%)v(kb—(ﬁ)

q1

(71)k1+Q1

2k +1

/ﬁ, Q1)V(k17 —Ch)-

mz

Na zéakladé tohoto vztahu se definuje skalarni soucin I'TO stejného fadu
UED Y *) = (—1)M/2ky + 1W(0,0) = (=1)2U (kr, 0V (k1, —a1).- (6.11)
q1
Pro maticové elementy skaldrniho sou¢inu dvou I'TO plati vztah

1 .
T onsbns (007

= 5]1]25m1m22< 1_')_]11 Z( 1)j (ahh
(e

Prvni rovnost plyne pifimo z Wigner-Eckartova teorému, protoze Uk . y® je ITO 0. radu
a pro prislusny CG koeficient plati

(a, j1, m1|®(k) : V(k)|b;j27 ma)

@(k).@(k)’ )
c,j) X

. ) (6.12)

@(k)‘

j VU“)‘

(0 ]27 0 m?l]laml) 5j1]25m1m2-

Pro ditkaz druhé rovnosti vyuZzijeme rozklad jednotky

I=>"le,j,m)(c,j,ml,

c,j,m
ktery vlozime mezi operatory U (k,q) a V(k, —q) ve skalarnim souc¢inu ITO, tj.

<a7j17m1|®(k) ’ V(k)|b7j27m2 CL j17m1| Z qU k q (kv _q)|b7j2am2>
- Z (_1) <a7]17m1|U<k7Q)|C7.]7m><Cajam|v<k7_Q)|b7j2am2>
q7c7j7m
c,j) X

= > (== (_{jﬁ ’; 7‘771) (a,j1
). (613)

q7C7j7m
_1\j—m J k J2 < . H 3 (k)’
x (—1) (—m —q mz) c,jl|V

20
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Wignerovy 3j symboly upravime s vyuZzitim symetrii (4.14) a (4.15)) do tvaru
jl k j — (_1)j1+k+j .7 k jl
—my q m m q —mq)’

j k j2 _ (_1)j+k+j2 .7 k j2
—m —q Mo m q —msy)’

Suma pies ¢, m je potom rovna (pro fazové faktory plati (—1)%" = 1)

Z(_1)Q+j1+j*m1*m(_1)j1+k+j (j k J1 )(_1)j+k+j2 (j k J2 )_
1

— m q —m m q —ms
1 Q+j2+j*m1fm(_1)jik+ml » . —1)i—ktm2 " .
= - Y v i , K, T, Yy ) — 77— , K, T, , M
%n:( ) 25, + 1 (j ql 1, M) 2, F 1 (J q| j2, m2)
(—1)2H . . . .
= 7k7 m7q 7m 7k7 m7q 7m
\/(le D2t 1) qzm (j | j1,m1) (j | J2,m2)
53‘1]'2};1"12
(_1>j1+j
= s S, 6.14
2.]1_’_1 J1j2 1 ( )

kde ve druhém tadku vyuzijeme toho, ze CG koeficienty jsou nenulové jen pro m + ¢ =
my = Mg, a posledni rovnost plyne z relaci ortogonality pro CG koeficienty (4.8)). Dosazenim

(6.14) do (6.13]) dostaneme hledany vztah (6.12)).
k12

Specialnim pripadem vztahu (6.12) pro k =1 a U® = JO je

R . L. 1
<a7j/am/|J(1)'V(1)|b7jam> = h j(j+ )5’j’6mm' (a’j,

2j+1 7

o)

kde jsme vyuzili redukovany maticovy element momentu hybnosti (6.16|) spoc¢itany v pii-
kladu 211

Priklady

Cviceni 19. Ukazte, Ze vztahy definugi ITO 1. Tdadu.

Navod: Musime ovérit platnost vztaha (6.1). Vyuzijeme komutacénich relaci vektorového
operatoru s momentem hybnosti

V5] = ihesti
Pro V(1,0) = Vs ihned dostaneme
[J}, V(l,O)] - [jg, VS} —0,
[ji,f/(l,o)] - [jl,f/g} +i [J;,f/g,] —Fh (\71 iz‘%) = VZRV (1, £1) = o,V (1, £1).
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Podobné pro V(1,1) = % <V1 + 2V2> nalezneme

|:j3, \7(1, 1) = % <zh€312V2 + z(zheggl)V) = % (zV2 + V1> = hV(l, 1),
77 00)] = = ([t + [142 4] ) = == (<herma¥h = hema¥a) = .
v = _% ([1.6%] = i 71]) = V3RV: = a3, 77(2,0)

Stejnym zptsobem pro V (1, —1) = \% <Vl — ZVQ) najdeme

[j37 V(L —1): = % (m€312‘72 - Z'(2'715:321)‘71) = % <ZV2 - Vl) = —hV(l, —1)7
[0 -] = L2 (= [7i8] + [0, Vh]) = VENTs = o, 7(1,0),
v -] = % (= [7i%s] = [, Wa]) = 0.

Cviceni 20. Slozky operdtoru kvadrupolového momentu Qij = quXj ()A(Z jsou slozky
operdtoru polohy) tvori dohromady kartézsky tenzor 2. Fddu. Urcete jeho rozklad na I1TO
0., 1. a 2. Tddu.

Navod: Kvadrupoélovy moment nejprve rozdélime podle vztahu 1} Tenzor Qij je syme-
tricky, takze dostaneme

o 1 N q
Dz‘j = ng" Q 52']' = §X2 5ij
AZJ - Oa

A~ ~ A~ A A q A~

i = Qi — Dij =qXiX; — §X2 Oij-

ITO 0. radu je tedy
QO = 4x2
3

ITO 1. fadu je pro kvadrupélovy moment nulovy. Slozky operatoru QO® uréime z ,
muzeme je upravit do tvaru

Q(Q,Q) == <X1 +ZX2) y

Q(Q,l) = —Q\/7X3 Xl +ZX2

0(2,0) = <2X2 X2 X2>
Q(Z,-l) = \/>X3 X1 —ZXQ
Q(27 _2) - \/6 <X1 — ZX2> .
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Cviceni 21. Urcete redukovany maticovy element <a',j’ Hj](l)H a,j), kde a, a' jsou sady

kvantouvijch cisel prislusejici steynym pozorovatelnym kompatibilnim s momentem hybnosti.

Navod: Zvolime slozku J (1,0) = jg, z Wigner-Eckartova teorému pak plyne

(_1)j’—j+1

d, i m | Jsla, 5, m) = mh&; 1 OmmOaa =
< ] | 3| ] > J5J s ’ 2]I+1

(1,3, 0.m| j',m') (',

Pro m = m’ = j pak s vyuzitim CG koeficientu z piflohy [A] dostaneme rovnost

19 e.5)

a,j)

jI(”H aJ) =0/j(j +1)(2) + 1)0; 000

jhdj,j’éa,a’

1
B (Lj? 07]|]7]) (alvj/
V2 1%/_/
I 3
Vi(i+1)
Fm

— j (a/,j/
VIl +1)(2j+1)

takze plati

<a/ j/

~

F

a,j).

(6.15)

(6.16)

Cviceni 22. UvaZujme sloZeny moment hybnosti J = JU 4 J? 4 jeho vlastni stavy

71,72, 9, M) Vemuje rovna stiedni hodnota J\" v tomto stavu
i1, ja, j,m). C tredni hodnota JS" v tomto stavu?

Navod: Pro j # 0 vyuZijeme projekéni teorém ((6.9)

j(l)mz ',',',mj(l)',',',m: m
(J37);, (J1, g2, 3, m|J3 | g1, g2, 3, M) )

Skalarni soucin vyjadiime pomoci kvadrati momentt hybnosti

ToJ0 = g7 J 0 = (g J00 %)
2

kde jsme vyuzili vztah {) Pro stfedni hodnotu jél) tak dostaneme

(IS jm = % GG+ 1)+ j1(Gh+1) = Ga(ja + 1))

)<j17j27j7m|’] ’ ﬂ1)|j17j27j7m>'

Piipad j = 0 = m je moZny jen kdyZ j; = js. Jediné nenulové CG koeficienty jsou (4.16]),

takze plati
Ji i
o (=1)rm :
s J 1 07 0) = = ,m X , —Mq).
|J1, g1 ) Z 25, k1 [j1,m1) ® |1 1)

mi=-=J1

St¥edni hodnota jél) je v tomto stavu nulova

A1 h jl
<J§ )>070 = Z my = 0.

2‘71 +1 mi=—j1
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Cviceni 23. Operdtor celkového magnetického momentu elektronu v atomu je roven souctu
orbitdlniho a vlastniho magnetického momentu

Ho

i (gLE+gS§> ) gL = ]-7 gs =~ 27 (617)

A= fir + fs = —

kde o je Bohriv magneton. Urcete diagondlni maticové elementy (I, s, j, m|ﬁ|l, S,7,Mm).

Navod: Prvni dvé slozky maji stfedni hodnoty nulové diky . Pro tfeti slozku vyuzijeme
projekéni teorém (6.9))

Mo
7250 + 1)
mpko 7

- _m<l7s7jam|ng' E"’QS‘] : g’l78>j7m>'

Skalarni souciny vyjadiime stejnym zpusobem jako ve cviceni

<:u3>j,m = <l787j7m|ﬂ3|l787j7m> = - <l787jam|j' ﬁ|l78)j7m>

N 1/ 4 N A 5 5 1 /a4 A A
J-L:§<J2+L2—S2>, J-S:§<J2+S2—L2>.

Pro stfedni hodnoty /i3 pak nalezneme

G)in = =iyl dmlP o+ 05) + (B = 8) (on = gs)lls.3,m)
= gy 9900+ 1)+ g = 98) U+ 1) = s(s+ 1),

Vysledek miizeme prepsat ve tvaru
(fis)jm = —gmio, (6.18)

kde g; je tzv. Landého g-faktor
9L+ gs +l(l—|—1)—5(5+1)

Pro elektron je s = % a v priblizeni g;, = 1 a gg = 2 dostaneme
1 o 1
3 2-1(+1) lEoq, j=ix3 (>0 619
gG=5t 57T = : :
72 2j(j+1) 9 1—0

Stfedni hodnota s maximalni projekci m = j se nazyva magneticky moment ¢astice

p=(p3)j; = —3;jHo-

Cviceni 24. Definujme operdtory Y/(k‘, q) jako operdtory ndsobent kulovou funket Yy, (0, ).
Ukazte, ze Y (k,q) tvori slozky ireducibilniho tenzoru vddu k Y*). Naleznéte redukované

maticové elementy <l’ YWH l). Uréete maticové elementy (N',1',m/| X;|N, 1, m).
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Navod: Nejprve musime ovérit platnost komuta¢nich relaci (6.1)). Komutatory nechéame
pusobit na kulovou funkei Y;,,

Lo, Via| Yon = Lo(VagYim) = YL Yim = hqYigYim + YaghimYim = YgitmYim
= thquEma

L Vi Vi = La(Yig¥im) = YigLa Vi
= a]:gl:q}/;cqilyzm + qua;fnnmil - quafnyzmil
= Oéqu/kqilyim,

a protoZze kulové funkce tvori ON bézi tak vztahy (6.1) plati. Pro redukovany maticovy
element z Wigner-Eckartova teorému dostaneme

(_1)l’+k—l
V2 +1

Levou stranu muze vyjadfit pfimo pomoci (4.37))

A, m' |V (k, g)|l,m) = (1, q,m|l',m) (z'

%) H z) .

21 T
WV (k glm) = / dp / Sin0d0 Vi (0, 2) Yig(0, 2) Yo 6. )
0 0

2k+1)(2l+1
- \/( 47T(2l),(—|— 1) )(lﬁlyoa()”l,o)(k,l,q,m\l’,m’)

Redukovany maticovy element Y® je tedy roven

(r[[e®]1) = (—1)l’+k—l\/(2k D@D G 0,01, 0).

47
Pro vypocet maticovych elementi operatoru polohy nejdiive napiSeme slozky x; ve sféric-
kych soufadnicich, vyuzijeme pfevodnich vztahi (6.2)) a najdeme piislusny ITO 1. fadu
X® | ktery ma slozky

A 1 1 .
X(1,1) = ——F%= (21 +ixy) = ——=rsinbe’,

V2 V2
X(1,0) = x3=rcosé,

A 1 1 )
X(1,-1) = 7 (xq —ize) = —=rsinfe "%,

V2

Vysledek je mozné prepsat pomoci kulovych funkei s [ = 1 v kompaktnim tvaru

N (47
X<1aQ) - ?7’}/1(1(9,(,0),
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tj. plati X1 = @/%”ﬂ?(l). Pro maticové elementy X (1, ¢) nalezneme

N 4 ~
(N U, | X (1,q)|N,l,m) = (N',I',m| grY(l,q)\N,l,'rm

20+ 1
= 21,11(1,l,o,0|z',o>(1,z,q,m|z',m')<Nf,zf|r|N,l>,
(6.20)
kde jsme oznacili
(N V|| N 1) = / S Toron (1) R (1) dr- (6.21)
0

Zde Ry (r) predstavuje radialni ¢ast vinové funkce stavu |N, 1, m), tj.
wN,l,m(Tv 07 QD) = <T7 87 90|N7 l? m> = RNZ(T)YEm(a Qp)'
Diky vybérovym pravidlim pro CG koeficienty vidime, ze maticovy element ((6.20)) je ne-
nulovy jen pokud
Am = m'—m=q=1,0,-1,
Al = I'-1=1,0,-1.

Ze symetrie Wignerovych 3j symboli vic¢i zaméné znamének m; (4.15) navic plyne, ze
(1,1,0,0|1,0) = 0, protoze

(1,1,0,0[1,0) = (—1)1‘1\/2l+1((1) é é):(—1)l—1\/2z+1(—1)ﬂ+1 ((1) é é)
= —(1,1,0,0]7,0) = 0. (6.22)

Maticové elementy jsou tedy nenulové jen pro Am = +£1,0 a Al = £1.

Cviceni 25. Uvazujte dva vektorové operdtory /Y, B a k nim pridruZené ITO 1. Tddu AW,
BW. Ukaste, ze plati

AD.BO = 4.B, (6.23)
1

A @BV (1,9 = . (2? x é) (1,q). (6.24)

Navod: Ve vztahu (6.23) vyuzijeme definici skalarniho sou¢inu ITO (6.11]) a pFevodnich
vztaht (6.2). Postupné nalezneme

AW.BO = i(—mq,&u,q) (1,—q) = A(1,0)B(1,0) — A(1,1)B(1, 1) — A(1,-1)B(1,1)

g=-1

= A3By+

s

NN BN
- <A1 n iAQ) <31 _ iBQ> +5 (A1 _ z'A2> (B1 n z'BQ>
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Pro dikaz (6.24]) vyjadiime nejprve pravou stranu, kde opét vyuzijeme prevodni vztahy

(6-2)
(AxB) 1) = —TAB(WH%Q),
(AxB)(1,0) = AiBjeys
(A )1—1 - ﬁAB(em—iem).

Levou stranu vyjadiime z definice tenzorového soucinu (6.10)) a pouzijeme CG koeficienty
z tabulky v pfiloze [A] Pro slozku ¢ = 1 najdeme

[A@)@]B(l)] (1,1) = (1,1,1,0[1,1) A(1,1)B(1,0) + (1,1,0,1]1,1) A(1,0)B(1,1)

S

1
V2

1/ one 1 e
= -3 <A AQ) By+ 544 (31 v z'Bg>
1 N A A ~ A~
- 5( A133+¢A332—z',4233)
VPSR 7 -
_ —§AB(€U1—{—ZEWQ)—7<A B) (1,1).

Podobné pro ¢ = 0 dostaneme

[Am @1?3“)] (1,0) = (1,1,1,=1]1,0) A(1, 1) B(1, 1) + (1,1, —1,1] 1,0) A(1,=1) B(1, 1)
% *%
! <A+A>(B B>+ ! (21 A)(B+B)
= ——F ? —1 — —1 1
2./9 1 2 1 2 2./9 1 2 1 2
(AP PR T . o i /s 5
- ' (AB —AB)z—AiB~5Z~ :—(AXB> 1,0
\/§ ( 122 201 \/§ J j3 \/5 ( )
A konec¢né pro slozku ¢ = —1 nalezneme
[AU)@]B(”] (1,-1) = (1,1, -1,0[1,~1) A(1, 1) B(1,0) + (1,1,0,~1| 1, ~1) A(1,0)B(1, ~1)
v 75
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Kapitola 7

Starkiv jev na vodiku pro N =3

Jako ilustraci vyuziti symetrii a Wigner-Eckartova teorému si spocitame Starkiv jev na
vodiku pro hladinu N = 3. Starkiv jev popisuje rozstépeni hladin vodiku vlivem vnéjsiho
elektrostatického pole. Diky sférické symetrii vodiku zvolime elektrické pole ve sméru osy

—

z, tj. £ =1(0,0,&). Energie vodiku v tomto poli (odpovida energii dipolu) je
H' = e£Xs, (7.1)

kde X; je tTeti slozka souradnice relativniho pohybu. Vliv elektrického pole zapocitdme
poruchové, vzhledem k degeneraci hladin (Dy = N? bez zapocitani spinu elektronu) je
nutné pouzit poruchovou teorii pro degenerované spektrum. Opravy 1. fadu jsou vlastni
¢isla matice operatoru poruchy v podprostoru N = 3

O — (0w 3,1m))

kde |N, I, m) jsou spoletné vlastni vektory neporuseného hamiltonianu Hy, L? a Ls. Je to

hermitovska matice 9 x 9, tj. ma 45 netrividlnich maticovych elementt. Diky symetriim a

Wigner-Eckartovu teorému ale staci spocitat jen 2, ostatni uz budou jednozna¢né urcené.
Porucha je nasobek 0-té slozky ITO 1. fadu X®

H' =e£X(1,0).
Jeho maticové elementy jsme urcili v prikladu , ze vztahu (6.20) dostaneme

20+1
2041

(3,0, m/| X (1,0)[3,1,m) = (1,1,0,000,0)(1,1,0,m|l',m)(3,U|r]3,1).  (7.2)

Z vybérovych pravidel plyne, Ze nenulové elementy mohou byt jen prom’ =mal =[1+1
(viz. (6.22). Prostor s N = 3 muzeme tedy rozdélit na 4 podprostory generované vektory
s ruznou hodnotou m:

1. m=0: 3,0,0), 3,1,0), |3,2,0)
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2. m=1:13,1,1), 3,2,1)
3.m=—1:3,1,-1), |3,2,-1)
4. m=42:3,2,2), 3,2,-2) .

Podprostory jsou invariantni viéi operatoru poruchy, tj. jeho matice bude blokové diago-
nalni. V poslednim podprostoru jsou maticové elementy nulové.

Zbyva urc¢it dva maticové elementy radialni ¢asti - (3,0[r|3,1) a (3,1|r|3,2). Radialni
¢ast vinové funkce Ry;(r) pro elektron v atomu vodiku je rovna

1
2 ((N—I—1DN\z (20 \' .~ o
R S (B S — — Nag [2LH1 = 7.3
wi(r) N? ( ag(N +1)! ) <Na0) © TN Nag )’ (7.3)

kde ay = ‘ﬁ—g@z je Bohrtiv polomér a L?(2) je zobecnény Laguerriiv polynom. Explicitni
tvar funkci pro N =3 al=0,1,2 je potom

2 _r 2 212
Rlr) = e (1——% ’ )

3./3a2 3ag  27a}
W2 . (2o r?
Rs(r) = € 0 <— - —2) ;
27+/3a} ap  3ag
2v2 e r?
R32<7~) — —\/_e 3ag T_
814/15a3 g

Maticové elementy (6.21)) 1ze rozlozit na soucet integralii tvaru

o0 o n n+1 n+1
f(n) = /6_3“0 (%) dr = (g) ap '(n+1) = (;) n! ap.
0

V nasem piipadé nalezneme

16 8 95

3.1073,2) = ———F(6) — ———f(7) = ——~"q,
(3,1]r|3,2) 6561\/5f() 19683¢5f() 540
8v2 20v/2 40v/2 8v2
3,0[r13,1) = —f(4) — ——f(5)+ —=f(6) — ———f(7) = =9V 2ay.
(3,01713,1) = = f(4) = S f(5) + =7 F(6) = a3 [(1) = —9V2a0
Relevantni CG koeficienty uré¢ime podle tabulek z piilohy [A]
1 4 —m?
1,1 = —— 1,2 1 = —
( 9 ’070|O’ O) \/§7 ( Y 7O’m| ’m) 10

Dosazenim do vztahu (7.2 dostaneme
(3,0,0/X(1,0)]3,1,0) = —3V6a,

9
—=<ap m = =+1
A 3v3 27
(3,1,m|X(1,0)[3,2,m) = —T\/_\/Zl—m?aO:
—3\/§a0, m=20
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Tim méme urcené vsechny maticové elementy operatoru poruchy. Jeho matice je pak rovna

(pofadi bazickych vektori bereme viz. vyse)

0 v6 0
V6 0 V3
0 V3 0
0 3/2
Y= = —3eqy€ 3/2 0 (7.4)
0 3/2
3/2 0
0 0
0 0
Opravy energie F3 = —% ~ —1.5eV v 1. fadu poruchového rozvoje jsou vlastni ¢isla této

matice, prislusné vlastni vektory pak urcuji koeficienty rozvoje spravnych vlastnich vektoru
neporusené¢ho hamiltonianu Hy vzhledem k H' do baze {|3,1,m)}. Vlastni &isla matice
jsou £9eap€ (nasobnost 1), +3eapé (nasobnost 2) a 0 (nésobnost 3). Druhd excitované
hladina vodiku se tedy vlivem homogenniho elektrického pole rozdéli na multiplet péti

hladin vzdalenych o %eaog .
Vysledky jsou shrnuty v tabulce [7.1]
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Oprava 1. fadu | Nasobnost Spravné vlastni vektory H,

9eaoE 1 7 (V2[3,0,0) +/3[3,1,0) +3,2,0))
Jeap€ 2 75 (13,1, £1) + 3,2, £1))

0 3 13,2,2), 3,2, -2), - (13,0,0) — V2[3,1,0))
—JeapE 2 75 (13,1, £1) — [3,2,£1))
—9eaoE 1 7 (V2[3,0,0) —/313,1,0) +3,2,0))

Tabulka 7.1: Shrnuti vysledki Starkova jevu na vodiku pro hladinu N = 3 v 1. fadu
poruchové teorie. Opravy prvniho Fadu jsou vlastni ¢isla matice ((7.4))
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Kapitola 8

Jemna struktura vodiku, anomalni
Zeemaniv jev

Prehled teorie

Hamiltonian jemné struktury

V této kapitole se zaméfime na tzv. jemnou strukturu vodiku, ktera predstavuje relativis-
tickou korekci energetickych hladin elektronu v atomu vodiku s Hamiltonidnem

A

. P? Q e
H p—y —_ — — p—t
°7 2m, Vi), V) r’ dmegy’
a hodnotami energie
R R m.@Q* 1
Exn=E, =——=——"—— R=-"° = _m. " 8.1
NEEl T TN T T i r 1) oz 2 (8.1)

Zde jsme zavedli konstantu jemné struktury
Q e? 1
oa=_—= ~—.
he  4meghe 137

Hamiltonian jemné struktury je dan souctem tii ¢lent

Hps = Hso + Hp + Hp,
kde operator Hso popisuje tzv. spin-orbitalni vazbu

N oah 12 >
SO L, (8.2)

- om2crd”
operator Hp predstavuje relativistickou korekci ke kinetické energii elektronu

. p
Hp=—-——— (8.3)

C/m3e2’
8mzc
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a Hp je tzv. Darwiniv ¢len, ktery mé ptivod v nerelativistické aproximaci Diracovy rovnice
pro elektron v coulombickém poli

- e?h?

Hp = Wé(f’). (8.4)
Jejich tvar zdivodnime v nésledujicim textu. Prispévky k opravé vlastnich ¢isel Ey od Hso,
H R a H p do prvniho fadu je mozné urcit zvlast a s pouzitim vztahu pro nedegenerované
vlastni hodnoty, prestoze jsou ptuvodni hodnoty Ey degenerované. V podprostoru stavi
s hlavnim kvantovym ¢islem N je totiz mozné zvolit bazi (tvorenou vlastnimi vektory
celkového momentu hybnosti), ve které jsou ztaZeni vSech tii operatort diagonalni. Jak
uvidime déle, opravy pochazejici od jednotlivych ¢lent jsou srovnatelné velké. Pro urceni
jemné struktury je tak nutné zahrnout vSechny piispévky, i kdyz jsou fyzikalné rozdilné.

Spin-orbitalni vazba

Spin-orbitélni vazba popisuje interakci spinu elektronu a magnetického pole protonu. Za-
¢néme s klasickym modelem, ve kterém se elektron pohybuje rychlosti ¢ okolo protonu. V
klidové soustavé elektronu se proton pohybuje rychlosti —v" a generuje magnetické pole

- 1 — e =
B =—-—=0x FE = E x p,
c? MeC?
kde E je coulombické pole protonu
FE=—"".
dmeg 13

Magnetické pole v klidové soustavé elektronu muzeme prepsat do tvaru

=, e 1—»

- Amegmec 13
Interakci mezi vlastnim magnetickym momentem elektronu a magnetickym polem protonu
by pak méla odpovidat energie
Hso = —ji-B. (8.5)

Skutecné energie je polovi¢ni. Duvodem je, Ze veli¢iny ve vztahu jsou vyjadieny v kli-
dové soustavé elektronu, ktera neni inercialni. Pfi transformaci do laboratorni soustavy (tj.
klidové soustavy protonu, ktery povazujeme za nekone¢né tézky) pak dochazi k dodateéné
rotaci vlastniho magnetického momentu elektronu (tzv. Thomasova precese).

Prejdéme ke kvantové-mechanickému popisu. Vlastnimu magnetickému momentu elek-
tronu odpovida operator

A, QIUOS eh
l’LS - h /"LO Qme'
Hamiltonidn popisujici spin-orbitalni vazbu bude po tpravach roven
~ ah 1% %
— - L.
50~ 2m2c =
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Relativistickd korekce

Relativisticka kineticka energie elektronu ma tvar

2 4

T = /p2c® + m2c* — myc® ~ P P

— + ...
2m.  8mic?

Druhy ¢len Taylorova rozvoje predstavuje relativistickou korekci. Operéator Hp je tedy

roven ~
. pt
Hr=—g 52

8m2c

Odvozeni Darwinova ¢lenu zde provadét nebudeme.

Jemn4 struktura v 1. fAdu poruchového rozvoje
Vliv Hpg na vlastnf hodnoty Ey hamiltonianu H, spoc¢itame poruchoveé v 1. radu. Vhodné
vektory pro poruchovy vypocet jsou spoleéné vlastni vektory If[g, iQ, J? a Js (kde J =

L+ 8 ), které spliiuji rovnice

Hy|N, 1, j,m) En|N, 1, j,m),

L?|N,l,j,m) = R +1)|N,1,j,m),

PIN,Lj,m) = B(j + 1)|N,1,j,m),

Js|N, 1,5, m) = mh|N,L, j m). (8.6)

Kvantové ¢islo j nabyva hodnot j = lj:% prol > 1 (resp. j = % pro [ = 0) a kvantové ¢islo
m probiha hodnoty 5,7 — 1,...,—7. VSechny tfi operatory Hso, Hg i Hp jsou skalarni,
takze jejich ztZzeni na podprostor s energii Ey jsou v bazi |N, [, j, m) reprezentovany di-
agonalnimi maticemi. Z tohoto duvodu pro poruchovy vypocet miizeme pouzit vztah pro
nedegenerovanou vlastni hodnotu, tj.

EGL = ES) + EY + EY) = (Hso) + (Hg) + (Hp).

Poznamenejme, ze operatory Hyp a Hp jsou diagonalni i v bazi |N, 1, m;, ms) tvorené spo-
le¢nymi vlastnimi vektory f]o, [:2, _izg a Sg. Operator H so ale v této béazi diagonélni neni,
protoze nekomutuje s [:3 ani 5'3 (pouze s jejich sou¢tem jg)

Vsechny stfedni hodnoty v této kapitole jsou poc¢itany ve vlastnich stavech |N, 1, j,m).
Radialni ¢ast vinové funkce tohoto stavu Ry;((r) je stejné jako pro |N, 1, my, ms), protoze
zévisi pouze na kvantovych &islech N a [. Jeji explicitni tvar je uveden ve vztahu (7.3).
Oznacime-li xn;(r) = 7Rni(r), pak xa: je vlastni funkce efektivniho hamiltonianu

;o W R Q ®7)

S ome dr? 2mer? r’
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s okrajovou podminkou yn;(0) = 0, tj. plati

A~

Herxne = Enxi- (8.8)

St¥edni hodnotu libovolné funkce f(r) ve vlastnim stavu | N, [, j, m) lze vyjadrit integralem

(X1 je realna funkce)

(f) = / o) (r)r- (3.9)

0

Anomalni Zeemantv jev

Na zéavér kapitoly se podivame na tzv. anomalni Zeemanuv jev, tj. rozstépeni hladin vlivem
slabého magnetického pole. Hamiltonian elektronu v magnetickém poli (Zeemaniv ¢len)
ma tvar A

Hy =—fi- B,
kde ﬁ je operator celkového magnetického momentu elektronu (6.17)). Diky sférické symetrii
mizeme volit bez Gjmy na obecnosti B = (0,0, B), tak? Zeemanitv ¢len je roven

Hy = “—; (Ls + 285). (8.10)

Ve slabém magnetickém poli je piispévek jemné struktury dominantni a H, je treba brat
jako dodatec¢nou poruchu, kterou opét zapoc¢itame v 1. radu.

Piiklady

Cvi€eni 26. Uvazujte Hamiltonidn zdvisly na parametru X s vlastnimi hodnotami E,(\)
a vlastnimi vektory |n(X)), které jsou normovdny k jedné. Ukazte, Ze plati Feynmaniiv-
Hellmanniv vztah

OFE,(\) OH(\)
oy = (Mg In(A). (8.11)

Navod: Vyjdeme ze vatahu E,(\) = (n(A)|H(X)|n())), ktery zderivujeme podle

P (20 0l + N2 o0y + ol (250

oA o\ o\ o\
= 500 ((P552) 10y + ] (D522 ) )+ a1 )
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Cviceni 27. UvaZujte efektivni Hamiltonidn pro radidlni ¢ast vinové funkce elektronu v
atomu vodiku s vlastnimi hodnotami energie . Pomoci Feynmannova-Hellmannova

vetahu s X = Q wurcete stiedni hodnotu r—t. Ddle uvazujte X\ = | jako spojity parametr a

naleznéte stiredni hodnotu r—2.

Navod: Pro A = @ z (8.11)) dostaneme

% — _meQ_ aHef __<7;1>
0Q RN O\ 0Q / ’

takZe pro stfedni hodnotu r—! plati

meQ 1 h? h

= =—— = = : 8.12
) h2N2  N2qq’ 0 me@  meca (8.12)
Podobné pro A = [ nalezneme
OEy  OExON 2R [OH,\ M2+ 1)<r72>
oL ON al N3\ a9l |/ 2m, '
Stiedni hodnota r=2 je po tpravéach rovna
2
[ e — 1
) = M a (8.13)

Cviceni 28. Urcete v prunim tddu poruchové teorie opravu vlastnich cisel En v dusledku
relativistické korekce Hp .

Navod: Porucha je skalarni operator, takze v podprostoru s danym hlavnim kvantovym
¢islem N je reprezentovana diagonalnim operdtorem. Muzeme tedy pouzit poruchovou
teorii pro nedegenerovanou vlastni hodnotu, tj.

1

B0 _
= 8m32c?

(PY).
Pro vypocet stfedni hodnoty Pt vyuzijeme vztah
P?|N,1,j,m) = 2m.(Hy — V)|N,1,5,m) = 2m.(Ex — V)|N,1, j,m),

z kterého plyne

1 ~ 1
1) _ 2\ _ 2 -1 9/ _9
B = s ((By = 7)?) = gz (By +2ExQ () + @2 ().

Dosazenim za stfedni hodnoty z (8.12)) a (8.13) pro relativistickou korekei vlastnich ¢isel

H, dostaneme vztah )
2N 3
O _p & (A2 8.14
BTOVN2 2 +1 4 (8.14)

Jedna se tedy o korekci fadu o ~ 1074
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Cviceni 29. Dokazte Kramersiv vztah

s+1 s—1 S 2 2\ 2/ s—2\ __
N2< ) — (25 + Dag(r >+Z((2l+1) — %) ag(r'?) = 0. (8.15)

Navod: Pro vypocet stfedni hodnoty pouzijeme vztah . Rovnici na vlastni funkce H, f
(8.8) 1ze upravit do tvaru (x = xa)

. (l(l+1) _i+%> Y. (8.16)

72 apr  N2%aj

Vynasobenim vztahu (8.16) 7°y a integraci dostaneme

[e.e]

2 1
S . s—2 s—1
/XT X/d'r’_l(l—i—l)<7’ >—a—0<7” >+N2a(2)

(r*). (8.17)

Levou stranu upravime per partes, vyuzijeme toho ze x(0) = 0 a v nekone¢nu klesa expo-
nencialné, takze okrajovy c¢len vymizi

/erx"dr:{ I :i,; —T—TSXT’S_I gg ; } /Xr X'dr—s/xrs "dr. (8.18)
0 0 0

Druhy integral na pravé strané upravime opét per partes

/ Sdr - f=xrt g =x
f/ / s 1—|—(S—1)XTS_2 g=X
0
= /X'rs "xdr — (s — 1) /X2T‘S_2d7“.
0 0

Odsud plyne (zaménou s — 1 — s) vztah

o0

/erx’dr = —§<7’8’1> (8.19)
0

Prvni integral na pravé strané (8.18]) rovnéz upravime per partes

oo f ) o0
S 127, =X g =r _ 1 s+l 1
/TXdT—{f/ZQX/X// g_s+11}_ $+1/XT X dr.

0 0

Za x" dosadime z rovnice (8.16)) a pouzijeme vztah (8.19)

r o 7 (+1 2 1
/,.8 /d - _ /,.s+1 = d
/XTX " S+1/XT ( 72 a0r+N2a%)XT
0 0
2 (I+1D)(s—1), .o S, . s+1
= 2 (e - S e ).
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Dosazenim tohoto vysledku a (8.19)) do vztahu (8.18) dostaneme

/erx”dr =(s—1) (% — lgi?) (rs=2) + ﬁ(ﬁ_w - N%a(g)@”s%

a porovnanim s pravou stranou (8.17) odvodime Kramersav vztah.

Cviceni 30. S pouzitim Kramersova vztahu a vysledki cvicent |27 urcete stredni hodnotu
-3
r— prol > 0.

Navod: 7Z Kramersova vztahu pro s = —1 dostaneme
1
ap(r—2) — 1 (2L +1)* = 1) ag(r?) =0.

Dosazenim (8.13) za (r—2) po tpravich najdeme

-3\ __ 2
)= N3a3l(l+1)(2l + 1)

(8.20)

Cviceni 31. Urcete v prunim tddu poruchové teorie opravu vlastnich cisel En v dusledku
spin-orbitdalni vazby Hso .

Navod: Kety |N, 1, j,m) jsou vlastni vektory operatoru S.L= % <j2 - §2>

Oprava prvniho fadu v dusledku spin-orbitalni vazby je tedy

al® [ 3 _
E() = g (g(g +1) =11 +1) - Z) (r=3).

e

Prol=0je j = %, takze plati

1
N0, -
|772’

S~

g m) = 0.

Energie s-stavi se tedy v prvnim rfadu poruchové teorie vlivem spin-orbitalni vazby neméni.

S pouzitim vysledku (§8.20]) pro [ > 0 dostaneme

y By g
Y _ g 04_23(] +1) =1l +1) _% — ¥ EEEED ’ (8.21)
80 YN+ )20+ 1) et 1 1 '
NN 1@2i+1)° J=t=3

Opét se jedna o korekci fadu o?.
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Cviceni 32. Urcete v prunim tddu poruchové teorie opravu vlastnich cisel En v dusledku
Darwinova clenu Hp

Navod: Diky ¢-funkei je stfedni hodnota Hp ve stavu |N, 1, j,m) rovna

e?h?

Hn) = E(l) _ =
(o) D 8egm2c?

[¥n2m (O,

Ze vztahu pro radialni ¢ast vlnové funkce (7.3) je vidét, ze ¥njm(0) = 0 pro [ > 1.
Darwiniiv ¢len tedy ovliviiuje pouze s-stavy. Z definice zobecnéného Laguerrova polynomu

Li(z) = iezz’ﬁi (efzznw) ;

n! dzn
plyne
L}V—1<O) = N7
takZze hodnota vinové funkce s-stavu v pocatku je
0) — 1
1/’1\1,0,%,1%( ) = —WQ%NS‘

Po algebraickych tupravach pak nalezneme hodnotu opravy (pouze pro [ = 0)

0[2

EY = ~En- (8.22)

Opét to je korekce rfadu o?.

Cviceni 33. Urcete opravu jemné struktury v pronim 7ddu poruchové teorie. Napiste ex-
plicitné jemnou strukturu hladin s hlavnim kvantovym cislem N = 1,2, 3.

Navod: Zacnéme s piipadem [ > 0, kdy
gl p(l gl

Proj=1+ % s pouzitim vysledku 1' a {} dostaneme
2 2N 3 N a? N 3
s YN2\2i4+1 4 (I+1)(20+1) YNZ\I+1 4
Podobné pro j =1 — % nalezneme

2 /2N 3 N o> (N 3
g - pe (=2, N ) _p (22
Fs AT R R oY NN \T 4

Oba vysledky se daji zapsat ve tvaru

2
(1) o N 3)
EV) = Exn— - 8.23

L NNz <j+% 4 (8.23)
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Pro [ = 0 diky (8.14) a (8.22)) dostaneme

a? 3
ESL=EY + EY = ENN2 (N—Z),

coz opét souhlasi s vysledkem (8.23) pro j = 1
P1i zapocitani jemné struktury energetické hladiny elektronu v atomu vodiku zavisi
kromé hlavniho kvantového ¢isla N i na kvantovém ¢isle j

o? N 3
En,=Exn|1+—=|———-]]|. 8.24
oo B2 o

Pro hladiny jemné struktury, respektive stavy |N, 1, j,m), které jsou ,spravnymi* vlastnimi
vektory H,y vzhledem k poruse H rs, se pouziva spektroskopické znaceni tvaru NL;, kde

= S, PD,F, ... prol = 0,1,2,3,.... Zdkladni hladina 1s se pfi zapocitani jemné
struktury zméni na 15/ s energii

2

By, =FE (1 + O‘Z) ~—13,6-(141,3-107%) eV.

Prvni excitovand hladina se rozdéli na dvé - stavy 25;,5 a 2P, maji stejnou energii

5
B,y =By (1 + %) ~—3,4-(1+1,7-107%) eV,
stav 2P3/5 mé energii
2
Bys = By <1+ 16) —3,4-(1+3-107%) eV.

Pro N = 3 dostaneme tii hladiny

2

3D5/2 — E37%:E3 (1+36

)%—1,5-(1—1—1,5-106) eV

Pro ilustraci je na obrézku[8.1{ znazornéna jemna struktura hladin s hlavnim kvantovym
¢islem N =1,2,3.

Cviceni 34. Urcete vliv slabého magnetického pole B = (0,0, B) na jemnou strukturu
hladin vodiku v 1. Fddu poruchové teorie.

70



3s, 3p, 3d

2 3Ds 5
_3
L 3P3)2, 3D3)2
i1
L 3812, 3P1)2
2s, 2
N—o 5, 2p s
x 2 2P3/2
i1
— 25172, 2Py
N1 1s — i
— 151/2
ﬁo ]:IO+I:[FS

Obrazek 8.1: Spektralni linie vodiku a jejich rozstépeni po zapocitani jemné struktury.

Navod: Musime urcit E(Zl) = (]f[ 7). Zeemaniv hamiltonian 1) je néasobek tieti slozky
celkového magnetického momentu

H; = —Bjis.

Jeho stfedni hodnotu jsme pocitali v prikladu (tam_jsme sice neuvazovali radialni
gast stavu, ale Hy na néj neptisobi). S vyuzitim vysledku 1’ muzeme zapsat prispévek
Zeemanova ¢lenu ve tvaru

EY) = jioBmg;,

kde g; je Landého faktor elektronu (6.19)

1 - 1
T G+ ) 0

Celkova energie elektronu v atomu vodiku ve slabém magnetickém poli je pak rovna

1), 0 o (N 3
Enjm=EN+ Eps+ E," = Ey 1+m m—z + poBmyg;.
Ve slabém magnetickém poli se hladina jemné struktury Ey ; rozstépi na multiplet 25 + 1
hladin, tj. sudy pocet, protoze j je polocelé. Vzdéalenost hladin navic zavisi na kvantovém
disle j. Pro j = I+ 3 je rozdil hladin AE, = pgBZ%, ve druhém piipadé (j = 1 — 1) je
vzdélenost hladin rovna AE_ = ugB % Toto nerovnomeérné rozstépeni spektralnich linii
ve slabém magnetickém poli se nazyva anomdilni Zeemaniv jev. Rozstépeni hladin jemné

struktury 151/2,251/2,2P1/2 a 2Py je znazornéno na obrazku [8.2]
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2,1,2,3)

2,1,2, 1) %MOB
2P3/9 o %MOB
12,1, 2, -3) shoB
2033 2
2512, 2Py )9 ;211%%%; % g//jzg
2030 [ 5mB
1,05 3)
I »
1,0,3, —3)
B=0 520

Obrazek 8.2: Rozstépeni jemné struktury spektralnich lini{ vodiku vlivem slabého magne-
tického pole.

72



Kapitola 9

Diskrétni symetrie, kalibra¢ni invariance

Prostorova inverze
V klasické mechanice prostorova inverze méni znaménko vektort, napf.
S P, I .
T =-Z p=p=-p (9.1)
Naopak pseudovektory (axialni vektory) se pfi prostorové inverzi neméni, napf. moment
hybnosti zlistava stejny
1507 =1 (9.2)
Zde uvazujeme fyzikalni konvenci, kdy orientace prostoru je totozna s orientaci baze. Pri
prostorové inverzi v R® se méni orientace baze a tim i prostoru. Skalary se pi¥i inverzi
neméni, pseudoskalary (napf. skalarni soucin vektoru a pseudovektoru) méni znaménko.
Obecnéji, tenzory sudého fadu se pii inverzi neméni, tenzory lichého fadu zméni znaménko.
Pro pseudotenzory je to naopak.
V kvantové mechanice je prostorova inverze reprezentovana operatorem parity P. Ten

lze zvolit tak, ze plati

PPo1 s popl

Protoze X a P jsou vektorové operatory, transformuji se pfi inverzi os analogickym zpi-
sobem jako v klasické mechanice (9.1)

~
A = A

X' = PXPh=_X, (9.3)
P = PPpl=-P

Inverze zachovava kanonické komutacni relace, tj.
[X;,P,;} - [Xj,ﬁk} = ihd,
coz muze upravit do tvaru
[X]'., 15;] = P [Xj fﬂ Pt =P (ih6,) PT = ihoy,. (9.4)
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Odsud pak plyne, ze P je linearni unitarni operator. Antiunitarni (tj. unitarni antilinearni)

A

operator totiz pusobi jako unitarni doplnény o komplexni sdruzeni. Pokud by operator P
byl antiunitarni, muselo by se na pravé strané (9.4] ) zmeénit znaménko.
Operator parity je tedy unitarni a hermitovsky

p_pt_pt

Jeho vlastni ¢isla jsou m = £1, ktera se ¢asto také oznacuji jako parita. Ze vztahu (9.3
plyne, Ze operator polohy antikomutuje s P

Odsud dostaneme

takze plati
PlE) = |- 1).
Pro zménu vinové funkce v xz-reprezentaci pii prostorové inverzi plyne

V(@) = (Pv) (@) = (#Pl) = (~alu) = ¥(=3).

Vlastni funkce operatoru parity jsou tedy sudé (s vlastnim ¢islem +1) nebo liché (s vlastnim
Cislem -1)

PUs (D) = ¥i(—F) =¥ (@),

A

Py (Z) = ¢ (=7) = =y (7).
Uvazujme hamiltonian, ktery se pfi prostorové inverzi neméni
= PHP - T
Hamiltonian je pak kompatibilni s operdtorem parity
P.i1| o

Necht E, je nedegenerované vlastni ¢islo H. Snadno se ukaze, ze prislusny vlastni vektor
|n) je soucasné vlastnim vektorem P. Zavedeme si vektory

Ind) = % (1£P) n). (9.5)

Kety jsou jak vlastni vektory parity

75|ni> =

N —

(75 ifi) In) = +|n),

1
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tak 1 hamiltonidnu s vlastnim ¢islem F,,
A 1 A\ A~
Alnk) = 5 (1 + 7>) Hn) = Ey|n).

Protoze energie E, je podle predpokladii nedegenerované, musi byt kety |n4) pouze na-
sobky ketu |n), tj.
Int) = axg|n).

Z definice ket ({9.5)) vidime, Ze pro koeficienty o, musi platit

In+) + |n—) = (ay +a_)|n) :A|n> = a;t+a- =1,
In+) — [n—) = (ay —a_)n) =P|n) = ay—a_ ==+1

Posledni rovnost plyne z toho, ze vlastni ¢isla operatoru parity jsou +1. Pro horni zna-
ménko dostaneme FeSeni oy = 1, a_ = 0 a vlastni vektor je sudy, tj. P|n) = |n). V pfipadé
dolniho znaménka je feSeni ay = 0, a_ = 1 a vlastni vektor je lichy, tj. P|n) = —|n). Po-
kud méa hamiltonian kompatibilni s P nedegenerované spektrum, pak vSechny jeho vlastni
funkce jsou i vlastni funkce P, jsou tedy sudé nebo liché. Piikladem muze byt hamilto-
nian linearniho harmonického oscilatoru. Protoze potencial je sudé funkce, pfi prostorové
inverzi se H neméni. Vlastn{ funkce jsou sudé pro sudé kvantové ¢islo n a liché pro liché n.
V pripadé degenerované vlastni hodnoty prislusné vlastni vektory nemusi mit definovanou
paritu.

Operéator orbitalniho momentu hybnosti se pii prostorové inverzi nemeéni (stejné jako v

klasické mechanice (9.2))

takze parita a moment hybnosti komutuji
[75, E] —0.
Kulové funkce jsou soucasné i vlastni funkce 757 pricemz plati

75}/lm - (_1)l}/lm

=

Poznamenejme, ze kazdy moment hybnosti (napt. spin S, celkovy moment hybnosti J) je
kompatibilni s operatorem parity a pii prostorové inverzi se neméni.
Rekneme, Ze operator A je sudy, pokud se pfi prostorové inverzi neméni

A —PAP - A

Analogicky zavedeme lichy operator B, ten se pii prostorové inverzi vynéasobi -1
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Prikladem sudych operatort jsou tenzorové operatory sudého fadu, nebo pseudotenzory
lichého radu. Prikladem lichych operatori jsou tenzorové operéatory lichého tadu, a pseu-
dotenzory sudého rfadu. Sudé operatory komutuji s operatorem parity

P.A| =0,
liché operatory s paritou antikomutuji

{75, A} — 0.
Pro maticové elementy sudych a lichych operatori mezi stavy s dobfe definovanou paritou
1ze snadno odvodit vybérova pravidla. Necht kety |i), |j) maji paritu 7; a 7;, tj. plati

Pli) = mili),  Plj) = m;l5).
Pro maticové elementy sudého operatoru A pak plati
(ilAl7) = GIAP?j) = (IPAP|j) = mm; (i|Alj), (9.6)

mohou tedy byt nenulové jen pokud stavy |i) a |j) maji stejnou paritu m; = ;. V piipadé
lichého operéatoru B analogicky nalezneme

(i|Blj) = (i|BP?|j) = —(i[PBP|j) = —mim;(i| Blj), (9.7)
takze nenulové maticové elementy mohou byt pouze mezi stavy s opa¢nou paritou.

Tato vybérova pravidla lze vyuzit napt. pii vypoctu dipélovych prechodti mezi stavy s
danou paritou |¢) a |¢). Amplitudy pFechodu jsou imérné maticovym elementiim <¢>|)? [1).
Protoze operator polohy je lichy, jsou amplitudy nenulové pouze pokud [1)) a |¢) maji opac-
nou paritu. Specialné, dipoélové prechody v atomu vodiku mezi stavy |N,I,m) a |N,I',m’)

jsou mozné jen pokud [ a I’ maji jinou paritu, tj. Al =" — [ musi byt liché ¢islo. To jsme
ostatné ukazali v prikladu [24] (kde nam navic vyslo A = £1 z vybérovych pravidel pro CG

Vg viv s

(prislusny CG koeficient je nulovy, ale ne kvili vybérovym pravidlam).

Casova inverze
V klasické mechanice ¢asové inverzi odpovida zména
i L =7 §Lp=—p (9.8)

Tim jsou urceny transformaé¢ni vlastnosti vSech pozorovatelnych, napt. moment hyb-
nosti méni znaménko

Ay —— (9.9)



kineticka energie se neméni atd.
V kvantové mechanice je ¢asova inverze reprezentovana operatorem 7. Casové inverto-
vany stav ke stavu [¢)) oznacime

W) = TT).
Analogii vztahu a v kvantové mechanice jsou transformace operatoru
X = TXTt=X, (9.10)
P — TPTt=_P (9.11)
L' = TLT'=—L. (9.12)

7 posledniho vztahu plyne, ze operator 7 musi byt unitérn{ antilinearni. Vyjdeme z komu-
tac¢nich relaci pro slozky momentu hybnosti

[£,L)] = iheinLa,
a na obé strany aplikujeme T zleva a Tt zprava. Leva strana se nezméni
T Lo L) T = T (LT Ly = LTITL) TH = (= L)(—Ly) = (~Li)(~ L) = | i, L]
takze musi platit
iheijkzk = ’fzh&mkﬁ;ﬂu{ = %zhawkﬁ’f-zkﬁ = _%ihgijk’ffj;k,

coz lze splnit pouze s antilinedrnim operatorem 7. Diky tomu, Ze 7 je antiunitarni, pro
maticové elementy pozorovatelnych pii ¢asové inverzi plati

(W|Alg) = (¢/|A']0).

Uvazujme nyni ¢astici bez spinu. Ze vztahu (9.10) a (9.11)) plyne, Ze operator ¢asové
inverze pusobi na zobecnéné vlastni vektory polohy a hybnosti zptisobem

TIE) = 1&), T1p) =1 - p)- (9.13)
Pro bezspinovou ¢astici pak plati
ol — T=Ti=T
Ze vztahu (9.13) pak pro vinovou funkci bezspinové ¢éastice v x-reprezentaci nalezneme
V(&) = (@FTW) = @ITZ) = @I|TIT) = @[F) = ().
V p-reprezentaci analogickym postupem najdeme
' 0) = @T1) = @IT5) = WITP) = (¥ = 5) = (-p)
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popisu stavu. Operator 7 pusobi na kety |Z, s, m) (m urcuje projekei spinu do osy z) podle
vztahu

T|Z, s, m) = ZTg,mﬁ,s,m'% (9.14)

kde ng?m jsou prvky néjaké unitarni matice. Jeji podobu je mozné odvodit z transfor-
mace operatoru spinu pii ¢asové inverzi. Vztah plati nejenom pro orbitélni moment
hybnosti, ale pro jakykoli moment hybnosti. Odsud pak plyne, Ze operator ¢asové inverze
antikomutuje s momentem hybnosti

To znamena, ze plati identita
T J|%,s,m) = —J,T|%, s, m),

kterou miizeme piepsat pomoci matic T a J],(:) 1} do podoby (komplexni sdruZeni je
zptsobeno antilinearitou 7)
s)T(s) s s
TOT = —39T).

Z explicitniho tvaru matic operatori momentu hybnosti velikosti s pak 1ze odvodit tvar
matice T()
T(S)

m’,m

= Oyt €. (9.15)
Naprtiklad pro ¢astice se spinem 1/2, resp. 1, plati

) 0
TW? — 5, = (0 _Z) . TO =1 0
1 0 1

Pokud popiSeme stav Castice se spinem s pomoci 2s + 1 komponentni vinové funkce, pak
v z-reprezentaci pro ¢asovou inverzi plati

U'(£) = TOT(Z).

V p-reprezentaci dostaneme

() = T ().
Ukazeme, ze pro operator ¢asové inverze plati
T2 = (—1)*1.
Abstraktni ket rozepiSseme pomoci 25+ 1 komponentni vinové funkce v z-reprezentaci takto
o) = /d%z U, (7)|7, 5, m).

R3 m
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Operator Casové inverze na néj pusobi nésledujicim zpusobem

T1w) = /d3 S T (@) |7, 5,0,

m,m/

Na stav ﬂ‘l’} zapusobime jesté jednou operatorem 7 a nalezneme

T30 = T/d?’mZ\P |_'s,m'>

- /d3 Z ']I‘SL?,M,W, s,m").

mmm

S pouzitim maticovych elementi ) dostaneme

S T, T Z St St €T = €HT = (1) — (1),

kde v posledni rovnosti jsme vyuzili faktu, Zze 2m a 2s maji stejnou paritu. Odsud uz
skutecné plyne
T?P) = (=1)*[P),
tedy kvadrat operdtoru casové inverze je roven identité pouze pro castice s celo¢iselnym
spinem, pro ¢astice s polociselnym spinem je vysledek minus identita. Diusledkem tohoto
faktu je tzv. Kramersova degenerace — pokud je hamiltonian N c¢astic, mezi kterymi je
lichy pocet fermiont, invariantni vic¢i ¢asové inverzi, tj. plati
7] =
pak jsou vSechny energetické hladiny degenerované. Tvrzeni se dokaze sporem. Necht E je

nedegenerovana hladina a |¢) prislusny vlastni vektor H. Vzhledem k T-invarianci je i |
vlastni vektor se stejnou energif

H') = HT W) = TH) = E[J).
Protoze podle predpokladu je hladina E nedegenerovana, musi platit
Tlb) = [W) = aly).
Aplikaci operatoru ¢asové inverze na tuto rovnici dostaneme
T?l) = Taly) =aT ) = af*[). (9.16)
Operator casové inverze systému vice ¢astice je roven tenzorovému sou¢inu
T=Ty®...© T,
kde 7719) je operator Casové inverze k-té castice. Pro kvadrat pak dostaneme
T =T5H®..®T% = (171,
kde f je pocet fermiond v systému. Pro liché f je 72 = —I a rovnice (9.16) nelze splnit.

Hladina E pak musi nutné byt degenerovana.
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Kalibrac¢éni invariance

Na zavér této kapitoly se podivame na kalibra¢ni invarianci, ktera hraje v kvantové teorii
diilezitou roli, zejména v kvantové teorii pole Omezime se na bezspmovou castici v elektro-
magnetickém poli s elektrickou intenzitou E a magnetickou indukci B. Ty mtzeme popsat
pomoci potenciali Aa @ vztahy

E=—-2-—-Vy, B=VxA.

EaB , a tedy i Maxwellovy rovnice jsou invariantni vici kalibra¢ni transformaci
A — A=A+VA,
OA
. — 9.17
i =p o (9-17)
kde A je dostatecné hladka funkce 7 a t.
Uvazujme Schrodingerovu rovnici pro nabitou ¢astici v elektromagnetickém poli

o
Hip = ih— 9.18
v=in. (9.15)
Hamiltonian kvantové ¢astice s ndbojem ¢ v poli popsaném potencialy ff, © ma tvar
1 S 4 hq
H=—p2_2L]. P+i—~V.-A —A2 . 1
oM M Z?Mv Tont T (9.19)

Ozna¢me H’ hamiltonién, ktery vznikne zaménou A — A’ » — ¢'. S vyuzitim kalibra¢nich
transformaci ((9.17) ho vyjadiime pomoci pﬁvodnich potenciali a nalezneme

= B (98) - Peigpans §p (90) 57 (90)- (99) o35
(9.20)

Protoze hamiltonian nenf invariantni vici kalibracni transformaci, neni viic¢i ni invariantni
ani Schrodingerova rovnice. Ukazeme si, ze kdyz udélame jistou lokalni kalibra¢ni trans-
formaci stavu ¢ — ¢/, pak v nové kalibraci bude opét platit Schrodingerova rovnice ve
tvaru

N 8¢’
H'")' = ih——. 9.21
o = ih% (9.21)
Spravna lokalni kalibra¢ni transformace stavu je dana unitdrnim operatorem U
W7, 1) = Up(T, 1) = e @0y (T, t>. (9.22)

Ovérime, Ze pro takové ¢’ bude platlt Schrodmgerova rovnice (| s hamiltonianem ((9.20)).
Vyjdme ze Schrédingerovy rovnice , kam za 1 dosadlme L{Tz//

o, 0
T T / T
HU = (u ot aﬂ) u(hat+ rn )
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Druhy ¢len na pravé strané prevedeme nalevo a rovnici vynasobime zleva operatorem U

/
u <H - qé(;A) Uty = maa—‘i

Upravime operator na levé strané

af A OAN - N oA
b
U (H ; ) U =H+ [L{ H] U —q—— = (9.23)

Zbyva urcit komutator. U je operéator nasobeni funkci 7 a t, takze nekomutuje s operatorem
hybnosti. Komutator s hamiltonianen (9.19)) se zredukuje na soucet dvou ¢lent

un) = [u PQ} " [L?,E-fﬂ , (9.24)
které ur¢ime s vyuzitim zobecnéni vztahu pro éastici v R?
o\ p1— i1 (X5)
(50, B) = in=5 2,
Pro druhy komutator v najdeme
6.4 = 4, 0.8 = ina, 3“ A= oA (V)i @)
Prvni ¢len upravime analogicky
g I Y R e e e R L
o [ 2 ]
_ { 2% (VA) P+ iligAA + g (m) (m)} , (9.26)

Dosazenim ({9.25)) a (9.26) do (9.24)) dostaneme

NP . hq . . .
[u,H} Ut = —% (wx) P +2—AA 44 A (VA) + L (VA) - (VA) .
Porovnanim ({9.23)) s (9.20) pak nalezneme
~ A A oA\ - .
U(H-q¢— U =H,
( ! at)
takze Schrodingerova rovnice ((9.21)) skutecné plati. Mame tedy zaruceno, ze vSechny fyzi-
kalni predpovédi i dynamika systému je stejn& v popisu pomoci {ff, ©, w} i {/T’ Lo },
tj. nezavisi na volbé kalibrace.
Ze znalosti hamiltonianu ¢astice v elektromagnetickém poli a kalibra¢nich transformaci
(9.17) lze odvodit lokalni kalibra¢ni transformaci stavu (9.22)), ktera zarucuje kalibrac¢ni
invarianci nerelativistické kvantové mechaniky. V kalibra¢nich teoriich pole se postupuje

opacné - z pozadavku lokalni kalibra¢ni invariance plyne specificky tvar hamiltonianu nebo
lagrangianu, tj. specificky tvar interakce poli.
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Kapitola 10

Souradnicova, hybnostni a stéricka
reprezentace

Souradnicova reprezentace

Pod pojmem soutradnicové (resp. x) reprezentace se mysli vyjadieni stavi a pozorovatel-
nych v bazi zobecnénych vlastnich vektort operatoru polohy |Z). Ty spliiuji vztahy
(#X5l0) = ay(dlo) (vesp. Xjld) = ajla)).,
({@|z) = o7 - 2),

/ o D)@ = I, (10.1)

R3

které jsou analogiemi rovnice na vlastni vektory, relaci ortogonality a relaci aplnosti pro
pozorovatelné s ¢isté bodovym spektrem. S pouzitim (10.1]) stav [¢)) do x reprezentace
rozepiSeme zptisobem

) = / P (F)F = / &z (D)),
R3 () R3

tj. identifikujeme vlnovou funkci 1(Z) s ,,Fourierovym koeficientem* (Z|1). To je v souladu
s Bornovou interpretaci vlnové funkce, protoze (Z[¢)) mé vyznam amplitudy pravdépodob-
nosti nalezeni ¢astice ve stavu [¢) v bodé Z.

Pozorovatelné (pfipadné i jiné operatory) rozepiSeme v x reprezentaci analogickym
postupem

A= / e / B2 |7 () A1) (F] = / P / P AR DENE. (102)
——
5 RS A@@ 7) 3 R3
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Vyhodou x reprezentace je, ze pozorovatelné bézné pouzivané v nerelativistické kvantové
mechanice jsou lokalni. Takové operatory jsou v x reprezentaci diagonalni, tj. jejich mati-
cové elementy jsou amérné 6(¥ — ). Pro operator polohy zjevné plati

(| X;|7) = @;0(F — D).
Podobny vysledek dostaneme i pro kazdou funkei polohy, tj. i pro (lokélni) potencial V=
V(X) A

(Z|V|Z) = V(D)§(F — 7).
Diky d-funkei pro brakety V plati

i) = wl | e @ | v [esima) o
= [ [ @ wiyEia @)
R3 R3
= / d*x / d*x’ P(@)\V(2)6(7 — 1)o(Z) = / d*x Y(Z)V () p(Z).
R3 R3

U operatoru hybnosti vime, jak ptisobi na vinové funkce

L L OV
To odpovida maticovym elementtim
(7| P;|7) = / Py 0(7 — 1) _in 5(if — &) = 6(Z — 7) _in )
I al‘j 8xj

RB

Slozky operatoru hybnosti jsou v x reprezentaci diagonélni, a stejné to plati i pro kinetickou
energii

. p2 . L B2
(@ |m|z) =4(7 — 7) (—WA) :

~
—

Hamiltonian H = 215—]\24 + V(X)) je také diagonalni

(Z'|H|Z) = 6(F — @) (—%A + V(f)) .

Rovnice na vlastni ¢isla hamiltonidnu
Hy) = E[),

prejde v x reprezentaci na parcialni diferenciélni rovnici
2

B - . —
— o V() + V(@) () = Bu(3).
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Hybnostni reprezentace

V hybnostni (resp. p, nebo impulsova) reprezentaci pracujeme v bazi zobecnénych vlastnich
vektora hybnosti [p), opét normovanych k d-funkci, tj. kety spliwji

@P1e) = pilAle) (resp. Blp) = pilp)).
@lp = o — ),
[Evine = i (10.3)

R3
Vlnové funkce zobecnénych vlastnich vektorti hybnosti v x reprezentaci jsou rovinné viny

Up(T) = (Z]p) =

erP e, 10.4
) (10.4)

Stav [1) rozepiSeme pomoci ((10.3) ve tvaru

) = /w TT@ /&W@@
R3 (P

kde QZJ(@ je vlnova funkce v p reprezentaci. Ma vyznam amplitudy pravdépodobnosti nameé-
feni hybnosti rovné p. Pfechod mezi vinovou funkci v x a p reprezentaci je dan Fourierovu
transformaci

V(B = (Plv) = /d3w (B () = — /dgﬂf eTIPI(F) = (Fi) (5).

3
2, (2mh)2 A

V opa¢ném sméru se jedna o inverzni Fourierovu transformaci

0(@) = (@lo) = [ @ @R = [ d i) = (F10) (@)

3
A (2mh)?2 A

Operatory muzeme v p reprezentaci rozepsat podobnym zpusobem jako ((10.2])

/d3 /d3p’ 17) p\A@m /cf” /d3p’Ap P[P (Pl
R3 A(pﬁ) R?

Vztah mezi maticovymi elementy operatoru v x a p reprezentaci je
Agp) = WA= | @ @) 4| e m@ )|
R3

R3
= [#e [0 g An e
R3 R3



Operator hybnosti mé v p reprezentaci jednoduchy tvar, protoze jeho maticové elementy
jsou diagonalni

A 1 _iF. ey — . 0 gz
<ﬁ’P]|]5> = (27Th)3 /d3$ /d3x’ e P 5("15/ — I’) (—Zha—x]) ehp
R

coz muzeme zapsat alternativné pusobenim na vlnovou funkei v p reprezentaci

P(5) = pib(p).

Toho jsme vyuzili napt. pii feSeni Schrodingerovy rovnice pro volnou ¢astici, ktera v p
reprezentaci pfejde v obyc¢ejnou diferencialni rovnici 1. fadu

() = L) = in 2.

Z operatoru polohy se v p reprezentaci stane derivace podle slozek p, protoze pro maticové
elementy nalezneme

01X =

Operator potencidlni energie v p reprezentaci diagonalni obecné neni, jeho maticové ele-
menty jsou
By e P ¥ 5(7 — B)V(Z)er??

Vi = d*x

_ 3 -

R3
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Sféricka souradnicova reprezentace

Casto je vyhodné pracovat ve sférickych souradnicich misto v kartézskych (zejména kdyz
fesime bez¢asovou Schrodingerovu rovnici pro ¢astici ve sféricky symetrickém potencialu).
Vyjadirime polohovy vektor ve sférickych soufadnicich

x1 = rsinfcosp,
To = rsinfsinp,
r3 = rcosb,

a preznacime zobecnéné vlastni vektory polohy |¥) = |rfy) (r, 8 a ¢ budou vzdy znadit
sférické souradnice vektoru &). Pro tyto kety pak plati relace

(r'e'|rop) = —125(7"' —1)d(cos b — cos0)d(p — p),
r
T 2m

/ 2y / sin 06 / dolr.0.0)r 0.0 = I
0 0

0

Rozkladem stavu [¢) do |[rfy) je vinova funkce ve sférickych souradnicich
»(r, 0, 0) = (roply).
Hilbertiiv prostor H = L? (R3, d®z) lze rozloZit na tenzorovy soucin
H~H, @Ha,
kde H, je prostor kvadraticky integrabilnich funkci na polopiimce
H, = L* ((0, 00), 7’2d7‘) ,
a Hq je prostor kvadraticky integrabilnich funkei na jednotkové kouli
Hao = L* ({0, 7) x (0,27),sin 0dOdy) .
V prostoru Hg zname ortonormalni bazi tvorenou spole¢nymi vlastnimi vektory L?a Ly

L|lm) = RA(1+1)|im),
Ls|llm) = mhllm),

kterym ve sférickych souradnicich odpovidaji kulové funkce
Yim (0, 0) = (O|lm).
Z rozkladu jednotky v Hq

> " fim)(im| = I,
Im
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plyne identita
Z Ylm P m(97 QO) = 5(COS 0" — cos ‘9)6(30, - 90)

Rozsitenim o |r) dostaneme bazi H tvofenou zobecnénymi spoleénymi vlastnimi vektory
#, L?, Ls, pro které plati

1
(r''m!|rim) = ﬁ5(r — 1) 0 O s (10.5)
/T2d7" Z|rlm><7’lm| = I (10.6)
0 l,m

Pro skalarni souc¢in ketu |rim) a |#’) dostaneme

1 / T
=00 = 7)Y (0, ¢).

r2

(Z|rlm) = ('8 P |rim) =

Odtud plynou pfevodni vztahy mezi |¥) = |rfp) a |rlm)

o) ™ 27
[rlm) = /dgas’ (@ |rim)|7) = /T'er /Siﬂ@'d@' /dgp’(r'@'g@’\rlm>|r'9'g@’)
R3 0 0 0
iy 2m
= /sin@’d@’ /d(p’ (0,0 |[r0' ).
0 0
Inverzni vztah méa diky (10.6) tvar
|7) = /T'er' Z( "Im|rfo)|r'lm) = ZYlm ©)|rim).
0 lm

Castice ve sféricky symetrickém potencialu

Uvazujme nyni bezc¢asovou Schrédingerovu rovnici se sféricky symetrickym potencialem
V(r). Hamiltonian je tedy skalar, ma spolecné vlastni vektory s L? a Ls. Ozna¢me j je jako
kety |Elm), ve sférickych soufadnicich jim odpovidaji funkce

Veim(1,0, 0) = Ren(r)Yim(0p) = (rfp| Elm).

Rovnici na vlastni ¢isla vynasobime zleva (r'l'm/|

(r'l'm!|H|Elm) = E('U'm|Elm) = ERpgi(r")01mm (10.7)
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a levou stranu upravime s pouzitim ([10.6) do tvaru

('U'm/|H|Elm) = ('I'm/|H /r2d7“ Z|7“LM>(7’LM| |Elm)
0 LM
2 170, 1 T
= /7“ dr Z (r''m'|H|rLM) (r LM |Elm;)
0 EM by (00 )3 0 ing BEn(r)OLi6asm

o0

= /err Hi(r',7)Re1(r) 01 O -

0

Dosazenim do rovnice ((10.7)) dostaneme

o0

/err Hy(r',7)Rgi(r) = ERg/(r"). (10.8)

Urc¢ime maticové elementy hamiltonianu, ktery ma ve sférickych souradnicich tvar

1, oot 20 1 .
H:—P2+V:——( + )+ L2+ V(r).

oM oM \or2 " ror M 12

S pouzitim (10.5) nalezneme

L ) 1, (9 20 R+ 1)
<T’ lm|H|rlm> = Hl(?” ,T’) = —5(T - 7") [—m (% + ;5) + W + V(T)

Dosazenim do (10.8) pak dostaneme diferencialni rovnici pro radialni funkei Rpg(r)

h? d? 2d hzl(l +1)
{_W (ﬁ - ;5) + M r2 + V(T)} Rpi(r) = ERg(r), (10.9)

kterou jsme minuly semestr fesili napt. pro izotropni oscilator nebo ¢astici v coulombickém
poli. Pfipomenime, Ze radialni funkce Rpg(r) musi byt omezena (pro vazané i rozptylové
stavy). V okoli nuly se musi chovat jako

REl(T)NTl, 7“<<1.

Asymptotické chovani pro r — oo zavisi na tvaru potencialu.

Zobecnéné vlastni funkce volné Castice s momentem hybnosti

Podivejme se na bezcasovou Schrodingerovu rovnici pro volnou ¢astici. Vime, ze spektrum
hamiltonianu je ¢isté spojité a odpovida intervalu (0, 00). V kartézskych souradnicich se za
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zobecnéné vlastni funkce hamiltonidnu voli spoleéné vlastni funkce s hybnosti, tj. rovinné
viny (10.4)), pro které plati

2

. : p
Pyby =piby,  Hip = m%-

Muzeme ale také hledat spolecné zobecnéné vlastni funkce s momentem hybnosti. K tomu
vyuzijeme rovnici pro radialni funkci 1) Zavedeme vinovy vektor k£ = }%ﬁ a preznacime
Rpi(r) na Ry (r), pak z (10.9) dostaneme

Kd—ergi) l(l+1)+k2]R ((r) = 0.

dr?  rdr 72

Rovnici vydélime £? a udélame substituci kr = z, Ry (r) = Ry(z), vysledna rovnice bude
mit tvar (Carka znaci derivaci podle z)

I(1+1)
22

R/ (2) + g’R;(z) + (1 — ) Ri(z) = 0. (10.10)

Toto je tzv. sférickd Besselova rovnice. Jeji obecné feseni mé tvar linedrni kombinace sférické
Besselovy funkce j;(z) a sférické Neumannovy funkce n;(z2)

Ri(z) = aji(z) + by (2),

které jsou definovany vztahy

i) = (o (L) e

zdz 2
1d\'cosz
m(z) = —(=2) (;@) P

Rozvojem S22 g 2% do mocninné rady lze ukdzat chovani funkef v okoli nuly
!
: 2 (21 —1)N
jl(Z) ~ m, n1(2> ~ —T, z L 1.

Pro velka z pak plati asymptotické chovani

1 l 1 [
Ji(z) ~ Zsin (z— g) ;o my(z) ~ — cos (z— g) , 2> 1

Pro ilustraci jsou na obrazku zobrazeny sférické Besselovy funkce (vlevo) a sférické
Neumannovy funkce (vpravo) prol =1,2,3.

Sférické Neumannovy funkce diverguji v nule. Protoze radialni funkce Ry;(7) je omezené,
musi byt tmérna sférické Besselové funkci j;(kr). Pro sférické Besselovy funkce plati relace
ortogonality

2 o /
/jl (kr)g(K'r)redr = 2k25(/€ K.
0
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051

-0.51

z

0
Obrazek 10.1: sférické Besselovy funkce (vlevo) a sférické Neumannovy funkce (vpravo) pro
[ =1 (plnd modré ¢ara), [ = 2 (Carkované cervena Cara) a [ = 3 (¢erchovand Cerné cara).

Zobecnéné vlastni stavy hamiltonianu volné céstice, které maji soucasné ostré hodnoty

momentu hybnosti, a jsou normalizované k d-funkci, pak maji tvar

Yrim (7,0, @) = \/gkjl(kr)Y}m(G, ©).

Plati pro né vztahy
A h2k?
H m  —  aar my
Vi Wi Vg
Latbkim = mhapyim,

L*Ypm = R+ 1D)pm,
= 5(K = k)OO -

(wk’l’m/a wklm) -

Pro zobecnéné vlastni funkce vy, lze navic ukazat, ze tvori béazi Hilbertova prostoru.
Miuzeme do této béze rozlozit i rovinnou vinu (10.4). Lze ukazat, Ze plati vztah
k-
> , (10.11)

P A CERICSY: ( .

1 k@ _

V() = e
#(7) (27h) (27h)2
kde Pi(t) = PP(t) jsou Legendreovy polynomy. Ze vztahu pro pridruzené Legendreovy

polynomy pro m = 0 nalezneme
1 d o,
= ——(t* -1
0 = g ga "t — Y

Legendreuv polynom lze rozlozit do kulovych funkei
!
(10.12)




kde 7i; jsou jednotkové vektory s prostorovymi thly 6;, p; a Y, (7;) = Yin(0:, ¢;). Vzorec
(10.11) pak miizeme prepsat do tvaru

Oel@) = %ZZiljl(kr)Ylm (R/R) Yo (@) (10.13)
1 & : it
= 2 2 o (R/) vhantr ),

kterému se Tika rozklad do parcidlnich vin. Ten vyuZijeme v teorii rozptylu. Ve specialnim
pripadé, kdy k = (0,0, k) a tedy k - & = kr cos 6, plati

20+1

Vi (k/k:) Yin(0,0) = | =——0no.

Rozklad rovinné viny pak mé tvar

o0

(2 7 Zzl (20 4+ 1)gi(kr) P, (cos 0) =
)? =

Z "2+ 1ji(kr)Yio (0, ) .
- (10.14)

91



Kapitola 11

Matice hustoty

Prehled teorie

Zavedeni matice hustoty

Matice hustoty predstavuje obecnéjsi popis stavu kvantové ¢astice. Obecné se definuje jako
operator p, ktery hermitovsky, pozitivni a ma jednotkovou stopu, t;j.

p=p, p>0 Trp=1 (11.1)

Stopa operatoru A je rovna souc¢tu diagonalnich maticovych elementii v libovolné bazi, tj.
je rovna sumé jeho vlastnich ¢isel a;

Tr A=Y (i|Ali) =) a: (11.2)
Stopa je linearni
Tr (A—i—ozB) =Tr A+ oTr B,
a nemeéni se pii cyklické zdméné operatori
Tr <AB> =Tr (BA) ,

pricemz tato rovnost plati i pokud operatory zobrazuji mezi jinymi vektorovymi prostory.
Matice hustoty ma tedy nezaporna vlastni ¢isla p; > 0, jejichz soucet je jedna

Trp=)» p=1 (11.3)

Muzeme je interpretovat jako pravdépodobnostni rozdéleni. Ozna¢me prislusné vlastni vek-
tory p jako [i;). Vlastni ¢islo p; ma vyznam pravdépodobnosti nalezeni ¢astice ve stavu
|1;). Lze ukazat, ze matici hustoty lze vzdy diagonalizovat, mé maximalné spo¢etné mnoho
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vlastnich ¢isel a jediné vlastni ¢islo, které mize mit nekone¢nou nasobnost, je 0. Vlastni
vektory |1);) tvoii ortonormalni béazi. Kazdou matici hustoty lze zapsat ve tvaru

p= szwzx%‘ (11.4)

Ketu [¢), ktery jsme dosud pouZzivali k popisu stavu kvantové ¢astice, odpovida matice
hustoty p = [¢) (1], tj. ortogonalni projektor na jednorozmérny podprostor v H urceny
vektorem |[¢)). Takové stavy se oznacuji jako ¢isté. Ostatni matice hustoty popisuji smiSené
stavy. Snadno se ovéii nasledujici tvrzeni:

Tr p* < Tr p, (11.5)

kde rovnost nastava pravé tehdy kdyz p je Cisty stav.

,

Predpovédi vysledkii méreni

Uvazujme ¢astici ve stavu popsaném matici hustoty p (11.4). Pravdépodobnost, Ze ji na-
lezneme v ¢istém stavu |¢), je pak rovna

Wissjpy = Z]%VWW—W) = ZPH(@W&P = (p|ple). (11.6)

Pravdépodobnost naméreni vlastni hodnoty a pozorovatelné A je ddna vztahem

Wﬁ,a = Zpimm),a =Tr (paﬁ> ) (117)

kde P, je ortogonalni projektor na podprostor s vlastni hodnotou a, tj.
P, =Y la,k)(a,k|. (11.8)
k

Zde kety |a, k) tvoii ortonorméalni bazi v daném podprostoru. Pokud a je nedegenerovana
vlastni hodnota, pak P, = |a)(a| a vatah (11.7) se zredukuje na

Wia =Tt <]5a|a)<a|> — (alpla) = Wisw. (11.9)
Pro stiedni hodnotu A ve stavu p plati
A=Y aWu= Y amr (Paf)) - (Aﬁ) , (11.10)
aco(A) aco(A)
kde jsme vyuzili spektralni rozklad operatoru A
A=Y ab.
aco(A)

Po méfeni s vysledkem a se stav zméni na

A

A P.pP,  P.pP, PP,

i = i T = (11.11)
Tr (PaﬁPa) Tr <Pa,6> pa
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Meéreni bez rozliseni vysledki

Pokud pozorovatelnou A zmérime, ale nezname vysledek méreni, pak je stav Castice popsan

matici hustoty
Pi= Z PizaWia = Z PopPa. (11.12)
aco(A) aco(A)

Takovymto mérenim se obecné z ¢istého stavu stane smiSeny, jak si ukdZzeme na nésledujicim
prikladu. Uvazujme pro jednoduchost pozorovatelnou A s ¢isté bodovym spektrem

Alj) = a;lj).
Ptred mérenim bude ¢astice v néjakém c¢istém stavu

b) =Zaju>, a; = (jly).

Predpokladame, Ze alespoii dvé «; jsou riizné od nuly, tj. |¢) neni vlastni vektor A. Matice
hustoty, ktera tomuto ¢istému stavu odpovida, je rovna

p= 1) (0] = Zo{yakb (11.13)

Operator p ma tedy v béazi vlastnich vektoru A maticové elementy
(lplk) = o, (11.14)
takze matice p je v této bazi nediagonalni. Udélame nyni mérent A bez rozlisovani vysledkii.
Stav po takovémto méreni je podle vztahu (11.12)) roven
pa= Y INUIAN G =D layPli il (11.15)
J J
Tento stav ma nenulové jen diagonalni maticové elementy, protoze

(11p alk) = lo |01 (11.16)

Protoze predpokladame Ze |¢) nebyl vlastni vektor A, plati pro vSechny i nerovnost 0 <

li]? < 1 a tedy
Tr p% = Z oyt < 1.
J
Méfenim bez rozliseni vysledku se tedy z ¢istého stavu [¢) stal smiSeny stav p ;. Pozname-
nejme, ze pravdépodobnosti naméfeni hodnoty a; jsou stejné ve stavu [¢) i p4

Wigas = |(EH0)* = laal” = (il p4]0) = W 4 a0 (11.17)
Vice informaci uz ale ve smiSeném stavu p; neni, je zavisly pouze na |ai\2. SmiSeny stav
p 4 je tzv. nekoherentni superpozice bazickych keti |7), tj. jejich klasicka statistickd smés,
kdy nevime nic jiného, nez 7e s pravdépodobnosti |a;|* najdeme ¢astici ve stavu ). éisty
stav [¢) obsahuje v ur¢itém smyslu vice informaci nez smiSeny stav p, protoze [¢) je
urcen komplexnimi ¢isly a;. Clsty stav |¢) je tzv. koherentni superpozice bazickych ket

|7) (resp. kvantova superpozice), kde zname i relativni faze mezi bazickymi kety |7).
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Entropie kvantového stavu

Mnozstvi informaci ve stavu miizeme kvantifikovat pomoci von Neumannovy entropie
S(p)=—Tr (plnp). (11.18)

Z rozkladu ([11.4) dostaneme

S(p) = — Zpi Inp; = S({p:}), (11.19)

tj. von Neumannova entropie stavu p je shodna s Shannonovou entropii pravdépodobnost-
niho rozdéleni {p;}. Cim vétsi je entropie tim mensi je mnoZstvi informaci obsazené ve
stavu p. Pro ¢isté stavy je jen jedno z p; = 1, ostatni jsou rovné nule, a tedy

S(l) (]) = 0. (11.20)

Ciste stavy obsahuji maximalni mozné mnozstvi informaci. Poznamenejme, ze kazdy cisty
stav 1ze chapat jako vlastni vektor néjaké uplné mnoziny pozorovatelnych. SmiSené stavy
maji kladnou entropii. Pokud ma Hilbertiv prostor konecnou dimenzi N, pak existuje stav
s maximalni entropif - tzv. maximalné smisSeny stav

1

=1 11.21
== ( )

Pro tento stav je p; = takze jeho entropie je rovna

1
N
S(p) = In N, (11.22)

coz je maximéalni moznd hodnota pro pravdépodobnostni rozdéleni N prvkia. V tomto
stavu maji vSechny vysledky méteni stejnou pravdépodobnost (rovnou %) pro vsechny
pozorovatelné s prostym spektrem. V tomto smyslu maximalné smiSeny stav nenese zadnou

informaci o vysledcich méreni.

Dekoherence

Nenulové mimodiagonalni prvky matice hustoty se ¢asto oznacuji jako kvantové koherence.
Proces zmensovani téchto nediagonalnich prvki se nazyva dekoherence. Diisledkem deko-
herence je ztrata kvantovych efekti jako napf. vymizeni interference. Uvazujme dvoustér-
binovy experiment. Stav ¢astice po prichodu stérbinou j oznac¢ime jako |1;) (predpokla-
dame, ze (1;|1;) = d;;). Kdyz neni mozné rozlisit, kterou Stérbinou ¢Castice prosla, je jej
stav popsan koherentni superpozici

1

V) = (|Y1) + [w9)) ,

S

2
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coz je ekvivalentni matici hustoty

p= 1)1 = 5 (In) Gl + ) ol + W) + o] )

Pravdépodobnostni rozdéleni dopadii ¢astice na stinitko je rovno (jde samoziejmé snadno
urcit i ze vztahu w(z) = [{x])|?)

1
ww) = (elple) = 5 (@l Wale) + olon) (Walo) + (olua) (irla) + (@liz) (vla) )
= 5 (D) + (o)) + T @hin(a) + () P)
Prostiedni dva ¢leny zpiisobuji interferenéni maxima a minima. V piipadé, ze dojde k uplné

dekoherenci, napt. interakci s okolnim prostfedim nebo vlivem méfeni trajektorie ¢astice,
bude stav ¢astice popsan klasickou statistickou smési stavii [¢) a [1)9)

pr=5 (1) W] + [2) (¥al),

N | —

tedy jejich nekoherentni superpozici. Pravdépodobnostni rozdéleni dopadu ¢astice na sti-
nitko bude priumér pravdépodobnosti dopadu, kdy je oteviena vzdy jen jedna $§térbina

(a(@)* + [ta(2)]?) -

N | —

w(z) = (@lfle) = 5 ({eln) o) + (el (ola) ) =

V disledku tplné dekoherence dojde ke ztraté interferenéniho obrazce. Pri ¢astecné dekohe-
renci, kdy se velikost mimodiagonélnich maticové elementy zmensi ale nebudou rovné nule,
bude interference hufe viditelnd — snizi se rozdil mezi interferen¢ni maximy a minimy.

Casovy vyvoj matice hustoty pro uzavieny systém

Pro uzavieny systém se Cisté stavy vyviji s ¢asem podle Schrodingerovy rovnice
L 0 -
i {0(0)) = HIG (). (11.23)

Hermitovskym sdruzenim dostaneme vyvoj bra

.0 -
— i ((0)] = (0 (0) (11.24)

Pro matici hustoty, kterda ma v ¢ase t = 0 tvar (L1.4]) plati

pt) = ZPHM@))(%@)!. (11.25)
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Urc¢ime casovou derivaci, vyuzijeme Schrodingerovy rovnice (11.23)), (11.24]) a nalezneme

G = 2» (m (%) (Wi()] + [i(1)) (m%))
= > (B )0 — () (1) )
- [ﬁ”ﬂ' (11.26)

To je tzv. von Neumannova rovnice. Je kvantovou analogii Liovillovy rovnice z klasické sta-
tistické mechaniky, ktera popisuje ¢asovy vyvoj pravdépodobnostniho rozdéleni na fazovém
prostoru

5 =

w OH ow  OH dw
2 (8:@ op:  Op; 3%) = {H,w}. (11.27)

)

. . 1

Matice hustoty pro spin 5

Jako piiklad si ukdzeme matici hustoty pro ¢éstici se spinem 3, kdy H = Span (|z,+), |z, —)) ~
C2. Stejny popis lze pouzit pro jakykoli kvantovy systém s dim H = 2, ale pro spin % je
interpretace nejnazorné€jsi. Budeme pracovat v béazi vlastnich vektort S., t].

|z, +) = (é) , z—) = (2) : (11.28)

Operator p je pak reprezentovan 2 x 2 matici p. V prostoru 2 x 2 matic lze zvolit bézi
tvorenou jednotkovou matici I a Pauliho maticemi o;. Matici hustoty p tak urc¢ité¢ mizeme
zapsat ve tvaru

p =al + bjo;. (11.29)
Pripomenme, Ze pro Pauliho matice plati vztahy
o;j = o, Tro;=0, (11.30)
gi0; = 6”] + isijkak. (1131)
Z (11.30) plyne
1
bjeR, a= 3 (11.32)

Stfedni hodnoty Pauliho matic ve stavu p jsou diky ({11.31)) rovny
(0),=Tr (op) =Tr (ao; + bjo;0;) = b/Tr I = 2b;. (11.33)
Zavedeme-li vektor polarizace p’ se slozkami

pi = (0i)p, (11.34)
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pak plati b; = %pi. Obecné matice hustoty pro spin % mé tedy tvar

1o 11+ —i
p(@25(1+p.g):_( bs pg)_ (11.35)

2 \p1+ip2  1—ps
Vlastni ¢isla matice (11.35]) jsou

1£p
Ae=—— p= \/ D1+ D3+ p3. (11.36)

Aby p byla legitimni matice hustoty, musi byt pozitivni, tj. jeji vlastni ¢isla musi byt
nezaporna. To je splnéno pokud

pP=pi+pi+ps <1 (11.37)

Tato nerovnost definuje tzv. Blochovu sféru. Povrch sféry odpovida ¢istym staviim, protoze

1 1
p* = — I+ 2po;+ pipjoio; | == ((1L+p*)] +25-5) (11.38)
4 - 4
p2I
a tedy
2 _ 1 2y L 2 _
Tr,o—2(1+p)—1<:>p—1. (11.39)

Vnitiek Blochovy sféry tvori smiSené stavy.

Reknéme, e budeme méfit projekci spinu do sméru urc¢eného jednotkovym vektorem
fi. Jsou dva mozné vysledky, projekce muze byt bud kladna nebo zaporna. Vysledkim
odpovidaji stavy |7, +), pro které plati

h

. h
Salil, £) = gt - 7|1, &) = £ |7, £). (11.40)

Vektory polarizaci téchto ¢istych staviu jsou 7. Z definice (11.34)) totiz plyne
ProtozZe oba vektory 7 a p' maji velikost 1, musi byt p'= £7. Projektor na stav |77, +) tedy
odpovida matici hustoty (11.35)) s p = £

Py y = |, +) (i1, £| = p(ii) = 5 (I £7i- 7). (11.42)

Pravdépodobnosti naméreni kladné nebo zaporné projekce ve stavu p(p) (11.7)) jsou diky
(11.30) a (11.31f) rovny

. 1 5 o
1
= T <I £ GG P ienipon )
1
= j(lE7-p). (11.43)



Pro stredi hodnotu projekce spinu do sméru 7 pak nalezneme

~

A h L oL h Y o o o .
( ﬁ>p(ﬁ) = Tr (Sﬁp(ﬁ)) :ZTT (n-d(I+p-a)) :ZTT (-0 +7-p I +igienipior)

L. h
= 517 (=5 W~ W) ). (11.44)

Ze vztahu je vidét rozdil mezi ¢istymi a smiSenymi stavy pro spin % Pro cisty stav
(p = 1) existuje smér 77, do kterého s pravdépodobnosti 1 naméfime kladnou projekeci —
je samoziejmé identicky s vektorem polarizace stavu p. Pro smiSené stavy (p < 1) takovy
smér 7 neexistuje, protoze 7 - p < 1. Ve smiSeném stavu tak muzeme s nenulovou prav-
dépodobnosti namérit kladnou i zdpornou projekci spinu do libovolného sméru. Specialné,
pro p'= 0 je pravdépodobnost naméfeni kladné i zaporné hodnoty do libovolného sméru 7
stejna

1
W)+ = 3 (11.45)
Matice hustoty pro p = 0 je nasobkem jednotkové matice
1
p(0) = 5], (11.46)
a je to tedy maximélné smiSeny stav, ktery nenese zadnou informaci o hodnoté projekce

spinu.

Na matici hustoty lze vidét analogii mezi stavy Castice se spinem % a polariza¢nimi
stavy svétla. Cisté stavy odpovidaji uplné polarizovanému svétlu, smisené ¢astecné polari-
zovanému svétlu a maximalné smiseny stav odpovida zcela nepolarizovanému svétlu. Neni
to nahoda, polarizace svétla je na kvantové trovni urcené projekei spinu fotonu na jeho
smér Sifeni (tzv. helicitou). Foton ma sice spin 1, ale protoZe se jedna o ¢astici s nulo-
vou klidovou hmotnosti, helicita mize nabyvat jen hodnot +1. Kladné helicita odpovida
pravotoc¢ivé polarizaci, zaporna levotoc¢ivé.

Uvazujme nyni spin % ve stavu p(p) (11.35)), na kterém provedeme méfeni spinu do osy
z. Pravdépodobnosti vysledki méfeni jsou podle (11.43)) rovny

1
Wo,z+ = 5(1 £ ps). (11.47)

Reknéme, ze naméfime kladnou projekci, stav po méfeni bude podle (11.11) odpovidat
¢istému stavu |z, +)

R PZ Aﬁz z,+ )z, +|plz, +){z, + 1 0
o = —Plor BB = () ). Ly
Tr (PZ’J”@PZ’+> <Z7+|p|27+>
Pokud provedeme méteni ale nemuzeme rozlisit vysledek, pak stav je podle (11.12)) roven
/32 = pz,+pApZ,++p,*/3p7*:|Z7+><Zv+|ﬁ|zu+><zv+|+’27_><Z7_‘16‘Z7_><Z7_|
1 14 ps3 0
= Wopasls e 4 4 Wl -l =5 (57 0,00 (v
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Na zavér tohoto prikladu uvazujme ¢asovy vyvoj matice hustoty (11.35]) s hamiltonia-
nem danym matici

(B 0\  Ei+E Ey— Ey
H_(O E2>_ e (11.50)

(Pro spin % v homogennim magnetickém poli ve sméru osy z by platilo H = pyBos, tj.
Ey = uoB a Ey = —pugB.) Z von Neumannovy rovnice ((11.26) dostaneme

FE,—F
% = =B

ot
Ey — By

= T 5 i(pro2 — p201), (11.51)

[037171‘%‘]

coz mizeme maticové zapsat ve tvaru

m( bs P _.%) = (Ey — E») <_< 0 b1 —Oim) . (11.52)

p1+ip2 —Ds p1+ip2)
Ihned vidime, Ze tfeti slozka vektoru polarizace je konstantni
ps = 0= ps(t) = ps. (11.53)
Oznacime si z = p; — 1Py, rovnice ((11.52)) jsou pak ekvivalentni
ihi = (B — Ey)z —> 2(t) = 2(0)e #(F1=F2)t, (11.54)

Matice hustoty v Case t je pak rovna

A R o L W
=3 : — p(A(1)), 11.55
=3 (<><> . pl(E) (1155
kde vektor polarizace v ¢ase t ma tvar (zavedli jsme o = —Elg@)

pi(t) = picosat — pssinat,
pa(t) = pysinat + ps cosat,
ps(t) = ps. (11.56)

éasovy vyvoj odpovida rotaci vektoru polarizace o thel at okolo osy z

cosat —sinat 0 D1 p1cosat — pgsinat
P (t) = R.(at)p” = | sinat cosat O |po| = | pisinat +pycosat | . (11.57)
0 0 1) \ps Ps
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Matice hustoty slozeného kvantového systému, redukované stavy

Uvazujme kvantovy systém slozeny ze dvou ¢astic A, B, s Hilbertovymi prostory H,4 a
‘Hp, tj. celkovy Hilbertiv prostor je H = Ha ® Hp. Oznacime ON bézi v H 4 pomoci ket
|m) a ON bazi v Hp pomoci |u). Baze v H je potom tvofena vektory |m) @ |u) = |m, p) .
Pripomenme nejprve popis ¢istych stavi slozeného systému. Obecny stav lze zapsat v bazi
{|m, )} jako superpozici

’\D> = Zam7u‘m7u>7 Oémyﬂ = <m7#’@>'
M

Rekneme, 7e stav |U(?)) je separovany (faktorizovany), pokud existuji [¢1) € H a [1)s) €
Hp takové, ze plati

(WP = Jopy) @ [eha).

Pokud |¥) nelze zapsat v tomto tvaru, pak se stav nazyva provazany (anglicky entangled).
SmiSené stavy rozdélime analogicky. Obecny smiSeny stav je matice hustoty p na H, tj.
pozitivni hermitovsky operator s jednotkovou stopou. V bazi {|m, u)} ma tvar

p= Z pm,u,nu|maﬂ><n7y|a Pmpny = (m, plpln, v). (11.58)
m,p,n,v

Pokud existuji matice hustoty p; a py pusobici na H a Hp takové, ze plati
pUP) = P @ po, (11.59)

pak smiSeny stav p*?) je separabilni. Pokud takovy rozklad neexistuje pak stav p je pro-
vazany.

Uvazujme nyni otazku, jak popsat stav castice A, resp. B, pokud zname stav slozeného
systému p. Oznacme tyto tzv. redukované stavy jako pa, resp. pp. Redukované stavy jsou
urceny pozadavkem, aby vysledky méfeni vSech lokalnich pozorovatelnych na ¢astici A (B)
byly v redukovaném stavu p4 (pp) stejné, jako ve stavu p, tj.

V CW=C®lp, (CW),=(C)s,, (11.60)
analogicky pro pg. Pro maticové elementy lokalni pozorovatelné na ¢astici A plati
Chass = (k,@|C ® Ip|l, B) = (k|C|1)3as = Chidas.
Ze vztahu pro stfedni hodnotu pozorovatelné (11.10)) dostaneme

(W) = T (CW5) =T (Z Olii:?mupmu,m> =T (ZCampmmnu)

m,p m,p

= > ComPrmpunns (11.61)

m,p,n
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Podobnym zptisobem upravime stfedni hodnotu C ve stavu pa

() = Tr (@M) = Tr (Z Ck,mpAm,n> = ComPamn (11.62)

Porovnanim (11.61)) a (11.62)) nalezneme maticové elementy redukovaného stavu p

(mlpaln) = pamm = D Pmpe (11.63)
m

Timto vztahem se definuje ¢astecna stopa pies systém B

pa="Trg p= Z (Z pmumu) [m)(n]. (11.64)
m,n I

Analogicky redukovany stav Géastice B dostaneme Géstecnou stopou pres systém A

pp="Trap=>_ (Z pm#mw) ) {v]. (11.65)

W,V
V pripadé, Ze je smiSeny stav p separabilni (11.59), pak
Pmpny = <m7:u|la|n7 V> - <m7 Mlﬁl ® /32|n7 V> = <m|ﬁ1|n> <:u|152|y> = PlmnP2uy (1166)

a pro redukované stavy plati

pa = Zplm:” (Z p2mu> m){n| = Zplm,n|m><n| = p1,
m,n H m,n

——
Tr po=1
ﬁB - Zp2#7V (Zplm,m> |/1“><V| - ZPQMV|'U’><V| = ,52.
wv m v
—
Tr p1=1

Separabilni stav je tedy roven tenzorovému soucinu redukovanych stavi
pA(sep) = pa® pp.

V separabilnim stavu jsou vysledky méteni lokalnich pozorovatelnych na sobé zcela ne-
zévislé, tj. nejsou mezi nimi zadné korelace. Naopak, provazané stavy 5" nejsou rovny
tenzorovému soucinu redukovanych stavi a vysledky méreni lokalnich pozorovatelnych jsou
néjakym zptsobem korelovany, jak uvidime na nésledujicim piikladu.
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Dva spiny % v singletnim stavu

Uvazujme dva spiny % v singletnim stavu

) = — (2 4) ® |2 =) — |2, =) ® |2, +))

V2

Urcéime nejprve matici hustoty tohoto stavu a redukované stavy ps a pg. Budeme pracovat
v bazi{|z, £) ® |z, £) = |z, £; 2, £) } analogicky jako v (11.28)), t;j.

|2, 4) @ |z, +) |2, 45 2,4) = , B ®lz,-) =z 452, )

"27_>®|Za+> ’Z,—;Z,+>E ) ’Z,—>®|Z,—> E‘Z,—;Z,—>

_— o O O O O

_ 0 O o O oo

0

Matice hustoty singletniho stavu je projektor

N 1
—|Z,—;Z,+><Z,—|—;Z,—|+|Z,—;Z,+><Z,—;Z,—|—|)
0 0 0 0
_1fo 1 -1 0
210 =1 1 O
0 0 0 0

Redukované stavy obou ¢éstic jsou stejné

1 1. 110
pa=pn = (a0t + 10 -1) =57 =3 (g ).

jsou rovny maximalné smiSenému stavu. Projekce spint jednotlivych ¢astic tedy nejsou
viitbec urc¢ené — do vSech sméru jsou pravdépodobnosti kladné i zdporné projekce rovné
%. SloZeny systém je ale v ¢istém (provazaném) stavu, takZe obsahuje maximalni mozné
mnozstvi informaci. Ty jsou ve vzajemnych korelacich mezi vysledky méfeni projekei spinu
jednotlivych ¢astic. Pokud namérime kladnou projekci spinu prvni ¢éastice do osy z, pak
stav obou ¢astic bude

'65”9):«}/‘1/2 = |Z7+; <, _><Z7 +5 2, _|7

coz je ¢isty stav kdy druha c¢éastice ma zapornou hodnotu projekce spinu do osy z. Pokud
vysledek méteni na prvni ¢astici bude zaporna projekce, pak stav bude

ﬁggl):—h/Q = |Z7 5% +><Za - Z7+|
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To je opét cisty stav, kde druhé ¢astice ma kladnou projekci spinu do osy z. Vysledky
méfeni projekel spinu 1. a 2. ¢astice do osy z jsou tedy perfektné antikorelovany. Stejné
perfektni antikorelace plati pro méreni projekce spinu do jakéhokoli sméru 77 stejného pro
obé castice. Singletni stav je totiz rota¢né invariantni, tj.

Ry ® Rply™) = [¢7),
kde R( A,B) jsou stejné rotace spinu ¢astice A, B. Singlet je vlastni vektor celkového momentu
hybnosti s vlastnimi ¢isly j = m = 0, takze pro vSechny slozky celkového momentu hybnosti

plati jk|w*> = 0. Odsud skute¢né plyne rota¢ni invariance (@ je libovolny jednotkovy
vektor)

Ra® Ruly™) = Rlg™) = e i) = ™) = [u7).
Oznaéme R(i) rotaci, kterd zméni |z, +) na |7, £)
R(7D)|z, ) = |77, £).

Diky rotac¢ni invarianci pak singletni stav miizeme zapsat ve tvaru

[6) = == (4§ . =) = . =) © . +)),
pro libovolny smér 7i. Projekce spinii 1. a 2. druhé ¢astice do stejného sméru jsou tedy vzdy
perfektné antikorelovany.

Korelace jsou samoziejmé pritomné i v klasické fyzice, resp. v klasické teorii informace,
ale kvantové korelace mohou byt mnohem silnéjsi. Situace jako u singletniho stavu, kdy jsou
veskeré informace obsazeny v korelacich, nemiize v klasické fyzice nastat. Uvazujme dvé
klasické ndhodné veliciny A a B s hodnotami a,, a b,, které nalezneme s pravdépodobnosti
Pm,u- Pak mizeme zavést marginalni rozdéleni veli¢in A, resp. B, jako

pf@ = me,ua pf = me,u-
m m

Pokud jsou veli¢iny A a B nezavislé, pak pp,, = pépf , vV opatném piipadé mohou byt
néjakym zpusobem korelované. Lze ukézat, ze v klasickém pripadé plati pro Shannonovy
entropie pravdépodobnostnich rozdéleni nasledujici nerovnosti

max {S({p;n }). S{py P} < SU{pms}) < S{pm}) +SEpi D)

Spolecné rozdéleni {p,, ,} musi tedy mit alespoii takovou entropii, jakou maji marginalni
rozdéleni {p;,“z}, {pf}. V kvantové mechanice to ale neplati, jak je vidét na prikladu sin-
gletniho stavu, kdy

S(lw™)w™]) = 0,
S(pa) = S(pp) = In2.

Pro von Neumannovy entropie matice hustoty slozené¢ho systému p a redukovanych stavi
pa.p 1ze odvodit tzv. Araki-Liebovy nerovnosti

15(pa) = S(pp)| < 5(p) < S(pa) + S(p)-
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Casovy vyvoj otevieného systému

Pod pojmem otevieny kvantovy systém se mysli systém interagujici s néjakym okolnim
prostiedim, rezervoarem. Celkovy Hilbertuv prostor je H = Hg ® Hgr. Hamiltonan se da

zapsat ve tvaru R R . A A R
H=Hs¢®Ip+1Is® Hr + Hgp, (11.67)

kde jednotlivé ¢leny postupné popisuji hamiltonidn systému, rezervoaru a jejich interakci.
Reknéme, ze v ¢ase t = 0 je systém pripraven ve stavu 1g a rezervoar je ve stavu |¢g).
Slozeny systém je pak v separabilnim ¢istém stavu

[W(0)) = libs) @ |4R).

Evoluce slozeného systému je unitarni, tj. z ¢istého stavu |[¥(0)) se za ¢as t stane jiny ¢isty

stav |W(t)) dany vztahem A
(W(t)) = Ut)[¥(0)),

kde U (t) je operator ¢asového vyvoje pro celkovy hamiltonian H.V piipadé, kdy H nezavisf
na case, je U (t) = e ift, éasovy vyvoj systému nebo rezervoaru ale unitarni neni, protoze
U(t) # Us(t) ® Ug(t) (pokud je interakéni hamiltonidan Hgp netrivialni). Vlivem interakce
totiz dojde k provazani systému a rezervoaru a stav slozeného systému |¥(¢)) nemusi byt
separabilni. Redukovana matice hustoty systému pg(t) v Case t je obecné smiSeny stav.
Vlivem interakce s okolim dochézi k dekoherenci stavu systému.

Schrédingerovu rovnici pro slozeny systéme s hamiltonianem vétsinou neumime
vyfesit. Nicméné, pro redukovany stav systému pg lze za jistych predpokladu (slabé in-
terakce systému a rezervoaru, Markovovska aproximace) odvodit tzv. fidici rovnici (v Lin-
dbladovském tvaru)

8,65 1 [~ A A 1 (242
9ps _ 2 H’,A]Jr Z- LZ“LT——{LTL,-,A} . 11.68

ot h[sps ;7 Pskq = 5\ Likis Ps (11.68)
Prvni ¢ést odpovida unitarnimi vyvoji s hamiltonianen HY (je obecné ritzny od Hyg), druhé
predstavuje neunitarni ¢ast, kterou mizeme popsat napt. dekoherenci nebo disipaci energie.
L; jsou tzv. Lindbladovy skokové operatory.

Piiklady

Cviceni 35. Kvantovy LHO je v tepelné rovnovdze s okolim o teploté T'. Naleznéte matici
hustoty termdlniho stavu a urcete stredni hodnotu energie a pravdépodobnost namérent
hodnoty energie E, = (n + 1)hw.

Navod: Termalni stav je kvantovou analogii pravdépodobnostniho rozdéleni na fazovém
prostoru pro kanonicky soubor

1 1
w(z,p) = ;e"BH(z’p), z = /eﬁH(”’p)da:dp, B = T

r
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Matice hustoty termalniho stavu ma tedy tvar
Tr e BH

Budeme pracovat v energetické reprezentaci, tj. bazi vlastnich vektori hamiltonianu LHO

~

Pr

H|n) = E,|n).

Pro hamiltonian, resp. libovolnou funkci H, méme spektréalni rozklad
H=Y) Eun)(n| = f(H)=) f(E)ln)n|.
n=0 n=0

Odsud dostaneme

[e%S)
= Y E ) ),
n=0

oo oo
a Bhw e 2
T[' e_BH = 6_BE" = 6_ 2 e_ﬁhwn = — = Z.
Z Z 1 — e P
n=0 n=0

Matice hustoty termalniho stavu LHO je tedy rovna

pr = (1 - e’ﬁh‘“) Z e’m"""\m(n\.

n=0

Pro stfedni hodnotu energie LHO v termalnim stavu dostaneme

(e = T (Hpr) = (1= ) T {3037 e nm 4 3)hcl) gl

n=0 m=0 \Tizr/
= (1 — e—ﬁhw) Z e—ﬁhwn(n + %)hw — (1 _ e—ﬂhw) Beo (%ﬁ + Zne—ﬁhwn>
n=0 n=0
hew 0 1 hew hew
w9 _ hw
2 (1 )861—6*»%‘“ 3 T eme 1

Energii F,, naméiime s pravdépodobnosti

1
Wiy, = (n|prin) = (1 —e™7) e on — —e=0Fn,
z

Cviceni 36. Uvazujte LHO sw = = v ¢istém stavu popsaném superpozici vlastnich vektori

hamiltonidnu

L
M

1 2
) = o)+,

Jakd je stiedni hodnota energie a polohy LHO v tomto stavu? Provedeme méreni energie
bez rozliseni vysledki. Jaké budou stredni hodnoty energie a polohy po tomto méreni?
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Navod: Pro stfedni hodnotu energie v ¢istém stavu |¢) plati

N 1 2 7
H), =-Fy+ -F, = —hw.
( >¢ 3 o+3 1=5

Operator polohy rozepiSeme pomoci posunovacich operatorii

X=—(ay+a_), ailn)=a|n=+1).

V2

Pro stfedni hodnotu polohy pak najdeme

%(O|X|O) pg <<1|f<|o> + <0|X|1>> + % (11X 1)
= %(<1|a+\o> + (0a—|1)) = %(aé +tay) =

(X)y =

[GVRIN

Matice hustoty ¢istého stavu pfed méfenim energie je

po= )Wl = (\/—!0 \[\1>< 0|+\/§<1|>

= éyo><0| + ?(yoml +[1)(0]) + §I1><1|~

Po meéfeni energie bez rozliseni vysledkiu je LHO ve smiSeném stavu popsaném matici
hustoty

o . ) 1 9
= 3" PpPu= S Innlpln) n] = 510)(0] + S[1){1]
n=0 n=0
Stiredni hodnota energie se nezméni
N o 1 2 7
(H);, = Tr (Hp) = 2By + B = chw,

protoze zavisi jen na diagonédlnich maticovych elementech, které jsou pro p a py stejné.
Stredni hodnota polohy naopak zavisi na nediagonélnich maticovych elementech, protoze
operator polohy je v energetické reprezentaci nediagonalni. Stfedni hodnota polohy ve stavu
Py je tedy nulova (vyuzijeme invarianci stopy vaci cyklické zaméné)

() = T (Xpy) = (X (%|o><oy+§|1><1|)> —Tr (§<0|X|o>+§<1|)2|1>)
= (010} + S (11X =0,

Cvi€eni 37. Uvazujte dvouhladinovy atom s bazickymi stavy |g) a |e), které popisuji zd-
kladni a excitovany stav s energiemi E, a E.. Atom interaguje s okolim a miZe dojit ke
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spontdnni deexcitaci. Tato interakce je popsand Fidici rovnici s jedingm Lindbladovym ope-
ratorem L (v > 0)

O i . N NP
22 [H,p] —i—’y(LpL —§{L L,p} , (11.69)
kde R ) R
= Blg)ol + EJe)el. L=l L'=lo)al (11.70)

Najdéte stav atomu v case t, nejprve pro obecny pocdtecni stav a pak pro Cisty stav |e).
Jakyj je limitni stav prot — oo ?

Navod: V bazi {|g), |e)} jsou operatory (11.70]) reprezentovany maticemi

_(E, 0 (01 ;{00
i=(5) =0 =0 0)

Obecnou matici hustoty napiseme jako

p:<z Z), a,deR, bceC, a+d=Trp=1.

Ridici rovnici (11.69)) 1ze po roznasobeni upravit do tvaru

a bY_i (0 Aby  _(d —3
¢ d) " r\~ac 0)TT\—¢ —a)

kde jsme oznacili A = F, — E,. Pro jednotlivé ¢leny matice hustoty dostaneme diferenciélni
rovnice

a = vd,
— _Ab— 2
b h.b 2b,
. i y
— —“Ac—2L
c. FAC— 56
d = —nd.

Vidime, ze maticové elementy b, ¢, d exponencialné klesaji k nule. Pro a pak najdeme reSeni
a(t) = a(0) + (1 — ") d(0).
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Obecna matice hustoty v Case t je pak rovna

~{a(0)+ (1 — ety d(0) enttem3th(0)
plt) = ( e~ ihte=3c(0) e 7td(0) ) '

V limité ¢ — oo bude matice hustoty

lim p(t) = ((1) 8) = [9) (gl

nezévisle na poc¢ateénim stavu. Atom tedy vzdy skonéi v zakladnim stavu |g). Pro pocatecni
stav |e) je a(0) = b(0) = ¢(0) =0 a d(0) = 1. Stav atomu v Case t je potom

p(t) = (1 —Oe—vt e&t) :

Pravdépodobnost nalezeni atomu v excitovaném stavu s ¢asem klesé exponencialné (p, =
e "), pravdépodobnost jeho nalezeni v zakladnim stavu naopak roste k jedné (p, = 1 —

e .
Cviceni 38. UvaZujte otevienou dynamiku spinu & s idici rovnict tvaru
1. s jednim Lindbladovgm operdtorem (v > 0)

z = |Z’ +><Z>+|’

2. se dvema Lindbladoviimi operdtory (y1 = v2 =~ > 0)
Ly = |z )z =+ 1z =)z 4,
Ly, = |27+><Z’ _| - |Z7 —><Z,—|—|.

V obou pFipadech je hamiltonidn spinu roven H = E|z, +)(z,+| — E|z, —)(z, —|. Naleznéte
resent Tidici rovnice s pocdtecni podminkou p(p)(0) tvaru . Jak se s casem méni
vektor polarizace spinu p(t)? Jakd je jeho limitni hodnota pro t — oo ?

Navod: Budeme pracovat v bézi vlastnich vektora S, (11.28]). Hamiltonian je pak repre-
zentovan matici
H_F 1 0
n 0o -1/

Matici hustoty v ¢ase t zapiSeme ve tvaru ([11.35))

Loy L Tps(t)  pat) —ape(t) _ 1 (1+ps(t)  2()
p@“))‘z(pl(t)ﬂpxw 1 ps(t) )_2( 2(t) 1—p3<t>>'

Pro unitarni ¢ast ridici rovnice dostaneme

) E /0 =z



1. Matice Lindbladova operatoru je

10
= T =
L=1L (0 0) .

Ridici rovnici Ize upravit do tvaru

_Lfps 2N _ EL0 z\ 7/(0 =
P=3\z ) "~z 0) 1\z 0)

Vidime, ze p3 = 0, tj. treti slozka vektoru polarizace se s ¢asem neméni

p3(t) = P3(0)-

Pro z mame diferencialni rovnici

jejim TeSenim je
285
2(t) = e " tem212(0).

Protoze z = p; — ipy, dostaneme pro slozky vektoru polarizace feseni

2(t) +Z(t)

2F ~
m(t) = ————= =cos (Ft) e 2'p;(0),

2
pao(t) = M = sin (%t) €73y (0).

Prvni dvé slozky polarizace s ¢asem exponencialné klesaji k nule. Limitni stav ma
vektor polarizace p(oo) = (0,0, p3(0)), coz odpovida matici hustoty

1/1+ 3(0) 0
P =3 ( g 1 —p3(0)) '

Dekoherence tohoto typu je tzv. rozfazovani (dephasing) slozek polarizace kolmych
na osu 2.

2. Matice Lindbladovych operatora jsou

01 0 1
L12L1=<1 0), L2=—L;:<_1 0).

Ridici rovnici lze upravit do tvaru

._L(ps 2 ——iE 0 =2\ _(2p3 =z
P=5\z —ps) " "mH\=z 0) T\ z —op )



Diferencialni rovnice pro treti slozku

p3 = —4vyp3

ma reSeni
ps(t) = 6_47tp3(0).

Podobné pro z méme rovnici

. 2K 4o

Z=—|i— z

h fy Y
jejim feSenim je
- 2F

2(t) = e " e 2 2(0).

Prvni dveé slozky vektoru polarizace jsou tedy

2F
pi(t) = cos (ft) e_Qthl(O),

plt) = sin(5) a0

~

Vidime, Ze vektor polarizace klesa s ¢asem k nule, tj. limitou je p(oo) = (0,0,0), coz
odpovidéd maximalné smiSenému (nepolarizovanému) stavu

=309

Tento typ dekoherence se nazyva depolarizace.
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Kapitola 12

WKB aproximace a variac¢ni metoda

Prehled teorie

Varia¢ni metoda

Varia¢ni metodu muzeme pouzit pro odhad vlastnich ¢isel hamiltonianu se zdola omezenym
spektrem. Pokud Ej je energie zékladniho stavu, pak zfejmé plati

A

(H)y > Ey, V|Y) € H.

Pro dany problém si vhodné zvolime mnozinu zkusebnich normalizovanych vektori |1)(a;))
(obecné n-parametrickou) a spoc¢itame funkei

E(a;) = (¥(a)|[H|g(a)). (12.1)

Odhad energie zékladniho stavu varia¢ni metodou pak dostaneme jako minimum funkce
E(Oéi), tJ

oF
o7),

EyM = B( = 0.

80[2' a0
3

Priblizny vlastni vektor je
VM 0
o ) = [¥(a7)).
Hodnotu prvni excitované hladiny muzeme odhadnout nalezenim vézaného extrému funkce

(12.1)) s podminkou
(W (aq) vy ™) = 0.

Analogicky muzeme postupovat pro vyssi excitované hladiny.

WKB aproximace
Hledame ptiblizné reSeni bezc¢asové Schrodingerovy rovnice pro Castici na piimce

hz 1
— (@) = (B = V(@))o(a), (122)
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Obrazek 12.1: Prubéh potencidlu V(x). Pro danou hodnotu energie E' je xo klasicky bod
obratu. Oblast I je klasicky dovolend, oblast I klasicky zakézana a oblast 11 je precho-
dova.

v potencidlu V' (z) ktery se neméni prilis rychle.
Ozna¢me jako zy klasicky bod obratu dany podminkou E = V(zy). Uvazujme nej-
prve piipad, kdy V(z) v bodé obratu x roste. Realnou osu rozdélime na t¥i oblasti (viz.

obrazek (12.1))

I Klasicky povolena oblast — E > V(x)
I1 Klasicky zakazana oblast — F < V (z)
111 Ptechodové oblast — E ~ V (z)
V klasicky povolené oblasti hleddme FeSeni ve tvaru
V() = A(x)e™@,

kde A a ¢ jsou realné funkce. Dosazenim do ((12.2) ziskdme rovnici, kde vystupuji pouze
derivace . Oznacenim ¢'(z) = k(z) pfepiSeme rovnici do tvaru
hQ
— 337 (A" + 2iA'k — AK® +iAK') = (E - V)A. (12.3)

Rovnici mtzeme rozdélit na redlnou a imaginarni ¢ast. Z rovnice pro imaginarni ¢ast plyne

Ak + AK = 0= Alz) = ——.
k(x)

V reéalné ¢asti rovnice ((12.3) zanedbame ¢len A” (z predpokladu, ze V(x) se neméni piilis
rychle plyne, Zze ani A(z) se nebude ménit piilis rychle) a dostaneme tak algebraickou
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rovnici pro k(z)

AR = (E - V)A.
2M = V)
Jejim TeSenim je
k(z) = ip—(;), plz) = V2M(E — V(2)), (12.4)

kde p(z) je velikost klasické hybnost v bodé z. Reseni v klasicky povolené oblasti I tedy
muzeme zapsat ve tvaru

ol i [ C, i
wile) =~ exp 1 [ o | + e | <5 [ o),
TORAY b P\ h
respektive
SEN R
Yr(r) = ———=sin —/p(w)dx + ¢ | - (12.5)
p(r) \ P

x

V klasicky zakazané oblasti stejnym postupem dostaneme FeSeni ve tvaru

C

~1 1 / / / 02 1 r / /
(x) = exp | = x')|dx exp | —= x')|dx
() = e h!w i | + e ’Z[W )

V prechodové oblasti aproximujeme potencidl primkou. V prvnim fadu Taylorova rozvoje
v okoli bodu zq plati

d
V(x) >~ V(xg) + (z — o) T =E+ F(x —x), F>0.
zo
Dosazenim do ((12.2)) dostaneme rovnici
2MF
" _ = (x — l’o)w

Substituci A
v= () - o) = vte)

prevedeme rovnici do tvaru

¢" —yp =0.
Reseni této rovnice jsou Airyho funkce Ai a Bi. Pro dostateéné mala nebo velkd y mé
funkce Ai nasledujici chovani

1 2 3 ™
Ai o~ 1sin(—— 2—1——),
(¥) i) 3 (=¥ + 4
>0 1 2 3
Ai(y) ' ———exp <——y2). (12.6)
2/m(y)1 3



15 I 11,

Obrazek 12.2: Prabéh potencialu V(x). Pro danou hodnotu energie E jsou x5 klasické
body obratu. Oblast [ je klasicky dovolena, oblasti /1, » klasicky zakazané.

Funkce Bi mé& podobné chovani pro zaporné y, pro kladn& exponencialné diverguje

i) e (i ])
Va(=y)i o \3 4
Biy) X —— exp <2y3> :
VT(y)i 3
Prechodem zpét k proménné x pak z chovani Airyho funkeci plynou nésledujici propojovaci
formule

1 17 T 1 1]

sin | — [ p(a")ds' + — ’ exp ——/|p(x')|dx' , (12.7)
oo\ 1 2/ P\
1 17 T 1 1]

cos | — [ p(z")da' + — ; exp —/|p(x')|dm’ (12.8)
o\ 7S ! )\ R

Pokud potencial v bodé obratu x( klesa, pak musime ve vSech integralech prohodit meze.

Vazané stavy a kvantovaci podminka

Hledejme nyni ptiblizné feSeni rovnice (12.2]) pro potencial tvaru jako na obr.[12.2] Ozna¢me
x1 a o klasické body obratu. Vazany stav musi byt kvadraticky integrabilni, takze feseni
v oblasti 115 musi mit tvar

02 1 f / /
1,(T) = exp | —¢ x')|dx
) = e h!w )
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Propojovacim vzorcem ([12.7]) dostaneme nalevo od x5 FeSeni ve tvaru

2

26’2 . 1 ’ ’ s
Y, (x) = Msm ﬁ/p(a:)dx 1] (12.9)

T

V klasicky povolené oblasti I tedy volime C' = 2C, a o = m/4. Pfechod mezi exponenci-
alnim a sinusovym feSenim je doprovazen fazovym zrychlenim o 7 /4. Stejnou funkei pak
budeme chtit ve druhém bodé obratu z; napojit opét na exponencialu klesajici k nule pro
T — —O0
~ x1
vinle) = ——exp | 5 [ Ioa)las’ |
Vit AR

kde Cy = (—1)"Cs, protoze vlastni funkci hamiltonianu ¢éstice na pifmee lze zvolit realnou.
Tim dojde k dalsimu zrychleni o w/4. Na intervalu (z1,z5) vlnova funkce ziska celkovou
fazi
2

%/p(x)da:jLQ X %,

x1
ktera musi byt celo¢iselnym (a zfejmé prirozenym) nasobkem 7, aby néjaky (kladny nebo
zaporny) nasobek pravé strany Sel se ziskanou funkci v oblasti I dat do rovnosti.
Vzhledem k tomu, klasickd lokalni hybnost zavisi na energii F/, dostavame pod-
minku, ktera miize platit jen pro nékteré specialni hodnoty volby F a pro ostatni vede k
nenormalizovatelné funkei ¢)(x) — tedy kvantovaci podminku uvazovaného systému

T2
1 1
7 /p(x)dx = (n + 5) T, neE”ly. (12.10)
x1
Integral na levé strané muzeme upravit do tvaru
T2 T2

1 T T
ﬁ/p(x)d:c = E/Zp(:c)d:v = ESO,

1 1

kde Sy je zkracena akce. Vztah ((12.10) muzeme piepsat do ekvivalentniho tvaru

So = (n + %) h (12.11)
coZ je presnéjsi verze historické Bohr—Sommerfeldovy kvantovaci podminky (oproti které
je navic oprava % k nasobku Planckovy konstanty), pouzivané k odhadim energetickych
spekter pred vyvinutim dnesni podoby kvantové mechaniky. WKB aproximace tedy tento
vzorec nejen opraviuje, navic pridava tuto opravu a predevsim dopliuje i o priblizny tvar
vlnovych funkei odpovidajicich ziskanym energiim EYW5B,
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Poznamenejme, Ze tento vztah plati, pokud body obratu z; nejsou pevné konce. Za
kazdy pevny konec (odpovidajici obratu o nekonecnou bariéru) musime do zavorky na
pravé strané (|12.10f) nebo pricist %. Diivodem je to, Ze neexistuje pfechodova oblast
a vlnova funkce je za timto bodem obratu identicky rovna nule. Pro feSeni v klasicky
povolené oblasti pak musime volit ¢y = 0.

Piiklady

Cviceni 39. Mejme dcdstici v nekonecné pravouhlé potencidlové jamé se schodem, tj. po-
tencidlem
00, lz| > a
Vieg)=¢ Vo, —a<x<0
0, O<z<a

Najdéte priblizné hodnoty energii
1. Poruchovou metodou v 1. rddu
2. WKB metodou

Navod:

1. Poruchova metoda v 1. radu

Vo budeme chapat jako poruchu. Pfipomenme, Ze vlastni funkce a vlastni ¢isla pro
Vo = 0 jsou

1 1 A%
@Dn(x):%sin(?;—;r(x—a)), En:m(%), n € IN.

Oprava prvniho fadu je pak
Vi ; v
2
EO = 0 [ (_”” _ ) -0
b — [ sin{ 5, (x —a) 5

V prvnim fadu poruchové teorie tak dostaneme vysledek

1 [nrh\?> Vo
EFT—p, +EW = — [ — al
" +En 2M \ 2a * 2’
tj. Castice citi schod o polovi¢ni vysSce po celém dnu jamy.
2. WKB metoda

Oba body obratu jsou pevné, takze kvantovaci podminka zni



kde hybnost je rovna

p(x)=\/2M(E—V(x)):{ V2M(E - V), —a<a<0

2ME, O<z<a

Dosazenim a integraci dostaneme

nmh
VE - Vy+VE = .
0 av2M

Umocnime obé strany na druhou a upravime do tvaru

2/E(E — Vp) = 4E, — 2E + Vj.

Po dal§fm umocnéni na druhou miiZzeme vyjadrit E = EVEB

v, V2
EWKB — FE _0 0 )
n "t T 6m,

Pro velkd n mtiZzeme posledni ¢len zanedbat a EWED

poruchovou metodou.

prejde ve vysledek obdrzeny

Cviceni 40. UvaZujte castici v potencidlu

| Mgz, z>0,
V<z)_{+oo, 2 <0.

Najdéte pribliznou hodnotu energie zdkladniho stavu
1. pouzitim variacni metody se zkusebni funkci

Cze ™, 2>0,

viza) :{ 0, z<0.

2. pouzitim WKB aproximace.
Navod:

1. Varia¢ni metoda
Pro vypocet stfedni hodnoty energie musime funkci spravné normovat

oo 2 '
(Y, 1) = Cz/zzemdz - 40? Lo 0=2
0
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Stfedni hodnota energie je pak rovna

Bla) = (v(), Ay(a)
h2 +o00o +oo
= 4a3m /(2az—a222)e_2azdz+4oz3Mg/236_2°‘de
0 0

>, 3Myg
= oY T o

Funkce nabyva minima v bodé oy daném podminkou

dE 2 3M 3M2g\ 3
() 9:0:%:( g

doe Ma 202 2h?

Odhad energie zékladniho stavu varia¢ni metodou je pak

1 1
EVYM - F _3 (2 1M 2p2 ’ 12.12

2. WKB metoda

Body obratu jsou 21 =0 a 2, = 21 je pevny konec. Kvantovaci podminka

£
Mg’

£
Mg

/mmn=m+5m pl(z) = v/2M(E — Mg2),

St =

4

po zintegrovani vede na vztah

83 3 972 3\ 2 1 3
OM g2 =(n+ Z)ﬂ- = EZVKB = (T (n-l- Z) > <§Mg2h2) .

Energie zakladniho vztahu uréend WKB metodou je tedy priblizné

Wl

ol

1
3 1 3
EYVEB = . (37%) (5M92h2) : (12.13)
Energie je mozné urcit presné reSenim bezcasové Schrodingerovy rovnice pro Gastici na
poloprimce
h2 d2¢
—— =+ M =F
o .z T Mo = BV,

s okrajovou podminkou 1(0) = 0. Substituci



rovnici prevedeme na tvar
70 aoa) =0
— —x¢(x) =0,
dz?

jejiz kvadraticky integrabilni FeSeni je Airyho funkce Ai(z). Diskretizace energii plyne z

okrajové podminky
| 2\’

a z toho, ze Ai(x) je nulova pouze v jistych hodnotach x. Kofeny Airyho funkce se znadi
R, jejich numerické hodnoty jsou v tabulkach, pro mal4d n maji ptiblizné hodnoty

Ry =-2,338, R;=—4,088, Ry=—5,521.

Energie vyjadrené pomoci kofenti Airyho funkce jsou

1
1 3
E,=(-R,) (§Mg2h2) :

Porovnanim s pfibliznymi hodnotami ((12.12)) a (12.13)) dostaneme

EYM ~ 1,059F,,
EVEB ~ 0,992F,.

Pro vyssi hladiny dava WKB metoda jesté presnéjsi odhad energif
EVEB ~0,998E,, E)Y*B ~0,999E,.
Cviceni 41. Uvazujte LHO na poloprimce, tj. ¢astici v potencidlu

Lviw?a?, >0
— 2 Y )
Viz) = { +oo, x<0.

Najdete pribliZnou hodnotu energie zdkladniho stavu

1. pouZitim variacni metody se zkuSebni funkci

Cre " >0,

vz, ) :{ 0, =<0,

2. pouzitim WKB aproximace.

Navod:
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1. Varia¢ni metoda

Funkci musime spravné normovat

oo

' 3 3\ 1
(w7w)zc2/x262az2i1:>022<2a> .

™
0

St¥edni hodnota energie ve stavu ¥ («) pak je

B(a) = ((a), Hy(a))

—+oco —+o00
205 h? 203
= 164/ %m 22(3 — 20x%)e 2" dx + AMw?y/ % / rte 2% dy
0 0

3h? n 3M w?
— « .
2M Sa

Nalezneme minimum funkce

dE(a) 3R> 3Muw? 0= Mw
= —_ = on = ——.
da oM 8a2 7 on

Odhad energie zakladniho stavu varia¢ni metodou je tedy

3
EYM = E(ap) = S he

2. WKB metoda

Body obratu jsou z1 =0 a x5 = ,/Ai—fg, x1 je pevny konec. Kvantovaci podminka je
tedy

2F
mw?

/ p(z)dx = (n+ Z)ﬂ', p(x) = \/QM(E — %Muﬂﬁ).

St =

Integral muzeme spocitat substituci z = xs siny, dxr = x5 cos ydy, vysledek je
2FE
V mw? To

1 M M / M E
7 / p(z)dz = Tw / \/335 — x?dr = %QJ%/COSQ ydy = wagg = ;%
0

0 0

Energie pak vyjdou rovny

EWEB — (Qn—i—g) fw, n=0,1,2,...

Energie zakladniho vztahu uréend WKB metodou je tedy

EVRE = ;hw
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Obrazek 12.3: Prubéh potencialové bariéry V(z). Pro danou hodnotu energie E jsou zi o
klasické body obratu. Oblasti I » jsou klasicky dovolené, oblast I7 je klasicky zakézana.

V obou pripadech jsme dostali pfesny vysledek. Resen{ bezdasové Schrédingerovy rov-
nice pro LHO na polopfimce je mozné nalézt exaktné - pro z > 0 jsou to vlastni funkce
hamiltonianu LHO s lichym kvantovym ¢islem 2n + 1, které spojité navazeme na nulu pro
x < 0. Energie odpovidaji energiim LHO s lichym kvantovym ¢islem, tj.

1
E,=02n+1+ §)hw = (Qn—i—g)hw.

2
Cviceni 42. Uvazujte cdstici s energii E = ;—A‘} nalétdvagici na potencidlovou bariéru V(x),
kterd v nekonecnech klesd k nule, viz. obr. [12.5 Odvodte ve WKB pfiblizeni pravdépodob-

nost priuchodu bariérou.

Navod: Hledame rozptylovy stav, tj. feSeni bez¢asové Schrodingerovy rovnice ((12.2)), které
neni kvadraticky integrabilni. V asymptotické oblasti, kde potencial vymizi, budeme pred-
pokladat TeSeni ve tvaru

r— —o0 : Y (r)=Aexp (;—:Lpox) + Bexp (—%pox) : (12.14)

r— 400 : Yp(xr)=Cexp (%pox) :

tj. pro x < x1 je feSeni superpozici dopadajici a odrazené viny, pro x > x5 je rovno proslé
viné. Hledana pravdépodobnost priichodu je
_cP

7=
A2
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WKB feseni v oblasti I3 se spravnym asymptotickym chovanim pro velkd z, kdy V' (z) ~ 0
a p(r) = po, ma tvar (faze § je vhodné zvolend pro navazani v bodé x)

D i , z—too D 1 .
v, (r) = \/_ exp | — /p(x')dm' + i) TR exp (—pox + @gog) ,

takze

Funkci ¢, (x) pfepiSeme pomoci sind a cosinii

D 1 f s D 1 [ T
Y, (x) = cos | — /p(:b‘l)dllf/ +— |+ sin —/p(:t:’)d:c’ +=1,

a s pomoci vztahu (12.7)), (12.8)) s opaénymi mezemi ji spojité navazeme v oblasti /1 na
funkci

D
|p(2)]

x2 T2
1 1 1
bir(e) = exp | 3 [ | + gew | 5 [ o)l

Pro napojeni v bodé x; nejprve prepiSseme integraly do mezi x1, z, tj.

Z2 €2 T
[ i = [l = [ ol
T T 1

Oznacime-li

T2
1
@=cxp (1 [ ]
z1

pak funkci v;7(x) miaZeme zapsat ve tvaru

T T

D 1 / / L l / /
Ur(x) = el Q exp —ﬁ/p(x )dx +2Q exp h/p(x)dm

S pouzitim propojovacich formuli (12.7]), (12.8)) dostaneme feSeni v oblasti [

v, () = ]lj(m) 2Q) sin %/p(x’)dx'%—% +%Cos %/p(m')dz’—i—%
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V asymptotické oblasti se funkce chova jako

T—r—00

D ) Do i Do
v (x) W [QQ sin <_T + 906) + 20 ©® <_T + 90/0)
D [1—-4Q? 1 , 1+ 4Q? i .
= exp | ——por + g | + exp | por — i) ) | -
v/ Po 4@ h 4@ h
Porovnénim s tvarem ({12.14]) dostaneme
2
A= i—D L +16 eI,

VPo  4Q

Pravdépodobnost prichodu je tedy rovna

16Q?
(1+4Q%)*
Pro velké @ (odpovidajici velmi vysoké a/nebo 8iroké bariéfe) mizeme vztah zjednodusit
na

x2
2

T~Q@Q?%=exp — / V2M(V(z) — E)dz |, (12.15)

1

coz je tzv. Gamowiv koeficient priniku.
Cviceni 43. FElektron je v kovu vdzdn potencidlem

0, z<0,
VO(x)Z{VO x> 0.

Jakd je pravdépodobnost uvolneni elektronu s energii E pti zapnuti vnéjsiho elektrického
homogenniho pole s intenzitou £ (tzv. studend emise elektroni)?

Navod: Po zapnuti vnéjsitho pole se potencial zméni na

0, z<0,
V(x)—{ Vo—eEx, x>0.
V priblizeni F < V} je pravdépodobnost uvolnéni elektronu dana Gamowovym koeficien-
tem priniku (|12.15))
2 f
T = ep| -5 / V2M(V(z) — E)dz |, o
0

Vi E
e

Po integraci dostaneme

4V2M(Vy — E)2
T=exp|— Shol .

Pravdépodobnost tedy exponencialné roste s intenzitou elektrického pole.
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Kapitola 13

Radioaktivni rozpad o

Radioaktivni rozpad « je z pohledu klasické fyziky velkou zahadou. Pro dany izotop jsou
vyletujici « ¢astice v podstaté monoenergetické. Zatimco rozsah kinetickych energii o ¢astic
pro ruzné izotopy je zhruba od 4 do 10 MeV, polo¢asy rozpadu se mohou lisit az o 25 fad,
napt. pro '23Sm je Tjp >~ 2.5 - 10" let ~ 7.9 - 10'®s, ale v piipadé 2IAL je T s =~ 107%.
Velké rozdily mohou nastat i pro dva izotopy jednoho prvku, napt. pro 2}{Po je 17, ~ 138
dnf ~ 1.2 - 10%s, zatimco pro %}3Po je Ti/2 ~ 3 - 107 7s. Na zakladé experimentalnich dat

formulovali v roce 1911 Geiger a Nuttall vztah, ktery dava do souvislosti stfedni dobu
Ty /o

zivota T = 175,

protonové ¢islo jadra po rozpadu Z a kinetickou energii « ¢astice F

A
ln7201ﬁ+027 (131)

kde C; jsou konstanty. Geigeruv-Nuttalliv vztah ukazuje, Zze polocas rozpadu zavisi expo-
nencialné na kinetické energii vyletujici o ¢astice.

Vysvétleni exponencialni zavislosti polocasu rozpadu na energii o Céstice predstavili
v roce 1928 nezavisle na sobé G. Gamow a R. W. Garney s E. Condonem a hralo dile-
zitou roli pro ptijeti kvantové teorie 8irsi fyzikalni komunitou. Na « ¢astici uvniti jadra
pusobi piitazlivé jaderné sily, které maji kratky dosah fadové 1071 m. Vné jadra je nao-
pak odpuzovana Coulombickou interakei. Z klasického pohledu « ¢astice nemé dostateénou
kinetickou energii k prekonani potencialové bariéry jadernych sil, kvantové mechanicky ale
muze bariérou protunelovat. Pravdépodobnost prichodu bariérou je sice extrémné mala,
ale k naraztim na bariéru dochazi fadoveé 10%°x za sekundu, coZ vede ke koneénému po-
locasu rozpadu. Exponencidlni zavislost pravdépodobnosti prichodu bariérou na energii «
castice pak vysvétluje Geigeruv-Nutteliiv empiricky vztah (13.1)).

Uvazujme nyni zjednoduseny model o rozpadu popsany ¢astici ve sféricky symetrickém
potencialu V(7). Z rozptylovych experimenti « ¢astic na jadie vime, ze pro r > a, kde
a~ 1645 fm a A je nukleonové ¢islo dcefiného jadra po a rozpadu, je potencial cisté
Coulombicky
_ 2Zq
- ’

Vi) ==
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Obrazek 13.1: Schéma potencialu V(r).

Zde jsme oznacili ¢ = 4:250' Na kratsich vzdalenostech ale dominuji pritazlivé jaderné

interakce, které vazou « ¢astici v jadre. Pro jednoduchost budeme povazovat potenciél pro
r < a za konstantni

V(r)=-V, r<a.

Prubéh potencialu je znazornén na obrazku [13.1] VysSka potencidlové bariery, kterou a
Castice musi protunelovat, je
27q A

Vi~ ~ 1.8

a m MeV.

Typickd hodnota V; pro tézka jadra je zhruba 25 MeV, tj. 3 — 5x vétsi, nez je kineticka
energie vyletujici v ¢astice.

Uréime nejprve pravdépodobnost priniku potencidlovou bariérou pii jednom néarazu,
ktera je dana Gamowovym koeficientem

T = exp —%/\/QM(V(T) — E)dr

a

Horni mez integralu je urcena podminkou

Vib)=F = b=—.
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Integral postupné upravime do tvaru

dt = 2udu

_ { t=u’, }:2/-@/1Mdu. (13.2)
Vi

K integralu na pravé strané nalezneme primitivni funkci

/\/1—u2du = { U= s }Z/COS2ZdZ:/§(1+COSQZ)dZ

du = cos zdz

1 +1_2 1(+, )
= = _ = - sin z cos
5 z 21nz 27; In zcos z

1
= 3 (arcsinu +uv1— u2> )

Dosazenim do (|13.2)) nalezneme

b

/\/QM(V(T) —E)dr = & [zu"csinu—i—u\/l—7u2]1\/E

= & (g - arcsin\/%— \/ﬂ>

Pravdépodobnost priniku « ¢astice z jadra je pak

T = exp {—%’i <arccos \/% — /%(1 - %))} (13.3)

Polocas rozpadu a stfedni dobu Zivota ur¢ime z rozpadového zakona

a

N(t) = Noe_’yt,

kterym se radioaktivni rozpad z makroskopického pohledu #idi (Vg je pocet atomii v Case
t = 0, ktery exponencialné klesa). Rozpadova konstanta v urcuje stfedni dobu Zivota

T=-,

g

a polocas rozpadu

In2
T1/2 = n— =7In2. (134)
v
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E [ a1 b ] W crp
(MeV) | (fm) | (fm) | (MeV) | T Tz T2

o Zaric

28U 42 1986 62 | 262 [64-107%9] 2-101" s ~4.7-10% let | 4.468 - 10° let

“21Ra 2.7 9.65 | 43 25.6 6-10=% 133906 s ~ 1.55 dne 3.632 dne
2P0 5.4 827 | 44 28.5 6-107% | 1.166 - 10" s ~ 134.9 dne 138.4 dne
212Po 8.8 829 | 26.8 | 284 |1.9-1071° 3-107% 3-107"s

Tabulka 13.1: Vysledky pro nékolik vybranych izotopi.

~v udavé pravdépodobnost rozpadu za jednotku ¢asu. Odhadneme ji pomoci vztahu

v=JT,

kde f je pocet narazi « ¢astice do bariéry za sekundu a T je dfive uréena pravdépodobnost
priniku potencialovou bariérou pfi jednom narazu (13.3). Jadro aproximujeme sféricky
symetrickou potencidlovou bariérou $itky 2a, takze f je rovno

v
2a’

f

kde v je rychlost a-c¢astice. Ty jsou Fadové 10-20% rychlosti svétla, takze mizeme pouZit
nerelativisticky vztah pro energii a vyjadiit f zptisobem

1 2K
I=2Var

Celkem pro poloc¢as rozpadu dostavame vztah

2aln2 | M

Numerické vysledky pro izotopy 25U, %2iRa, 2LPo, %2Po jsou shrnuty v tabulce [13.1] Je
zde uvedena kinetickd energie vyletujici o ¢astice E' v MeV, vzdalenosti a a b v fm, vyska
potencialové bariéry Vi v MeV, pravdépodobnost pruniku potenciadlovou bariérou pii jed-
nom néarazu 7', polocas rozpadu T}/, spocitany podle vztahu (13.5)) a jeho experimentalné

urcena hodnota Tf/pr . 'V piipadé izotopi polonia jsme pro lepsi shodu s experimentalnimi

daty uvazovali a ~ 1.4A3 fm. Ve vzorcich se protonové ¢islo Z a nukleonové ¢islo A vztahuji
k dcefinému jadru po a rozpadu, napt. pro %sU musime dosadit Z = 90 a A = 234.
Na zavér provedeme odhad pro In7. Protoze b > a (viz. tabulka [13.1]), mizeme apro-

ximovat
a [a a, w a
arccos\/g— 3(1_5>N§_2\/;'
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Dosazenim do ((13.5) a ((13.4)) postupné dostaneme vysledek

Int

Q

Q

| M
Tijpo—Inln2=—InT +1n | 2a4/ —
InTi/ — Inln n +n(a 2E>
2k (T a | M
2qm\2M 7 8 JaZq | M
——— — —\/—+1In | 2ay/ — |,
h vVE h 2 2F

ktery piiblizné odpovida Geiger-Nuttallovu vztahu (13.1]).

129



Kapitola 14

Ruzné obrazy casového vyvoje v
kvantové mechanice

Prehled teorie

Schrodingeriv obraz

Dosud jsme pracovali s kvantovou mechanikou v tzv. Schréodingerové obraze, kdy se s ¢asem
vyviji stavy a operéatory pozorovatelnych jsou typicky na ¢ase nezavislé (maximélné se
mohou ménit s ¢asem podle néjakého predepsaného zpisobu, ale ne v diisledku dynamiky).
éasovy vyvoj stavi je dan Schrédingerovou rovnici

. )
Hly) = ihz |¥), (14.1)

s pocateéni podminkou [1)(ty)) v né&jakém case t. Casovy vyvoj stavi lze alternativné
popsat pomoci evolu¢niho operatoru U (¢, ty)

[0(t)) = Ut to) 1 (to)), (14.2)
ktery je line4rni, unitarni
Ut to) = Ut to) = Ulto, t), (14.3)
a splituje vlastnost pro vSechna (ty € (¢1,t3))
Ults, t1) = Ults, t2)U(ta, ). (14.4)

Evolué¢ni operator ve Schrodingerové obrazu je urcen feSenim diferencialni rovnice

A A

HU(t,ty) = ih%ﬁ(t, to), Ulto,to) = I. (14.5)

V pripadé, Ze je hamiltonian na Case nezavisly ma evolu¢ni operator tvar

A~ i

Ult,ty) = e #Ht=t0), (14.6)

V dalsim budou pozorovatelné a kety bez horniho indexu znacit Schrodingeruv obraz. V
néjakém Case t; (nemusi byt nutné roven ) se rizné obrazy budou shodovat.
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Heisenbergtiv obraz

V Heisenbergové obraze je ¢asovy vyvoj preveden ze stavi na pozorovatelné. Stavy v Hei-
senbergové obraze jsou definovany predpisem

W () = U ) [wE) = [b(t) = [0, (14.7)

tj. vektory se s Casem neméni. Vztah mezi pozorovatelnou v Heisenbergové a Schrédingerové
obraze je

A o N o i N A N

AR (1) = UVt 1) A(t) (U‘l(t,t1)> = Uit t) AT (1), (14.8)
Predpovédi vysledktt méteni, jako napf. stfedni hodnoty, jsou v obou obrazech ve vSech
¢asech shodné

A AH
(Apwy = (A7 (& 11)) g (14.9)
Casovou derivaci rovnice (14.8) a pouzitim rovnice pro evolu¢ni operator ve Schro-

dingerové obrazu ((14.5)) dostaneme pohybovou rovnici pro pozorovatelné v Heisenbergové
obrazu

d . - s o - OA()\ -
St = Ut —[Ath} T2 Ut 14.10
dt (,1) (71>(Z-h ()7 <)+ ot (71) ( )
L. - A DA(L) -
i [AH(t;tl),HH(t)] LU 1) 81(5 Vo). (14.11)
1
s pocatecni podminkou R )
Tato rovnice je analogii Hamiltonovy pohybové rovnice v klasické mechanice
da oa
—={a,H} + —. 14.13
S o H}+ (14.13)
Pokud je hamiltonian H nezavisly na ¢ase, pak komutuje s U (t,t1) a tedy
H(t)=H. (14.14)
V takovém piipadé muzeme pohybovou rovnici ((14.11]) zapsat ve tvaru
d ; 17, A1 OA() -
SAP () = < [AT (), F| + U Ut ). 14.15
dt ( ) 1) ih ( )’ + ( ) 1) ot ( ) 1) ( )

Pokud je A integral pohybu, pak je v Heisenbergové obraze konstantni AH (t;t1) = A(tl),
takze z rovnice ([14.15)) dostaneme

7 LA A +@

coz souhlasi s podminkou na integral pohybu ve Schrédingerové obraze odvozenou z ne-
ménnosti stfednich hodnot A ve v8ech feSenich Schrédingerovy rovnice

%m@ = <ih [A(”’Iﬂ * %ﬁtvw =0, W)

=0, (14.16)

1
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Diracav (interakéni) obraz

Diractuv (interakéni) obraz je kombinaci Schrodingerova a Heisenbergova obrazu, kde na
Case zavisi stavy i pozorovatelné. Uvazujeme hamiltonian tvaru

H=Hy+V, (14.17)
kde H, je hamiltonian nezéavisly na case, pro ktery zname operator ¢asového vyvoje
Ut t,) = e~ nHolt=t1) (14.18)

Operator V popisuje napf. interakei s vnéjsim polem, které mize byt zévislé na ¢ase. Stavy
a pozorovatelné v Diracové obraze jsou definovany vztahy

WP () = TSt t)[e(), (14.19)
AP(t:ty) = Ul(t, t)A()Up(t, ty). (14.20)

Derivaci ([14.19)) podle ¢asu dostaneme pohybovou rovnici pro stavy v Diracové obraze (tzv.
Schwinger-Tomonagova rovnice)

VP (t; 1) [P (¢ t1>—zh |¢ (t;t1)). (14.21)

Stavy se tedy vyviji podle interakéniho ¢lenu v Diracové obraze. Analogicky, derivaci (14.20))
podle ¢asu dostaneme pohybovou rovnici pro pozorovatelné v Diracové obraze (vyuzijeme
toho, 7e Hy je nezavisly na ¢ase a komutuje s Ug(t t1), takze HO = Hg)

DA(t)

o Up(t, ) (14.22)

d ) X .
EAD(L‘ t) = s [AD(t;tl),Ho} + Ul(t, )

Tato rovnice ma stejny tvar jako pohybové rovnice v Heisenbergové obraze s ¢asové neza-
vislym hamiltonidnem H, 1}
Zavedeme déle evoluéni operator v Diracové obraze UP (t,tg;t1) = S(t,to;t1) vztahem

[P (8 1)) = St to; 1) [° (to; 1) (14.23)
S(t, to;t1) je feSenim rovnice
d A .
ih=2S(t to; 1) = V7 (5 1) (1 to; 1), (14.24)

s pocatecni podminkou ) )

Porovnanim (14.2)) a (14.19)) vidime, Ze evolu¢ni operator v Diracové obraze muizeme zapsat
jako soucin ) R R R
S(t to;tr) = UL (t, 6)U (¢, t0)Us(to, t1), (14.26)
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kde U (t,t0) je evoluéni operator pro celkovy hamiltonian .

V Heisenberové a Diracové obrazu je parametr ¢, ktery urcuje, kdy se obrazy shoduji
se Schrodingerovym. V praxi se setkdme se dvéma piipady. Bud zkouméame ¢asovy vyvoj
o konec¢ny cas, pak se typicky voli t; = ty. V takovém piipadé t; v predchozich vztazich
nemusime vypisovat. Evolu¢ni operator v Diracové obraze se zjednodussi na

S(t,te) = Ul(t, to)U(t, to).

Ve druhém pripadé, ktery odpovidé rozptylu, uvazujeme ty — —o0, t — +00, a t; se typicky
voli rovné nule a opét se explicitné nevypisuje. Evoluéni operator v Diracové obraze v limité
definuje tzv. operator S-matice

S= lim S(tty)= lim Uit 0)U(L ty)Us(to,0).
top — —o0 tog — —o0
t — +0o0 t — 400

Piiklady

Cviceni 44. Naleznéte v Heisenbergove obraze operdtory polohy XM (t) a hybnosti P (t)
pro volnou castici na primce. Urcete casovy vyvog strednich hodnot polohy a hybnosti v li-
bovolném stavu |1(t)). UvaZujte, Ze v case t; = tg = 0 se Schrodingeriv a Heisenbergiv
obraz shoduyt.

Navod: Hamiltonidn volné ¢éstice na primce je tvaru
P
H=—.
2M

Jelikoz je hamiltonian na Case nezéavisly, budeme se snazit najit pohybové rovnice (14.15)
pro operatory X () a PH(t). Proto spoc¢itame komutatory

. P2
X | =qn
on | T

5 - P
x| = -
| W

[P, H} — 0.

Dosazenim do pohybovych rovnic dostavame

d/\H 1’\1. g il il pH
el - XH] T
dt ihU[ HJU=T3p
d -

1 - A AT A
Lpr - g [P, H] U =0.
dt ih

Postup feseni téchto rovnic je analogicky jako napt. v TEF jen s tim rozdilem, Ze dvojici
integracnich konstant nahradi dvojice na ¢ase nezavislych operatori. Snadno nahlédneme,
7e TeSeni druhé rovnice je



Dosazenim do prvni rovnice a integraci ziskdme

~

N A R
XH(t) = iR

Pocateéni podminky tikaji, ze v ¢ase t = 0 Schrodingertiiv a Heisebergiv obraz splyvaji,
tedy X#(0) = X a PH#(0) = P. Po dosazeni do rovnic ziskdvame Tesen{

P A
XH(t) = —t+ X,
0 = +
Pty = P.
Nyni vyuzijeme toho, Ze stfedni hodnota pozorovatelné v case t je stejna jako stredni
hodnota pozorovatelné vyjadiené v Heisenbergové obraze v libovolném case vyvoje. Pak
totiz

A

A P .
Koty = R Ohio = T4 4 (%) = Dot 1 2y,

A

(Plowy = (P(1)) ) = (Phy) = po-

Vysledek 1ika, ze stfedni hodnoty pozorovatelnych sleduji klasické trajektorie a ze stiedni
hodnota hybnosti zlistava konstantni, coz plné souhlasi se zékonem zachovani hybnosti.

Cviceni 45. Naleznéte v Heisenbergové obraze operdtory polohy XH(t) a hybnosti PH(t)
pro castici na primce v homogennim poli. Urcete casovy vyvoj stiednich hodnot polohy a
hybnosti v libovolném stavu |1(t)). UvaZugte, Ze v case t; = ty = 0 se Schrédingeriv a
Heisenbergiiv obraz shodugi.

Navod: Hamiltonian pro studovany systém je tvaru

. p? .
H=——-FkX.
2M
Spoc¢teme prislusné komutatory s hamiltonidnem, které potifebujeme pro urceni rovnic ¢a-

sového vyvoje operatort X? a PH.

o . P2 P
X H} — X, | =i
[ ) 72M /L M?
[15, H} _ [P,—kf(} — ihk,
Dosazenim do vztahu (14.15) ziskdme
d . 1 oos o . pH
XM = SO XA 0=
dt in ’ M
d P P I
Spi o= [P H] U = kl.
dt T



Druhou rovnici mizeme piimo zintegrovat a po zapocteni pocatecni podminky, totiz ze
PH(0) = P dostavame jeji Yesenf

PH(t) = P+ kt]

Dosadime-li jej do rovnice pro X (t), ziskdme

Integraci ziskAme po zohlednéni podatecni podminky X*#(0) = X dostavame

. . P k.
H _
XAt = X+ ot + 5ol

Oznaéime-li (X )w(0) = To A <p>1/)(0) = po, pak pro st¥edni hodnoty s vyuzitim vztahu ((14.9))

. P kt?
Koy = (X D)oo =20+ 37t + 577

(Plowy = (P"())yo) = po + kt.
Cviceni 46. Naleznéte XH(t) a PH(t) pro LHO. Urcete casovy vyvoj strednich hodnot po-
lohy a hybnosti v libovolném stavu |1 (t)). Cemu je rovno a'’(t), resp. af'T(t)? Z tvaru a* (t)

urcete casovy vyjvoj koherentnich stavi. UvaZugjte, Ze v case t1 = tog = 0 se Schrodingeriv a
Heisenbergiiv obraz shoduyi.

Navod: Hamiltonidan LHO je

. = P
X H] - S —ih—
[ ’ oM | T
~ A ~ 1 ~ ~
[P,H] - [P,éMwQXQ}:—ithzX.

Pohybové rovnice pro operatory polohy a hybnosti v Heisenbergové obraze pak maji tvar

d 1oifo o1 PH

X~ O[O = =

dt ih ’ M’

d . 1 nila o7

ZPH = Ut [PH| U = —Mw? X
]



Postup Teseni téchto rovnic je stejny jako v klasické mechanice, jen integrac¢ni konstanty
budou operatory. Prvni rovnici zderivujeme podle ¢asu a dosadime za %PH ze druhé

Regenfm rovnice je
XH(t) = Acoswt + Bsinwt,

kde A a B jsou na case nezavislé operatory. Pro PH (t) pak dostaneme
PH(t) = —MwAsinwt + MwB cos wt.

Operatory A a B ur¢ime z pocéate¢nich podminek

_ A

X70) = X =
P = MuwB.

PH(0) =

Pro LHO jsou tedy operétory polohy a hybnosti v Heisenbergové obraze rovny

5 P
X7(t) = Xcoswt+ M—wsinwt,

PH(t) = —MwXsinwt + P coswt.

Tyto vysledky jsou presnou analogii Feseni klasickych pohybovych rovnic (divodem je, Ze
hamiltonian LHO je kvadraticky v poloze i hybnosti). Diky vztahu (14.9) odsud snadno
nalezneme casovy vyvoj stfednich hodnot polohy a hybnosti v libovolném stavu

. . .
<X>w(t) = <XH(75)>¢(0) = g coswt + M_((),u sin wt,

(P)uy = (PH(t))yo) = —Mwzgsinwt + pycoswt,

kde xg a pg znaci pocatecni stfedni hodnoty polohy a hybnosti

~ ~

zo = (X)yp©), Po=(P)y0)-

Stiredni hodnoty polohy a hybnosti LHO sleduji klasickou trajektorii, jak ostatné plyne i z
Ehrenfestova teorému.
Pro posunovaci operatory plati komutac¢ni relace s hamiltonidnem

[Ha} = _hwa, [F[,dq — hwal
Pohybové rovnice pro anihilac¢ni operator v Heisenbergové obraze je tedy

d.og 1 oil 217 A H
—a' =—=U H] U=- :
dta th [a, wa
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a'(t) = ae ™"
Kreac¢ni operator dostaneme hermitovskym sdruzenim
aft(t) = ale™".
Koherentni stav v Heisenbergové obraze je nezavisly na case
@) = U'la(t)) = |a(0),

a plati pro néj ‘ ‘
a (t)|a™) = ae™*"a(0)) = a(0)e™'|a’).

Ve Schrédingerové obraze dostaneme
dla) = U0 () = Ua” ()]a™) = Ta(0)ea(0)) = a(0)e™|a(t)),
tj. koherentni stav ziistava koherentni v kazdém case, vlastni ¢islo a se s casem méni
at) = a(0)e ™"

Stejny vysledek jsme obdrzeli v zimnim semestru feSenim Schrédingerovy rovnice, ale k
tomu jsme potiebovali nejprve nalézt rozklad koherentniho stavu do baze vlastnich vektori
hamiltonianu.

Cviceni 47. Spin % s magnetickym momentem i je v homogennim magnetickém poli ve
SMETU 08Y 2 B = (0,0, By). Urcete casovy vijvoj operdtori sloZek spinu v Heisenbergové
obraze SJH(t). V ¢ase t; = 0 se Schrodingeriv a Heisenbergiv obraz shoduje.

Navod: Hamiltonian pro spin % v magnetickém poli je

A A o By - N
H:—ﬁ'B:—uS;),:—wOSg.

Komutatory slozek spinu s hamiltonianem jsou

-S’l, f{- = —Cdo’ih€132;§2 = ih&]ogg,
-327 il = —woByiheys S = —ihwoS,
S. H| = 0.

Treti slozka spinu je integral pohybu, v Heisenbergové obraze je stejna jako ve Schrodin-
gerove

SH(t) = Ss.
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Pohybové rovnice pro prvni dvé slozky v Heisenbergové obrazu jsou

d - 1 - S A

%S{{ = %UT |:51,H:| U :UJOS;I,

d 1 avra ~7 - .

S5 = U [SQ,H}U:—WOS{I.

Prvni rovnici zderivujeme podle ¢asu a dosadime za %SQH ze druhé

d2 OH 2 QH

ReSenim této rovnice je R R R
ST (t) = Acos(wpt) + B sin(wot).
Pro druhou slozku spinu v Heisenbergové obrazu dostaneme
SH(t) = — Asin(wot) + B cos(wot).
Operatory A a B ur¢ime z pocéate¢nich podminek
SfHo) = S =4,

@)
~—

Slozky operatoru spinu v Heisenbergové obraze jsou tedy
SH(t) = S cos(wot) 4+ Sy sin(wot),
SH) = —8ysin(wot) + S cos(wot),
Sty = 8.

éasovy vyvoj odpovida rotaci okolo osy z o thel wyt.

Cviceni 48. Uvazujte dvouhladinovy atom s bazickymi stavy |g) = (é) (zdkladni stav) a

le) = <(1)> (excitovany stav), které odpovidaji energitm +E. Hamiltonidn volného atomu

md tvar

hwo

Hy = Ele)e| — E|g){g| = —leel = %Ig)(gl = —% ((1) _01) )

kde wy = % je prechodovd frekvence atomu (odpovidd tihlové frekvenci fotonu vyzdieného
pri preskoku z excitované hladiny na zdkladni). Atom je v klasickém harmonickém elektric-
kém poli o frekvenci w (hvézdicka znaci komplexni sdruZent)

E(t) = Ege ™! + Eze™,
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V' dipolové aproximact je interakce atomu s polem popsand operdtorem

A~

V()= —B- E),
kde operdtor dipolového momentu atomu je (cfje néjaky konstantni vektor)

D = dle){g| + d*|g){e|-

Naleznéte interakéni élen v Diracove obraze VP(t). V ¢ase t; = 0 se Schridingeriv a
Diraciv obraz shodugi.

Navod: Nejprve upravime interakéni hamiltonidn ve Schrodingerové obraze
V() = = (deygl+ & lgyel) - (Boe " + Eye ')
= —(d Bt d- By ) ey gl — (& - Boe ™" + & - Ege™') |g)el.

Oznac¢ime si

d-Ey=ah, d-Ef=ah
Interakéni ¢len pak zapiSeme ve tvaru
V(t) = —h (ae ™" +ae™") |e)(g] — h (@™ + a*e™) |g){el,
coz odpovida matici ve standardni bazi

0 &“*e—iwt + a*eiwt
V(t) =—h (aeiwt + &6&01& 0 ) :

Snadno uréime matici evoluéniho operatoru pro volny atom

. i20¢ iwot
_ig e 0 _;way (€000
UO(t) = e ntl = < 0 e_i‘*’QOt> =e 2t < 0 1> .

Matice interakéniho ¢lenu v Diracové obraze je potom rovna soucinu

= o (5 Yo )

B _h 0 (&*efiwt +a*€iwt) efiwot
(a '

6fzwt _|_ &/ezwt) ezwot 0

Oznaéime-li A = w — wy, pak lze VP (t) zapsat ve tvaru
~x ,—i(wtwo)t * JTAL
VO(t) = —h< 0 are Tate > . (14.27)

ae—iAt + &/ei(w+wg)t 0
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Kapitola 15
Spin v rotujicim magnetickém poli

Pro dvouhladinovy systém, jako je spin %, je v urcitych pripadech mozné exaktné vyftesit
Schrédingerovu rovnici i pro ¢asové zavisly hamiltonian. Jednim z nich je spin v rotujicim
magnetickém poli, ktery si nyni probereme. Tento model predstavuje zakladni fyzikalni
princip nuklearni magnetické rezonance. Ukazeme si i jeho vyuziti v precizni spektroskopii.

Hamiltonian spinu v magnetickém poli
Uvazujme spin % v magnetickém poli

—

B(t) = By + By (t),

které lze rozlozit na statickou ¢ast By ve sméru osy z

—

BO = (07 OJ 80)7

a Gasové zévislou cast By (t), ktera sviré s osou z thel 6 a rotuje kolem ni thlovou rychlosti
w, tj.
By (t) = (Bysinf coswt, — By sin 0 sinwt, By cos ).

Hamiltonian spinu je na case zavisly

N Ao Ba -~ B N N N
H(t) = —i-B(t) = —usg _ [sin@ <5’1 coswt — Sy sinwt) — S5 cos 9}
h h
= —(wp + wy cos 0)§3 —wy sinf (Sl coswt — Sy sinwt) , (15.1)

kde jsme zavedli prechodové frekvence spinu v polich intenzity By a By

_ 1B
h 9
V reédlnych aplikacich je By < By, takze i w; < wy.

_ 1B
=

Wo w1
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Reseni Schrodingerovy rovnice prechodem do rotujici soustavy
Vyuzijeme toho, Ze ¢asové zavisla ¢ast hamiltonianu lze napsat jako S, otoceny o thel —wt
okolo osy z

Sy coswt — Sy sinwt = e%“té:‘bA”16_h“’t‘§3 = RZ(—wt)SHRL(—wt).

Protoze S; komutuje s operatorem rotace okolo osy z, mizeme hamiltonian (|15.1)) zapsat
ve tvaru

A ~

H(t) = R.(—wt) <—(w0 + wy cos 0) S5 — wy sin 9§1> Ri(—wt) = R.(—wt)H(0) Rl (—wt),

tj. casovou zavislost lze separovat jako dodatecnou rotaci. Pfejdeme do rotujici souradné
soustavy

[0/(1)) = RL(=wt)(1)).
Ze Schrodingerovy rovnice pro [¢(t)) dostaneme rovnici v rotujici soustavé
. d / . d /‘T AT . d
) = in (R (~) ) [9(0) + RY—wt) iR S (1)

dt
Y
H(t)|4 (1))

i (—ﬁws) Ri(—wt)|(0)) + Ri(—wn) A (1) R(—wt) Bi(—wt)(0)

()
= (H(0) +wSs) [4/(1)) = Hoglt? (1)), (15.2)
s efektivnim hamiltonidnem nezavislym na case
H.; = H(0) + wSs5 = (A — w; cos 0) S5 — wy sin BS) = Qid - S (15.3)

Zde A (detuning) znadi rozdil frekvence rotujiciho magnetického pole a prechodové frek-
vence spinu wy
A=w-— wo-.

Déle jsme zavedli Rabiho frekvenci €2 a jednotkovy vektor ng vztahy

1
0= \/A2 — 2Awy cosO +w?,  Tig = 5(—w1 sinf,0, A — w; cosb). (15.4)

V rotujici soustavé snadno nalezneme feseni Schrodingerovy rovnice ((15.2]) (v ¢ase tog = 0
se laboratorni a rotujici soustava shoduji, tj. [¢'(0)) = [1(0)))

(1)) = e Hest ]/ (0)) = e F S|y (0)) = Ry (1) [15(0)), (15.5)

lze ho napsat jako rotaci poc¢atecniho stavu okolo osy 7ig o thel Qt. Do laboratorni soustavy
se vratime dodatec¢nou rotaci okolo osy z, tj.

() = Ra(—wt) Rag (Q0)[1(0)) = eh=tS =525 |5 0)) = O (1,0)[(0)).  (15.6)

141



Zde jsme zavedli evolu¢ni operator U (t,0), ktery odpovida ¢asovému vyvoji z tg = 0 do
t. Protoze hamiltonian ([15.1)) zavisi na case, je evoluéni operator zavisly na koncovém i
pocatecnim case, ne jen jejich rozdilu. Ve standardni bazi tvorené vlastnimi vektory S
muzeme matici evoluéniho operatoru U (t,0) s vyuzitim rotacnich matic pro spin %
zapsat ve tvaru

Ut,0) = R (—wt) R @)

{7f9}
wt T4 isi wt Qt]I 2912 W
= |cos|— isin | — cos | — | I —isin| — | 7ig -
2 2 )% 2 2 )"’
oy [ (%) - itemtin (%) in (D)
B 0 e_Z%t ~w1sing s Qt o - A—wy cosf Ot
(o 8111(2) COS(2)+Z—Q 8111(2)
os () — 1t ()] 3 plain (%) o
P (B e F foos (%) + i85m0 g ()] e
(15.7)
Rotujici pole kolmé na statické
V dalsim predpokladéme, Ze vektor B; (t) rotuje v roviné xy, tj. 0 = 7 a
Bi(t) = (B, coswt, — By sinwt, 0). (15.8)

Rabiho frekvence a jednotkovy vektor 7ig se pak zjednodusi na

1
Q=1/A24+w? iig= 5(—w1,0,A). (15.9)

Matice evoluéniho operatoru (15.7) pro 6 = 7 je

[cos (5) — i sin ()] €% i‘g sin () €%
U0 = (15.10)
i sin () 7' [cos (L) + 8 sin ()] e~i%*

Pravdépodobnost preklopeni spinu, 7- a 5-puls

Uvazujme nyni pocatecni stav

Y(t) = Ut)y(0) = ‘ . . (15.11)



Pravdépodobnost naméteni kladné nebo zaporné projekce spinu do osy z v ¢ase t je

Ot A\ Ot
_ 2 (s = 2 [ set
Wi(t) = cos <2)+<Q) sin <2),
2
W) = “Dgnz(H) L g (2 (15.12)
0?2 2 2 2
A
1+ (2)

Vidime, ze pravdépodobnost preklopeni spinu osciluje s Rabiho frekvenci 2. Maximalni

hodnoty dosédhne po case T,(rA), ktery odpovida délce tzv. m-pulsu, kdy

Qr» = 7.

Prabéh W_(t) s ¢asem je znazornén na obrazku (15.1)) pro A = 0, wy, 2w;.

1k

Obréazek 15.1: Prubéh pravdépodobnosti preklopeni spinu (|15.12) v rezonanci A = 0
(modra ¢ara), A = w; (Cervend carkovana ¢ara) a A = 2w; (CGernd Cerchovana ¢ara).
Maxima je dosazeno po mw-pulsu pro dané A.

Maximalni pravdépodobnost preklopeni spinu je rovna

2
ppmez _ @1 _ 1

Wme® ma jako funkce A/wy vyrazné rezonantni charakter, viz. obrazek |[15.2l V rezonanci,
kdy w = wy a tedy A =0, je W™ = 1. Tomuto jevu se iikd magnetickd rezonance.

(15.13)

us

Rabiho frekvence se v rezonanci shoduje s frekvenci w; a délka m-pulsu je tedy 7O = o
Pokud puls trva polovi¢ni dobu (5-puls), dojde k pteklopeni spinu do roviny zy. Vektor
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W g5

A / w1
Obréazek 15.2: Maximalni pravdépodobnost pieklopeni spinu (15.13)) jako funkce A.

fig (15.9) mifi v zaporném sméru osy x, g = (—1,0,0). V rotujici soustavé ((15.5) bude

spin po §—pulsu mifit ve sméru osy y

) =i () 10 =5 (1 1) (6) = 5 (3) =ln

V laboratorni soustavé musime udélat dodate¢nou rotaci okolo osy z

. wp . wo

A ZWU O 1 1 1 6”1—4w1

TO) = R (—a=2 )@@y =" o)== ( === "
) e )= e )5 (G) =75 (e

1 im0 —im 0 —
- —<e i)z, +) +e 4w°1|z,—>>:|p,+>.

V2

Vysledek odpovida ¢istému stavu s vektorem polarizace p'= ( cos 7r2“’701> , — sin (7?5%) , O) .
Matice evolu¢niho operatoru od ¢asu to = 0 ([15.10) se pro 3- a m-puls zjednodusi na

L (€T (1-ig) e in
U<TéA)70> - % B B , (15.14)
e i e ™ (1+05)
AR Y fW1 AT s
—lge ¥ e
U (T,0)
i“—ée‘i“% i%e‘i“%
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V rezonanci dostaneme

=0 7 e O
U T(O) 0 1 e 4wy 1€ 4wq

U ]
1€

2wq O

Nuklearni magneticka rezonance

Nalezena odezva spinu na rotujici magnetické pole zachycuje zakladni fyzikdlni princip
nukledrni magnetické rezonance, které lze vyuzit napt. v zobrazovani a diagnostice (mag-
netic resonance imaging - MRI), nebo ve spektroskopii. V medicinskych aplikacich MRI se
vyuziva spinu jadra vodiku (protonu) v molekule vody. Za bé&znych teplot a bez magnetic-
kého pole jsou spiny orientovany nahodné. Silnym statickym polem By se dostatecns velka
¢ast spini orientuje ve sméru osy z, vznikne tzv. longitudinalni magnetizace. Nasledné se
aplikuje rezonancni Z-puls, ktery spiny pieklopi do roviny xy. Po skonceni pulsu spiny dale
rotuji v této roviné s frekvenci wy a vytvari oscilujici magnetické pole, které je zazname-
nano detekéni civkou. Sila signélu je tmérna hustoté spint - je tedy mozné urcit mnozstvi
molekul vody v daném misté a tak rozlisit ruzné tkdné. Signél navic exponencialné klesa v
dusledku vzajemné interakee spinti s ¢asovou Skalou T (stfedni doba poklesu signalu na 1/e
puvodni hodnoty). Uréenim 75 lze napt. detekovat abnorméalni akumulaci tekutin v daném
misté (otok). Spiny se také postupné vraci do rovnovahy s okolim, tj. znovu se orientuji ve
sméru osy z a dojde obnoveni longitudinalni magnetizace. Tento proces probiha na casové
skale T (fadové jedna sekunda), ktera se lisi pro ruzné tkané a je mozné ji dale ovlivnit
napf. pouzitim kontrastnich latek. Typické MRI piistroje pouzivaji statické magnetické
pole By intenzity v jednotkach T'. Dalsi tzv. gradientni magnety lokalné ovliviiuji hodnotu
By, a tedy i frekvence wy - tim lze dosahnout prostorového rozliseni fadové v desetinach
milimetru.

Precizni spektroskopie

Magnetické rezonance lze vyuzit k velmi presnému urceni vlastni prechodové frekvence
wy. Z predchoziho vime, ze pravdépodobnost pireklopeni spinu zavisi na rozdilu frekvenci
rotujicitho pole a spinu A, a také na dobé pusobeni pole. Maximélni pravdépodobnost
preklopeni 1ze dosahnout pro A = 0. Presnost urceni wy pak zavisi na $ifce maxima ¢ okolo
rezonance (tzv. full width at half maximum - FWHM). UkéaZzeme si zékladni principy dvou
metod méreni wy. V obou postupech ¢astice prolétavaji pristrojem rychlosti v magnetickymi
poli. V bezinterakéni oblasti je pouze statické pole ve sméru osy z ]§0, v interakcni oblasti je
navic pole By (t) rotujici v roviné xy . Doba pisobeni pole zavisi na rychlosti ¢astice
a délce oblasti.
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Rabiho metoda meéreni wy

V Rabiho pristroji mame pouze jednu interakéni oblast délky L. Dobu, kterou v ni ¢astice
stravi, oznac¢ime jako 7 = £. Pravdépodobnost pieklopeni spinu po priletu Rabiho pii-
strojem je dana vztahem ([15.12)). Délka interakéni oblasti se zvoli tak, Ze je rovna m-pulsu
pro hledanou rezonanci, t;.
L _qo_ T (15.15)
v w1
Pravdépodobnost preklopeni spinu jako funkce A/w; je potom rovna

. 1 A2
Wh = = gin? [ Z4/1+ (—) : (15.16)
1+ (é) 2 w1

Priabéh této funkce je na obrazku vlevo. Siika maxima ¢ je Gmérna w; ~ %, jak lze
vidét z grafu vpravo pro rizné hodnoty w;. Pfesnost urceni frekvence wy lze tedy zlepsit
soucasnym prodlouzenim délky interakéni oblasti (zvétsi 7) a snizenim intenzity rotujictho
magnetického pole (zmensf wy ~ By) tak, Ze stale plati podminka (15.15). Ve skute¢nosti
tu hraji podstatnou roli dalsi faktory (¢astice maji néjaké netrivialni rozdéleni rychlosti,
rotujici magnetické pole neni dostateéné homogenni v celé interakéni oblasti), které sitku
maxima zvetsuji. Vliv téchto poruch roste s délkou interakéni oblasti. Presnost urceni wy
tedy nelze zlepsovat prodluzovanim interakéni oblasti dle libosti. Existuje néjaka optimélni
délka L, pro kterou dosdhneme nejlepsi presnosti.

1 1l

TWRabi (5 W Babt 51

—4 -2 0 2 4 -1 -0.5 0 0.5 1

Afwy AJwl®

Obrazek 15.3: Vlevo je znézornéna pravdépodobnost pfeklopeni spinu v Rabiho pfistroji
. Vpravo je stejnéd funkce pro w; = w%o) (Gerchovana ¢erné Céara), w; = w§°)/ 2 (Car-
kované Cervend ¢ara) a wy = w§0) /5 (modréa ¢ara). Sitka maxima klesa s klesajicim wy, je
Ameérna wy ~ .

Ramseyho interferometr

Lepsi presnosti uréeni wy 1ze dosdhnout pomoci Ramseyho interferometru, ktery se sklada
ze ti1 oblasti. V 1. a 3. je zapnuté rotujici magnetické pole, ve 2. je pouze statické pole ve
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sméru osy z. Délka interakénich oblasti je stejna, oznacme ji opét L. Voli se tak, ze doba
priletu interakéni oblasti 7 odpovidé F-pulsu pro hledanou rezonanci

L
— :T:Tg)) = i
v 2 2w

Délku bezinterakéni oblasti oznacime Lg, dobu pruletu T' = % Ukazeme, ze sitka maxima
okolo rezonance bude nepfimo imérné 7.

Celkovy evolu¢ni operator pro Ramseyho interferometr Ur lze zapsat jako soucin tif
evolucnich operatoru pro jednotlivé oblasti

Up=U(T +27,T +7) Ug(T +7,7) U(r,0).

Operéator U (7,0) mame v rovnici (15.101 . Uy je evolu¢ni operator v bezinterakéni oblasti,
kde je pouze statické magnetické pole By ve sméru osy z, tj.

A A 7 3 . A ZmT
Us(T + 7,7) = Up(T) = e # 0T = cionSsT = (6 8 0 > (15.17)
(&

;%0
12T

Evoluéni operator U(t, ) s libovolnym pocatecnim ¢asem t, uré¢ime s vyuzitim vlastnosti

(14.4) a unitarity ) R ) A R
Ult,to) = U(t,0) U(0.to) = U(t,0) U'(to,0).

Z tvaru evolu¢niho operatoru U (t,0) 1) pak dostaneme

~

U(t,to) — eyuth G_EQth'S ethongS e—ﬁwtosg — egwt53 e—ﬁQ(t—to)TLQuS' e—ﬁwtosg' (1518)
Matice tohoto operatoru ve standardni béazi je

_ p3) (3) (3)
Ult,to) = R (—wt) R (Q(t — to)) B (wty)

(Zfe)
[COS (M) — z% sin (M)} els (t—to) Z% sin (Q(t;t0)> ot (t+to)
i%%sn1<Q“;“”)ef4%U+w) [COS<KM:¢M) +—i%sﬁn,(9“;m))}e‘4%“*m)

(15.19)
v§imnéme si, ze v exponencidlach na antidiagonéle je soucet casu t + .
Urcéime nejprve amplitudu pravdépodobnosti preklopeni spinu po priichodu interfero-

metrem

A = <Z7_|(jR|Z7 +> = <Z7_|U(T+27_7T+T) UO(T+T7T) [j<7—7 0)‘27 +>
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Vypocet rozdélime na dvé ¢asti, uréime zv1ast Uy(T + 7,7) U(r,0)|z,+) a (z, —|U(T +
27, T + 7). Pro prvni ¢ast s pouZitim matice (15.17)) a vysledku ((15.11]) dostaneme

Uo(T +7,7) U(r,0)|z,4) = Uo(T) U(r)p(0) = Uo(T)e() N
() ifon ()

- (% ) _
0 et = sm( ) -

cos () — 14 sin ()] /3747

- _ (15.20)

w1 Qr\ —i%r —i<0T
(o) sin ( ) 2 e 2

Druha c¢ést je diky ((15.19)), kam dosadime ¢t =T + 27, to =T + 7, rovna
(z,—|U(T + 27, T + 1) =

i (7 i eran 97N L2 an (BT | s
<ZQ sm( 5 )e , |cos | —I—ZQ sin | = e . (15.21)

Vynasobenim vektoru ((15.20) a (15.21]) dostaneme amplitudu pieklopeni spinu

A_ = z% sin (%) e 05 (2T+37) [cos (%) — z% sin <%)} 5Tl e T
wi o (OTN s e Qr
—Hﬁ Sin (7> e 2'e "2 |:COS (7) + @— sin ( )}
= z% sin (%) e~ wremizT (|:COS (%) — z% sin ( )} _léT—i—
Qr A A
+ [Cos (7> Zﬁ sm( )} 2 )
= QZﬂ sin (QT) e~ wTeisT (cos <&) cos <—) — —sin ( ) sin (g)) )
Q 2 2 2 Q 2 2

Pravdépodobnost pieklopeni spinu po prichodu Ramseyho interferometrem je pak

=2 00 () o () (2 -2 () ()]

_p0) _ =« . . Lo .
Pror =T T = o lze pravdépodobnost preklopeni spinu upravit do tvaru

4 A2 A2 AT
Wi%amsey = —— sin? T 1+ — Ccos il 1+ — cos| — | —
1 + <A> 4 w1 4 w1 2
1 A2 AT
S S——— (—> sin (—> . (15.22)
A 4 w1 2
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Pribéh této funkce pro T' = 57 je na obrazku [I5.4] vlevo. Jsou zde vidét typické uzké ostré
piky (Ramsey fringes). Blizko rezonance lze vztah (15.22)) aproximovat pomoci

AT
0 = WY x cos? (7> (15.23)

A

Q

Sirka piku okolo A = 0 je tedy nepiimo tumérné dobé priletu bezinterakéni oblasti T’
(viz. graf vpravo pro rizné hodnoty 7). VySsi pfesnosti uréeni wy tak lze dosdhnout jejim
prodlouzenim, coz je technicky jednodussi, nez v pripadé Rabiho pristroje.

W Ramsey o5 W Ramsey 51

) ) 0 2 4 0.4 —0.2 0 0.2 0.4

AJwy Afwy

Obréazek 15.4: Vlevo je znazornéna pravdépodobnost preklopeni spinu po priuchodu Ram-
seyho interferometrem jako funkce A/w; pro T = 571 = 25—51 Vpravo je pak okoli
rezonan¢niho maxima pro ruzné délky bezinterakéni oblasti - 7" = 7 (Cerchovana ¢erna
dara), T = 27 (Garkovana Cervena ¢ara) a T = 57 (modra ¢ara). Sirka maxima klesé s
rostoucim 7.
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Kapitola 16

Nestacionarni poruchova teorie

Prehled teorie

Uvazujeme hamiltonian tvaru

H(t) = Hy+eV(t),

kde H, nezavisi na Case (volny hamiltonian). Nasim cilem je urcit pravdépodobnost pie-
chodu ze stavu |1 (o)) = |¢;) do stavu [¢)f) Casovym vyvojem z Casu to do ty

Wissy = (s l0(t0)) P = [(0r|U (t5 to) [93)* (16.1)

Interakéni clen £V (t) povazujeme za malou poruchu.

Dysontiv rozvoj evolu¢niho operatoru v Diracové obraze

Budeme pracovat v Diracové obraze, ktery se v ¢ase tg shoduje se Schrodingerovym. Prav-
dépodobnost prechodu ([16.1]) je potom

Wissy = gl () = (]St to) i) . (16.2)

Evoluéni operator v Diracové obrazu S(ts,to) se fidi diferencialni rovnici

LS t0) = VPOS(te), Sltante) = I (163)

Jeji feseni hledame ve formé mocninné (Dysonovy) rady
Sty to) = ZE”S(TL (ts,to). (16.4)

Dosazenim do (16.3)) dostaneme postupné vztahy pro jednotlivé cleny
n=0:

A

d - .
ih=S0=0 = 8O ty) =1, (16.5)
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ty
d ; .
ihe SO —yPSO —yP  —  SW(t, 1) = -5 / dt, VP (1), (16.6)

to

tr

@hj S@ =yPsl  —  S@(t, 1) = —%/dtQVD(t2)5‘(1)(t2,to)dt2

ty to
LN\ 2
_ (_%) / dt / VP (t:)VP (1), (16.7)
to to

takze pro n-ty ¢len plati

S™(ts, 1) = <——) /dt /dtn L. /dtlf/D(tn)f/D(tn_l)...VD(tl). (16.8)

Zavedeme operaci ¢asového usporadani sou¢inu operatoru (predpokladame, Ze ve stejném
¢ase t; = ty operatory komutuji)

A

[A ] At)B(ts) t >t
A(t1)B(tz)| = ,
B(ta)A(ty) 1 <t

analogicky pro libovolny pocet operatori. n-ty ¢len rozvoje evoluéniho operdtoru v Dira-
cové obraze pak miizeme zapsat pomoci T-soucinu ve tvaru

S (¢, o) = <——> /dt /dtn » /dtlT [VD(tn)V%n,l)...VD(tl) . (16.9)

kde vSechny integraly maji stejné meze. Dysonovu fadu (|16.4)) pak lze formalné zapsat jako
¢asoveé usporadanou exponencialu

ty ty ty
- =1 i \" ~ ~ ~
Sttt = 3o <_735> /dtn/dtnl.../dtlT [VD(tn)VD(tn,l)...VD(tl)]
n=0 " to to to
Z oD
= T |exp —7€ atv=(t) | | - (16.10)

to
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Prechod mezi vlastnimi stavy volného hamiltonianu
V dal$im se omezime na pfechod mezi vlastnimi stavy volného hamiltonianu, t;j.
Holyyy) = Eflvy),  Holvi) = Eilyy).

Pro jednoduchost predpokladejme, ze H, ma ¢isté bodoveé spektrum, tj. vlastni vektory
b} tvori ON bézi

ﬁ0|wm> = Em‘wm>v <wm‘wn> = Omn, Z |wm><wm| =1I. (16'11)

Maticové elementy rozvoje evoluc¢niho operatoru v Diracové obraze ((16.4]), tj. amplitudy
prechodu v n-tém tadu poruchového rozvoje, oznacime jako

ST (tr,to) = (W ST (ty, to) i) (16.12)
Pravdépodobnost prechodu (|16.2)) je potom rovna

2

Wi = )S(? (tg,to) + S (tr, to) + €255 (ty,t0) + ... (16.13)
Pro nulty fad s pouzitim ((16.5)) nalezneme
S (ts.t0) = 5. (16.14)

V 1. fadu ze vztahu ((16.6)) a prechodem do Schrédingerova obrazu ((14.20]) dostaneme

i ~ ¢ g % j
SW(ts,t) = _ﬁ/dt1<¢f|VD(t1)|¢i> = _ﬁ/dtlwfwg(tl’tolv(tl)UO(t17t0)|¢z‘>/
to fo R P10 () e PO
ty

i Ef—FE; ~
_ _ﬁ/dtlel"(tl_to)<¢f|v(t1)|¢i>‘

to

Oznacime si maticové elementy interakéniho ¢lenu ve Schrédingerové obraze V() v bazi
vlastnich vektort H,

an(t) = <wm|f/(t> |¢n>;

a Bohrovy frekvence odpovidajici preskoku mezi stavy |¢,,) a |¢,)

L, —E,
Wmn —_—.
h

Amplitudu prechodu v 1. fadu pak zapiSeme ve tvaru

tr
S (tr.t0) = —%/dtleiw“(tl_m)vﬁ(h)- (16.15)

to
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Ve druhém tadu s pouzitim ((16.7)) a baze ((16.11)) analogickym postupem nalezneme

. th to
st = (1) [t [ anto e o) em V)b

ty to
N\ 2
_ (_%) Z/dt2/dtlvfml(t2>eiwfml(t2tO)lei(tl)einli(tltO).
mi to to

Pro amplitudu prechodu v n-tém radu pak plati

Sttt = (__) Z >3 /dt /dtlvfmn ()@ rmn EnmI0) Y )i tto)

Mn—1y4

Piechody v 1. fAdu poruchového rozvoje

V dalsim budeme pracovat v 1. fadu poruchového rozvoje a polozime ¢ = 1, {5 = 0 a
ty = T. Pocate¢ni a finalni stav musi byt rizné, jinak dostaneme pro pravdépodobnost
prechodu nesmyslny vysledek. Pokud je totiz ¢« = f, pak je pravdépodobnost prechodu v
1. fadu rovna

WeT) =1 ¢ [ dtvi(o)

Druhy clen na pravé strané je ryze imaginarni, protoze V;; je diagonalni maticovy element
samosdruzeného operatoru a jako takovy musi byt realny. Pravdépodobnost névratu do
vychoziho stavu pak vychazi vétsi nebo rovna jedné. Uvazujme v dalsim ¢ # f. Pravdépo-
dobnost prechodu v 1. fadu je potom

W-(l) (

i—f

T
(1) 2 1 iwpgt
T) = ’Sﬁ (T, 0) o = | [ ate V)] (16.16)
0
Porucha nezavisla na case
Pro interakei nezévislou na ¢ase V + V(t) muzeme (|16.16|) upravit do tvaru

(T) = CAVEE (M) . |Vfi|2[T(wﬁ), (16.17)

()
Wi (E — E;)? 2h h?

i—f

kde I7(w) je funkce
2

T
. 4 T
= /dte“"t = ESil’F (%) . (1618)
0
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1. rad poruchového rozvoje 1ze pouzit pokud plati
Vil < By — Ei.

Pravdépodobnost pirechodu jako funkce T' je zobrazena na obréazku pro ruzné
hodnoty wy;. S rostoucim wy; vyrazné klesd amplituda a oscilace se zrychluji. Je zde vi-
dét rezonancni charakter - pravdépodobnost pfechodu je vyrazné vétsi pro malé wy;, tj.
blizké energetické hladiny. V limité wy; — 0 (pfechod mezi ortogonalnimi stavy v ramci
degenerované hladiny E; = E;) plati

|Vl
Wz—>f< )_ ;—;2 T2

Tento vztah 1ze pouzit jen pro velmi kratké casy T < | |.

4+

Obrazek 16.1: Pravdépodobnost prechodu v 1. fadu poruchové teorie (16.17)) jako funkce T'
pro riizné hodnoty wy;. Cerna ¢erchované Gara odpovida wy; = %, Cervend carkovana cara
Wi = % a modra ¢ara wy; = %

Prubéh funkee I7(w) pro razné hodnoty 7" je znazornén na obrazku _ 2l S rostoucim T
je pik okolo w = 0 stéle uzsi a vyssi. Polositka maxima Ir(w) v nule je prlbhzne £ mimo
tento interval je funkce v podstaté nulova. Za cas T tak miize dojit s nezanedbatelnou
pravdépodobnosti k prechodim pouze do této oblasti, tj.

|E;—E| _AE _2n
= <

Weil = = —_—.
i h ho T
Odsud plynou "relace neurcitosti mezi ¢asem a energii"
h
AE < —
T’

~

které tikaji, ze za ¢as T' jsme schopni urcit energii s presnosti maximalné %
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Obrazek 16.2: Funkece I1(w) (16.18) pro rizné hodnoty T Cern4 Serchovana ¢ara odpovida

T = 2u, ¢ervené Carkovana c¢ara T' = 3u a modra cara T = 4u.

Harmonicka porucha

Uvazujme nyni harmonickou poruchu

A

V(t) = ve ™ + ple™t, (16.19)
kde w > 0. Jeji maticové elementy jsou
Vf1<t) — <¢f|@e—iwt + @Teiwt|¢i> — ,Ufie—iwt + Uifei“’t.

Amplitudu prechodu za ¢as T' v 1. fadu (16.15)) postupné upravime do tvaru

T T
S}?(T, 0) = —% /dteiwﬂt (Ufie_iwt + E-fem) = —% /dt (Ufieiwft + @ifeiw+t)
0 0
) Lw_T Lwy T
- —% <vfielTAT(w,) +@fel%AT(w+)) , (16.20)

kde jsme oznadili wy = wy; £ w a Ar(w) je funkce

Ar(w) = %Sin (%) = /Ir(w). (16.21)

Pravdépodobnost piechodu je v 1. fadu rovna

2

Y

(1) =5

=T _ esT
g |Ugie’ Ap(w_) + 702 Ap(wy)

W»(l)

i—f
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roli tak hraje i interference piispévki od te~™* a 9Te™!. Ta je podstatna na kratké éasoveé
skale, pro velkd T je mozné ji zanedbat. Diuvodem je, Ze Ar(w) ma dominantni maximum

v nule hodnoty
Ar(0) =T,

polositka piku klesa jako 7. Ar(wy) tak maji hlavni piky v bodech wy; = Fw, které se s
rostoucim Casem zuzuji a prestavaji prekryvat. Pribéh funkei Ar(wy) v zavislosti na wy;

je znazornén na obrazku m pro T =2 (vlevo) a T = L2 (vpravo).

i ! 10}

~ N
R AN 0] s

Obrazek 16.3: Funkce pro riizné casy - T = 2 (vlevo) a T = L2 (vpravo). Ap(wy) je
Cervend ¢arkovana ¢ara, Ap(w_) Cerna ¢erchovana Cara. S rostoucim Casem se dominantni
piky zvétsuji, zuzuji a oddéluji.

Vlivem harmonické poruchy dochazi dominantné ke dvéma procestim. Clen dfeit pri-
spiva zejména k prechodtim s Fy ~ E; — hw (stimulovana emise), ¢len de~“* zptisobuje pie-
chody do Ey ~ E;+hw (stimulované absorpce). Stika intervalt (Eij:hw—%, Eij:hw—k%),
kam miZze Ey s nezanedbatelnou pravdépodobnosti patfit, klesa s casem jako AE ~ %
Tyto intervaly se pro velkd T nepiekryvaji, takze ve vypoc¢tu pravdépodobnosti stimulo-
vané emise muzeme amplitudu absorpce zanedbat a dostaneme podobny vysledek jako pro

konstantni poruchu

emi _ |Uif|2 _ |rUif|2 )
(1) = P I (oy) = P I + ). (16.22)

Analogicky pro pravdépodobnost stimulované absorpce plati

Wabs T) = |Uf2|2]' - |Ufz|2]' o 16 23
) = P08y = P g — ), (16.23)

Dlouhé piisobeni poruchy, rychlosti prechodu

Uvazujme nyni pusobeni poruchy po delsi ¢as T'. Z pfedchozi diskuze vime, Ze Sitka in-
tervalu, do kterého miize energie finalni stavu s nezanedbatelnou pravdépodobnosti patrit,
klesa jako 1/T. Pik funkce Ir(w) v nule je stale uzsi a vyssi. Nicméné, zatimco pro kratké
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Casy roste I7(w) kvadraticky, pro dlouhé ¢asy je nartust linearni v 7. Z limitniho vyjadieni
o-funkce ve tvaru
sin?(xt)

t—oo Tt

= (),

totiz pro funkci I1(w) dostaneme asymptotické chovani

I
lim r(@)

T—o00

=216 (w). (16.24)

Ma pak smysl zavést rychlost prechodu (pravdépodobnost pfechodu za jednotku casu)
vztahem

wh (T
Ly = % (16.25)

Pro c¢asové nezavislou poruchu z vysledku (16.17)) a asymptotického chovani ((16.24]) pro
velkda T plyne
1
ST _ 2|Vl
T h

kde d-funkce predstavuje zakon zachovani energie. Podobné pro harmonickou poruchu z
(16.22) a ((16.23]) dostaneme

Liny = 6(Er — Ep),

. 27 |v |2
oy = Psp o)
orlv 2
rebs — %5(@-&-7@). (16.26)

o-funkce zde vyjadiuje to, Ze ke stimulované emisi nebo absorpci dochézi pouze v rezonanci,

kdy E; = E; & hw.

Interakce atomu s klasickym elektromagnetickym polem

UkéZeme si nyni jako vzorovy piiklad chovani jednoelektronového atomu interagujictho
s klasickou monochromatickou elektromagnetickou vlnou. Uvazujme vektorovy potencial
tvaru

— =

A(Z, 1) = Ag(D)e ™! + AL(D)e™t = Ae (e“ Tt 4 e—“’?f—wﬂ) : (16.27)

kde € je jednotkovy vektor. Uré¢ime rychlosti stimulované absorpce a emise ((16.26|).
Volny hamiltonian elektronu v atomu mé tvar

X p?
Hy =
0 2m,

+ Vo(Z).

Vlivem vnéjsiho elektromagnetického pole dostaneme hamiltonian

2 A2

e e“ A

H=

(ﬁ+eﬁ>2+%(f)=ﬁo+2 (2A-ﬁ—mﬁ-ﬁ’)+

me Me
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Posledni ¢len zanedbame a budeme pracovat v Coulombové kalibraci
V-A=0.

Hamiltonian méa pak tvar
H = Hy+ V(t),

kde interakéni ¢len je roven

~
~

e - 2,
V(t)=—A(t)- P.
(0 = At
Pro porovnani s plné kvantovym vypoc¢tem (ktery si ukédzeme na konci semestru) upravime
nejprve vektorovy potencial a vyjadiime Ay pomoci stfedniho poc¢tu fotoni (n) a hus-
hw

toty energie na jeden foton 77 (cely systém bereme v konec¢ném objemu V). Coulombova

kalibrace pro vlnu ((16.27) znamena
k-£=0,

tj. A lezi v roviné kolmé na smér Sifeni viny k. Vlna je feSenim rovnice

2
DA’:(A Lo )A’:o,

2o

takze k = . Hustota energie elektromagnetické viny je

1 - 1 5
u = — (€0|E|2 —+ —|B|2> .
2 Ho

Urcime elektrickou intenzitu a magnetickou indukci

B, 0A L L 3
E = 5 = twAE (61(]“'”_‘“) - e_’(k'x_“’t)> = —2wA(Esin (kz T — wt> ;
3] = 1 .7 L. 1 E —
B = VXx A= Z(k) % é:*)AO <6z(kx7wt) —e 1(kxfwt)) _ _% >

C

Hustota energie je potom (plati % = goc?)
u = 4g9Ajw? sin’ </; ST — wt) .

Vystfedovanim za dlouhy ¢as 1" dostaneme

hw
(u) = 2g9Ad2w?* = 7<n>
Ag lze tedy vyjadrit jako
(n)h
Ag = :
0 2V eqw

158



Interakéni ¢len je pak roven

kde jsme oznacili

Interakce je tedy harmonicka porucha a pro rychlosti stimulované emise a absorpce z (|16.26|)
plyne

emsi 27T‘Uif‘2 7'('62 iRE o 2, 2

e 0(Ef — B+ hw) = 2V o (n) ’<¢f|€ £ Plyy)| 6(Ef — Bi + hw),

abs 27T|U 1‘2 7T€2 i 2, 2

iif = hf 5(Ef_Ei_hw) :m <TL> ‘<¢f|6k €'P’77Di> 5(Ef—Ei—hw).
(16.28)

Pokud je klasického pole nulové, tj. (n) = 0 a A = 0, pak Hy je celkovy hamiltonian,
|9;) a |1f) jsou stacionarni stavy a k zadnym pfechodim nedochazi. Z klasického pohledu
je absence pole shodna s absenci interakce. V realnych situacich ale dochézi k tzv. spon-
tanni emisi, kdy elektron z excitované hladiny za typicky velmi kratky cas presko¢i na
nizsi hladinu i bez pfitomnosti vnéjsiho pole. Semiklasickd teorie interakce latky a zareni
(atom je kvantovy, elektromagnetické pole klasické) spontanni emisi vysvétlit nedokaze.
Jak uvidime, spontanni emise je diisledek kvantovani elektromagnetického pole. Kvanto-
vané elektromagnetické pole ma zakladni (vakuovy) stav, ve kterém nejsou zadné fotony,
ten ale neodpovidéa absenci pole jako v klasickém piipadé. I kdyz je kvantové pole ve va-
kuovém stavu, stale interaguje s atomem, a proto mtze dojit ke spontanni emisi.

Piechody do kontinua, Fermiho zlaté pravidlo

Zaméfme se nyni na pfechod do stavu s finalni energii Ey, kterda bud lezi ve spojitém
spektru volného hamiltonidnu Hy, nebo v jejim blizkém okoli lezi fada dalsich diskrétnich
hladin, které od sebe neumime odligit. V takovém pripadé nemé smysl hledat pravdépodob-
nost prechodu do presného finélni stavu. Muzeme ale zkoumat pravdépodobnost prechodu

Wi s(T') do malého okoli E;
AE AFE AFE
I(Ef): Ef_ 7Ef+ ) < 1,
2 2 Er

za dlouhy ¢as T
Pracujme nejprve neporuchové, stav ¢astice po case T' je [¢;(T)). Oznacime (zobecnéné)
vlastni vektory volného hamiltonidnu jako |a)

Hla) = B(a)|a),
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kde a souhrnné oznacuje vSechna spojita i diskrétni kvantova ¢isla popisujici stav. Prav-
dépodobnost nalezeni ¢astice v néjakém malém okoli Z(ay) v case T je

Wi (T) = / dal{alt(T))P.
I(ay)

Zajimé nas energie finalniho stavu, a proto pirejdeme od a k E a (3, kde 8 zahrnuje vSechna
dalsi kvantova ¢isla nutna k popisu stavu. Integral pak mtuzeme prepsat do tvaru

Wiy (T) = / p(E)E / 48148, Eln(T))I2, (16.29)
Z(Ey) Z(By)

kde p(E) je hustota kvantovych stavii s energii E. Napiiklad pro volnou ¢astici hraje roli
« hybnost p. Pfechodem do sférickych souradnic dostaneme

d*p = p*dpdQ = p(E)dEdS.

Pro nerelativistickou ¢astici, kdy E(p) = %, je hustota stavi rovna

V2ME
p(E) = pQ;l—g = QMEdT = MV2ME.

V dalsim budeme uvazovat infinitezimalni interval Z(/5;) a omezime se na 1. fad poru-
chového rozvoje, tj. skalarni soucin v (|16.29) nahradime pomoci (16.16) a zapiSeme ve
zkratce

T 2
]' WE;
[ 818 BTN =Wy, (1) = 55 | [ e Vig )]

Z(By) 0

kde wg; = E%E a Vig,,m)i(t) = (s, BV (t)|vs).

Konstantni porucha

Pro konstantni poruchu v 1. fadu s pouzitim ((16.17)) dostaneme

1 E — FE;
WD) = [ WomPomi (255 ap,
I(Ey)

Pro velkd T pak s vyuzitim (16.24) pro rychlost prechodu plati

27T|VZ'|2
Vil

1
Tivg = 23 / \Vis,.eyil*p(E)2mhé (E — E;)dE = -

I(Ey)

(B; = E)), (16.30)

kde jsme ve zkratce oznacili Vy; = Vg, g,);. Vztah (16.30)) se nazyva Fermiho zlaté pravidlo.

Rika, 7e pro Casové nezavislou poruchu je rychlost prechodu v 1. fadu poruchové teorie
konstantni pro dostatecné dlouhy casovy interval 7'
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Harmonicka porucha

Fermiho zlaté pravidlo plati analogicky i pro harmonickou poruchu. Vime, Ze v pripadé
diskrétnich prechodi pro dlouhé ¢asy plati pro pravdépodobnosti stimulované emise a
absorpce vztahy ((16.22)) a (]16.23|). Pro pfechod do malého intervalu okolo Ef pak plati

emi E E =+ FLOJ
WD) = g5 [ e e () ar
I(Ey)
. E—E —hw
wit) = 5 [ lowsPaEim (S5 ap,
I(Ey)

Pro velka T' pak obdobnym zptisobem jako v piipadé ¢asové nezavislé poruchy dostaneme
konstantni rychlosti emise a absorpce

emi 27T|Ui ‘2

isf —hf P(Ef:Ei—hW),

abs 2| v )
Iﬂf=—%ﬁﬂ@:ﬂ+m»

Pro harmonickou poruchu tvaru (16.19)) plati tzv. princip detailni rovnovihy
Femz Fabs

i—f f—1i

p(Ep) — p(E:)

Neporuchové rovnice pro evoluc¢ni operator

Miizeme se také pokusit Tesit pohybovou rovnici pro evoluéni operator v Diracové obraze
(14.24)) exaktné. V bazi vlastnich vektori volného hamiltonianu dostaneme pro maticové
elementy evolu¢niho operatoru

Sk (t,0) = (1| S(t,0)[thm),

pohybové rovnice
d
Zh Skm t 0 E ‘/;gj jm t 0 E eZUJk;th ]m(t O)

s pocatecni podminkou
Skm(0,0) = Sgm-

Alternativné muzeme stav v ¢ase t rozlozit do baze vlastnich vektortu volného hamiltonianu
(pro dalsi postup je vhodné z casové zavislych Fourierovych koeficientu odseparovat volny
¢asovy vyvoj zpusobeny Hy)

B) = > di(t)eF5 ). (16.31)
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Schrédingerova rovnice

d N . .
ih—6(8)) = Hv(0) = (Ho+V(®)) ().
po dosazeni tohoto tvaru |¢(t)) a s vyuzitim ((16.11]) prejde na

ihy - d(t)e™ 5y = Zd Je HEV (8) 1))

Skalarnim soucinem s e%Ekt(zﬁkl pak dostaneme pohybové rovnice pro koeficienty rozvoje
(16.31)

ifid) (t Z eritV (8)d; (1), (16.32)

s poc¢atecni podminkou
di(0) = di.

Presnéd amplituda prechodu ze stavu |1);) do stavu [¢y) je
Sti(t,0) = dg(t).

Neporuchové rovnice pro dvouhladinovy systém

Pro dvouhladinovy systém lze v nékterych piipadech najit analytické reSeni pohybovych
rovnic (16.32]). Nejprve je prepiSseme do maticového tvaru. Vlastni vektory volného hamil-
tonianu |t 2) zvolime tak, ze plati £y < Ej, a ozna¢ime

Ey — B4
Wle—wlgz—:w>O.

A =2

Zavedeme d(t) jako sloupcovy vektor koeficientii rozvoje
di(t)
d(t) = ,
®) <d2(t))

Operator V(t) je hermitovsky, takze Vi1 (t) a Vo (t) jsou realné funkce. Rovnice ((16.32]) pak

lze ekvivalentné zapsat maticové

a matici

ihd(t) = VP (t)d(t). (16.34)
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Konstantni porucha pro dvouhladinovy systém

V piipadé konstantni poruchy V(t) = V je matice VP (t) (16.33) rovna

YA Vi Ve~ !
VP(t) = <V21€M Vi ) (16.35)

Ma podobny tvar jako matice hamiltonidnu ([15.1)) pro spin v rotujicim magnetickém poli
z kapitoly (azZ na opacné znaménko w). Postup feSeni rovnice ((16.34) je analogicky -
¢asovou zavislost odseparujeme unitarni transformaci (rotaci)

VD(t) — 6_%th3VD(0)€%wt03.

V rotujici soustavé je matice efektivni interakce Ve? rovna

hw Vy — 1%
D _ Dy ™ 11 B 21
Vef Vo) 2 3 ( Vo V22+%w>
Vip + Voo Vii — Voo — hw

5 I—l—ReVQl 01 +III1‘/21 092 + 9 3.

Nésobek jednotkové matice je v ¢asovém vyvoji irelevantni (zptusobi dodateénou globalni
fazi, ktera neméa zadny fyzikalni vyznam). Zbylou ¢ast lze zapsat ve tvaru ([15.3))

h
Ve = S 3,

pomoci Rabiho frekvence €2 a jednotkového vektoru g (15.4))

4 Viy — Vi
Q = ,/A2+ﬁ|vzl|2, A:%—w, (16.36)

o 1 /2 2
nog = 5 (ERG‘/QM ﬁIm‘/QlyA) .

Evoluéni operator v Diracové obraze je potom roven (viz. (15.10)))

S(t, O) — 6—%wto’36—%ﬂtﬁg~5
B wtj_,,wt QtI..Qtﬂﬂ
= \cos| 5 | I —isin{ 5 Joy ) {cos{ o | I —isin{ - )ilg-0
cos (3) — s ()] 50— sin (%) -
i 22 gin (L) g3+t [cos () + 04 sin ()] es+t



je TfeSenim rovnice (16.34) (viz. (15.11)))

cos (%) — 2 sin (%)] e~
d(t) = S(t,0) d(0) =

_ s2Ve1 o Qt Lot
2 () o

Odsud urc¢ime presné pravdépodobnosti pfechodu mezi stavy volného hamiltonianu za cas

T (viv. (G13)
2
Wi (T) = cos® (QTT) + (%) sin? (%) ;

AV ? ., (QT
Wl%Q(T) = 7202 Sin T . (1637)

Vzhledem k (T6.36) plati

Or\ A4 Lk Or
i) + W) = cost () 4 =i () =
N——

1

Presny vysledek (16.37) pro prechod mezi stavy [1) a |2) mzeme porovnat s porucho-
(16.17

vym vysledkem (|16.17]). Pokud lze V povazovat za malou poruchu, t;j.

Va1 Vi1 — Vg
no S T
pak je Rabiho frekvence Q (16.36|) srovnatelna s w. V takovém pripadé je pro kratké casy

<K 2w—” presny vysledek velmi blizky poruchovému

4V |2 . wT
Wi (T) = 7222)12' in® (7) = W, (7).

Porovnani presnych vysledka W, _,;(T"), Wi_2(T) a poruchového vztahu v 1. fadu Wl(EZ(T )
je na obrazku [16.4]

Harmonicka porucha pro dvouhladinovy systém, rotating wave aproximace

Ptechodovou frekvenci systému pfeznacime na

FEy — Ey
W1 = —W12 = ——— = Wo,

h

a uvazujme harmonickou poruchu tvaru (16.19). Matice interakéniho ¢lenu v Diracové
obraze je

VP = vip (e +e7™) vyge W Hwo)t | 75, eilw—wo)t
( = v21€—i(w—wo)t + @12€i(w+wo)t Voo (eiwt + e—iwt)
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Wi, 05 Wi

0 5 10 0 1 2 3

T[ofl] Tlw™Y

Obrazek 16.4: Exaktni pravdépodobnosti prechodu Wi (t) (modra ¢ara), Wi_,o(t) (Cer-

vend Carkovand ¢ara) a pravdépodobnost prechodu v 1. fadu poruchové teorie Wl(i)Q(t)
(Gerna ¢erchované ¢ara). V obrazku je zvoleno Vi1 — Vo = 0.1 hw, |V51| = 0.3 hw. Rabiho
frekvence je potom pfiblizné 2 ~ 1.08 w.

V tomto piipadé obecné neumime vyfesit pohybové rovnice ((16.34)) analyticky. Pokud jsme
ale blizko rezonance, kdy
A=w—wy=0,
lze pouzit tzv. "rotating wave approximation" (RWA). Spoé¢iva v tom, Ze ve VP(t) pone-
chame pouze ¢leny tmérné et Ostatni ¢leny rychle osciluji a na delsi ¢asové gkale se
jejich vliv vyrusi. V. RWA je pak interakéni ¢len v Diracové obraze roven
0 T eiAt
D 21
Viawa(t) = (Ume—iAt 0 ) :
Ma tedy stejny tvar jako pro konstantni poruchu ((16.35) s Vi3 = Vo = 0 a zdménou
w — —A. Postup feSeni je analogicky, efektivni interakce je v tomto pripadé

hA h{ A 2u h
VD =vE (0)+ —03=— R2) = Z0fg - 7
ef rwa(0) + 5 737 3 (%021 SN 5 a0

Rabiho frekvence €2 a jednotkovy vektor 7 jsou

1 L1/ 2
O =4/A2+ ﬁlva, o = o <;LR€ Uzuﬁlm U217A> :

Pro harmonickou poruchu v RWA jsou tedy pravdépodobnosti pfechodu WA (T') dany

11—
Vzta,hysA:w—wo. !
Pro ilustraci je na obrazku vlevo porovnani vysledkia v RWA s 1. fadem porucho-
vého rozvoje . Poruchovy vysledek 1ze pouzit jen pro kratké casy. Vpravo je srovnani
vysledku v RWA s numerickym feSenim rovnic ([16.34)).
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Tlwy'] Tlwy']

Obrazek 16.5: Vlevo jsou pravdépodobnosti prechodu v RWA (modra a ¢ervené ¢arkované
¢ara) a pravdépodobnost pfechodu v 1. fadu poruchového rozvoje (16.23)) (¢erna ¢erchovana
¢ara). Vpravo je porovnani pravdépodobnosti prechodu v RWA s numerickym FeSenim
pohybovych rovnic . V simulacich je zvoleno w = 1.01 wy, v;; = 0.1 fwg

Priklady
Cviceni 49. Uvazujte linearni harmonicky oscildtor s ndbojem q v pronim excitovaném
stavu |1). V case tg = 0 zapneme homogenni elektrické pole

Elt)=Voe =, 7>0, Vo<1

Urcete, do jakijch stavi volného hamiltonidnu miZe oscildtor vliivem poruchy prejit v 1.
radu poruchového rozvoje, a urcete pravdépodobnost prechodu v limité T" — oo.

Navod: Hamiltonian LHO mé vlastni vektory |n) a vlastni ¢isla
~ 1
Holn) = (n+ §)hw|n)

Operator poruchy je X R
V(t) = —qXE(t).

Amplituda prechodu ze stavu |1) do stavu |n) za ¢as T v 1. fadu je podle (16.15)) rovna

T
/ dte™m 'V,
0
Maticové elementy operatoru poruchy
Via (t) = —qVoe = (n| X |1),

S(l)

D?'IN

jsou nenulové jen pro n = 0 nebo n = 2. Pro tuto poruchu je tedy mozny pouze preskok o
jednu hladinu nahoru nebo dolt. S pouzitim posunovacich operatoriu



nalezneme

N h . h
OIXI1) =/, @) =/

Pravdépodobnost prechodu na zakladni hladinu je potom

S8 (00,0 =

nl

1
Wl(a)() =

2 / - —1wt QZ%Z 1
2 2Mw T 2Mhww? + /7%
0
Pravdépodobnost prechodu na 2. excitovanou hladinu je dvojnasobna

21,2
1 Vi 1 1
WI(H)Z = ° = 2W1(a)0

Mhww? +1/72

Cviceni 50. V RWA naleznéte pravdépodobnost excitace atomu za cas T pro dvouhladinovy
atom interagugici s klasickou elektrickou vinou ze cviceni [48. V case t = 0 je atom v
zakladnim stavu.

Navod: Interakéni ¢len v Diracové obraze je ve vztahu (14.27). V. RWA ma potom tvar

0 aeiAt
V]?WA(t) =—h <ae—iAt 0 > )

kde A = w — wy. Efektivni interakéni ¢len v rotujici soustaveé je tedy

hA h (A —2a h
D _ /D _n — COfo - &
Ver = Vawa(0) + 5 73~ 3 (—2a —A) 2Qng 7.

Rabiho frekvence 2 a jednotkovy vektor 7q jsou rovny

1
Q= /A2 +4]al?, Tig= 9 (—2Req, —2Ima, A) .

Pravdépodobnost excitace atomu v ¢ase 1" bude podle ((16.37)) rovna

4)al? . Qr
RWA _ 2
Wg(ﬁe NT) = 2 Sin < 5 )
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Kapitola 17

Nahla a pomala zména hamiltonianu

Prehled teorie

V této kapitole se pro jednoduchost omezime na hamiltonidny s prostym ¢isté bodovym
spektrem. Budeme uvazovat zménu hamiltonianu z H, na Hl, kterou obecné nelze pova-
ovat za malou. Hamiltonian Hy mé vlastni vektory |¢),) a vlastni ¢isla E,, tj.

H0|¢n> = En|¢n>v <1/)n|1/)m> = Omn, Z W)n> W)n’ - f (17'1)

Vlastni ¢sla a vlastni vektory Hy oznacime jako |¢,) a &, tj. plati

Hy|¢n) = Enln)s  (Dnldm) = mn, Zm (¢n] = 1. (17.2)

Bude nas zajimat, jak se zméni stav systému, ktery je na poc¢atku v né€jakém vlastnim stavu
Hy. Zamérime se na dva limitnf pripady rychlosti zmény - bud bude probihat velmi pomalu,
nebo okamzité. Pii velmi pomalé (adiabatické) zméné bude stav ¢astice neustale vlastnim
vektorem okamzitého hamiltonianu. Na konci tak bude ve vlastnim stavu hamiltonianu
Hi, ¢asovym vyvojem pouze ziskd néjakou fazi. PTi nahlé zméné se stav ¢astice nestihne
zménit a mizeme ji nalézt v riznych vlastnich stavech nového hamiltonianu.

Adiabatickd zména

Uvazujme hamiltonian H(g) zavisly na parametru g (maze jich byt i vice) a oznatme
14, (g)) jeho vlastni vektory

H(9)[¥n(9)) = Ea(9)[¥n(9))s  (@n(9)m(9)) = - (17.3)

Predpokladame, Ze vlastni ¢isla F,(g) jsou vSechna ruzné a nekiizi se. Parametr g budeme
ménit s ¢asem ¢(t) tak, ze pro t =0 je

H(g(0)) = Ho,



a pro t =T plati

Pro vlastni vektory a vlastni ¢isla plati

[¥n(9(0))) = i), En(g(0)) = En,
[¥n(9(T)) = |¢n), En(g(T)) = &
Oznacime jako G kiivku {g(¢)|t € (0,T)}.

Chceme vyfesit Schrodingerovu rovnici

. . d
H(g@))[¥(2)) = ih—[4(t), (17.4)
s casove zavislym hamiltonianem H(g(t)). Budeme hledat FeSenf ve tvaru

() =Y eal®)e Nen(g(t)), (17.5)

n

kde 6,,(t) je tzv. dynamicka faze
/En(g(t’))dt'. (17.6)

Pokud se hamiltonian H(g(t)) s asem neméni (tj. g(t) = g(0)), pak

En(Q(t)) = En(Q(O)) = by, |¢n(9(t))> = |¢n(g<0))> = |¢n>

a dynamicka faze je
E
O, (t) = ——"t.
(1) ==

V takovém piipadé dosazenim ((17.5) do Schrédingerovy rovnice ((17.4]) dostaneme

i En g . . En _iEny
ch(t)e—lT En|tn) = zhz (Cn(t) — chn(t)) e "y,

n

z ¢ehoz plyne
Vo () =0 = e, (t) =, (0).

Tim dostaneme obvyklé feseni Schrodingerovy rovnice pro ¢asové nezavisly hamiltonian
_;En
[(1)) = cal0)e F i),

kde ¢,(0) je poc¢ate¢ni podminka v ¢ase t = 0.
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Predpokladejme nyni ¢ # 0 (pro lepsi prehlednost vyrazi ted nebudeme vypisovat
zévislost na ¢ase). Dosazenim ([17.5)) do (17.4)) dostaneme diferencialni rovnici

d . .
S e Eulg) ) _mz(cnwn )+ udl 0 + ieabalinl) ) €. (17

Pro dynamickou fazi z definice ((17.6) plyne

takze posledni ¢len na levé strané ((17.7)) se odecte s pravou stranou dostaneme

Zc e 4, (g :—chn "

n

¥n(9))-
Rovnici skalarné vynasobime s |¢,,(g)), pouzijeme (17.3]) a nalezneme
: : d : (0 d
= =g {Un(9)| 0 (9)) =9 > el "m><wm<g>|@wn<g>>. (17.8)
n#m

Prvni braket na pravé strané je ryze imaginarni, protoze

d d d d
dg < ( )ij( )) = <d_g¢m(g)|¢m(g)> + <¢m(9)|d—g¢m(9)> =2 Re<¢m(9)|d—g¢m(9)> =0

Oznad¢ime ho jako ;

kde ¢,,(g) je ryze realna funkce. Druhy braket na pravé strané (17.8)) vyjadiime z bezéasové
Schrédingerovy rovnice (17.3)), kterou zderivujeme podle g a skalarné vynasobime s [¢,,(g))

<¢m<g>|ﬁ<g>|%¢n< )+ >|ig (@)n(g)) = %&m n En<g)<¢m<g>|%wn<g>>.

[

-~

B (9)(m ()] 25 n (9))

Pro m # n odsud plyne

(Um (9| EH (9)tbn(9))
En(g) —En(9)

<wm<g>%%<g>> -

Rovnici ((17.8)) pak zapiSeme ve tvaru

(W) 3 H ( )[¥n(9))

b = iemipn(9)g = 3 ene' I =

n#m

(17.9)
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Zatim jsme neuvazovali zadné piibliZeni a rovnice (17.9) plati pFesné. Nyni pouZijeme tzv.
adiabatickou aproximaci, kdy zanedbame druhy ¢len na pravé strané (17.9)). To lze udélat,
pokud plati

1 [(m(9)] 45 H (9)|0n(9))]

— max |¢
7R ) T Bl

Doba potiebné pro adiabaticky prechod z Hy do H; tak musf byt radoveé T ~ ﬁ, kde A

A

je nejmensi spektralni mezera mezi vlastnimi ¢isly H(g)

A= IélinAij(g) = min|Ei(g) — E;(g)]-
)27 Gi,j

< 1.

V adiabatické aproximaci se rovnice ((17.9) zjednodusi na

Cm = _icm@m(9>g>

a jejim feSenim je
t

en(t) = em(0) exp | —i / e (g(E))g ()t

Pokud je na pocatku ¢astice ve stavu [10(0)) = |ib,), ktery je vlastni vektor Hy, pak
¢m(0) = 6. P adiabatické zméné je tedy Castice neustéle ve vlastnim stavu okamzitého
hamiltonianu H(g(t)) a plati

[0(t)) = ™D O, (g(t)),
kde 7, (t) znaci tzv. geometrickou (Berryho) fazi

t t

wt) == [ enla@)ae)it =i [ o@Dl ol )ate)at.

0 0

Adiabatickou zménou z hamiltonidnu Hy na H; za ¢as T se ¢astice dostaneme do vlastniho
stavu H;

[)(T)) = Mm@y, (17.10)
a ziskd dynamickou fazi
T
1
ouT) =~ [ Eulgltar (7.11)
0

a geometrickou fazi
’ d d
M(T) = @'/<1/Jn(g(t))|d—gwn(g(t)»g(t)dt = i/(wn(g)!@wn(gbdg =7(9). (1712
0 g
Vidime, Ze je urc¢ena kfivkovym integralem po kfivce G v prostoru parametri. Zavisi tedy
na jeho geometrii - odtud nazev geometricka faze. Na rozdil od dynamické faze nezavisi na
¢ase T, ale pouze na kfivce G.
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Nahla zména hamiltonianu

Reknéme, Ze pro t < 0 je ¢astice v n&jakém vlastnim stavu [¢,,) hamiltonianu H;. Pokud
zména hamiltonianu na H; probéhne nastane v ¢ase ¢t = 0 okamzité, pak se stav ¢astice
nezméni

[9(0)) = |¢bn)-

Pro t > 0 to uz ale neni stacionarni stav, a vyviji se s casem podle Schrodingerovy rovnice
s hamiltoniAnem H;

W) =D (Smltn)e 55 b,

m

Pravdépodobnost naméteni energie &, je tedy

mefm = |<¢m|wn>|2

Piiklady

Cviceni 51. Uvazujte cdastici v nekonecné potencidlové jamé sirky 2a v zdkladnim stavu

b= o (3 (2 1),

1. Sirka jamy se pomalu zdvojndsobi za cas T' konstantni rychlosti

o= (1)

Jakd je vinovd funkce a energie éastice po této adiabatické zmeéné? Urcete dynamickou
a geometrickou fdzi findlniho stavu.

2. Sirka jamy se ndhle zdvojndsobi. Jaké hodnoty energie cdstice miuZeme namérit a s
jakou pravdépodobnosti?

Navod: Vlastni funkce hamiltonianu ¢astice v jamé sitky 2a jsou

s = oo (% (2 1),

1 nrh\ 2
Enla) = 531 (2—) -

1. Pfi adiabatické zméné bude éastice v kazdém okamziku na zakladni hladiné okamzi-
tého hamiltonidnu

A ) ) , 1 T T
P(x,t) = MWy, (z,a(t)) = DM ——— sin (— (— - 1))

odpovidajici energie jsou
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Na konci tedy bude mit energii

a jeji stav bude
4 . . : 1 T (T
z,T) = Mm@y (1) = e T gin (— (— — 1)) :
Dynamicka faze (17.11)) je rovna

L[ 1 [ ah \? 11 (7h\?
=5 [ 5y (z—u)) W= ko (2—)

0

St~

Pro urceni geometrické faze (17.12)) spoc¢itdme nejprve

d T[T xm T[T
Lot fren (52 ) 2ren (52 )
dawl(m a) 2@% S <2 (CL , 2@% o8 2 \a
Lia(ea)
Skalarni soucin s ¥4 (a) je nulovy
d 1 T f . (T (T T /X
(1@, @) = =50 =55 [wsin (3 (5 =1))eos (5 (5 1)) o

Geometrické faze je v tomto pripadé nulova
7(T) =0.

. Pri nahlé zméné se vlnova funkce ¢astice nezméni. Vlastni funkce hamiltonidnu pro
¢astici v jameé sitky 4a jsou

a prisluseji energiim



Musime urcit pravdépodobnosti prechodu

a 2

1
Wam, = [0 n) = 5o | [ sin (o= 20))sin (51 (0 - )
—a
Pro ilustraci jsou vlnové funkce ¥y a ¢,, n = 1,2,3, znazornény na obrazku [17.1
Vlnové funkce s lichym n jsou sudé, vinové funkce se sudym n liché. Zakladni stav ¢
tak muze prejit pouze do stavi ¢, s n lichym, tj. miZzeme namérit pouze nékterou z
energii Eo11. Skalarni sou¢in ¢y a ¢o11 lze vyjadrit ve tvaru

8 (cos %’r + sin %’T)
2k 3)2k— D’

(Por41, Y1) = —

Pravdépodobnost naméteni energie 11 je potom

W - 64
P1—=Popy1 (2/€ T 3)2(2]{3 — 1)27T2'

Pravdépodobnost rychle klesa s rostoucim k, pro prvni tfi hladiny dostaneme

64
W¢1_>¢1 = ﬁ ~ 072,
64
leﬁqbg o572 ~ 026,
64
W¢1_>¢5 14172 ~ 0.015.

Cviceni 52. UvaZujte castici se spinem % v pomalu rotujicim magnetickém poli
By (t) = Byfi(t) = By (sin 6 coswt, — sin # sin wt, cos ) ,

a hamiltonidnem

H(ii(t) = —i- Ba(t) = —wrii(t) - 5 = —wi S
_ cosf  sinfet o By
- 2 \sinfe ™" —cosf )’ T p
V case t = 0 je cdstice ve vlastnim stavu H(7(0)) s energii E, = —1 Uréete dynamickou

a geometrickou fazi za dobu jedné periody magnetického pole B t), 4. T = 2;” Porovnejte
vysledek ziskany v rdmci adiabatické aprozimace s presngm postupem z kapitoly [15.

Navod: V adiabatické aproximaci bude ¢astice neustale ve vlastnim stavu okamzitého
hamiltonianu H (7i(t)). Vlastni ¢isla H(7i(t)) jsou na Case nezavisla
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Obrazek 17.1: Porovnani vlnové funkce zakladniho stavu ¢y (z) jamy 8itky 2a (Cerna cara)
a prvnich tif stavi ¢,(x) jamy Sitky 4a (Carkované Cary, ¢ernd - n = 1, modra - n = 2,
Cervend - n = 3). Stavy s lichym n jsou sudé funkce, se sudym n liché funkce.

Vlastni stavy [¢4(7i(t))) odpovidaji kladné a zéaporné projekei spinu do sméru 7i(t)

0

[ (1)) = () o) = (_n ) |

Pocatecni stav odpovida kladné projekei spinu do sméru 7i(0), tj.

0
COS 5

[(0)) = [¢¥4(71(0))) =

sin g
Za jednu periodu 7' = 2% magnetického pole El se v adiabatické aproximaci (17.10)) ¢astice

dostane do stavu ’
(1)) = e+ D e+ Dy (7(T))) = e+ e+ Dy (77(0))).

Dynamicka faze (17.11]) za jednu periodu je

T
1

0. (T) = —ﬁ/EJr(ﬁ(t))dt S R e (17.13)

0
Pro vypocet geometrické faze (17.12)) nejprve ur¢ime skalarni soucin

d o .. .6 0 0w
iy (7(t)) anr(ﬁ(t))) =1 | cos 2’ e sin 2 . = wsin 5= 5(1 —cos ).

—iwt 3 0
Sln2
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Geometrické faze je potom rovna

ety =i / (i (T s O = (1~ cos) " = (1 — cos).

Vidime, Ze na rozdil od dynamické faze vysledek nezavisi na ¢ase (ve vztahu neni 7" ani w).
kového integralu piimo bez parametrizace kiivky ¢asem. Prostor parametrii hamiltonianu
H(7) je jednotkova koule, tj. prostorové uhly 6 a ¢ jednotkového vektoru

i = (sin @ cos g, sin fsin p, cos §). Vlastni stav H(7) s energii F, (7) = —™* m4 kladnou

2
projekci spinu do sméru 72, tj.
0
o _ [ cosg
o) = (55 ).
P1i vypocétu geometrické faze pak ve vztahu ((17.12) musime nahradit

- -0 1 0
dg - vﬁ_0%+@sin9%’

dg — dn= 6d6 + Fsin Odp,

kde 0 a @ jsou jednotkové vektory ve sméru € a ¢. Geometricka faze po kiivce G je potom

1 (G) =i / (s () [Vl () - i

g
Uréime nejprve braket v integrandu

(e @Fln () = (cos e sin ) Eﬁ(‘m%)w.l (sne)]

et gin ¢
e’ sin g

Cely integrand je potom

o 0 1
{004 () Va4 () - dii = —sin? Sdip = —— (1 cos ).

V nasem konkretnim pifpadé 7i(¢) odpovida 6 = konst. a p(t) = —wt, t € (0,%), tj.
G je uzaviena kiivka na jednotkové kouli (kruznice) orientovana proti sméru hodinovych
rucicek. Geometricka faze je potom

7+(G) = — 7{ %(1 —cosf)dp = m(1 — cos ),
g
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coz je stejny vysledek jaky jsme obdrzeli pfi parametrizaci kiivky pomoci ¢asu. Vysledek
Ize interpretovat tak, ze geometrické faze odpovidéa poloviné prostorového tthlu vymezeného
uzavienou kfivkou G

14(0) = 50(0)

Prejdéme k porovnani s presnym vypoctem - evolu¢ni operdtor pro tento systém jsme
urcili v , kde polozime By, tj. wg = 0 a A = w. Presny stav ¢astice po ¢ase T = 27”
bude ) 0 e - 10

—Cos g (cos (;7?) + 145 sin (;W))
(1)) = , (17.14)

—sin? (cos (Qﬂ') + 1943 5in (Qw))

2 w w
kde €2 je Rabiho frekvence ((15.4))

Q= \/w% — 2wiw cos 0 + w?. (17.15)

Pro porovnéni s adiabatickou aproximaci musime predpokladat, ze w; > w. Pak priblizné
plati

w) tw
~ 1.
Q
Presny stav (17.14) pak muzeme aproximovat pomoci
L, fcos g Q0
oy =t (") e (i (142) ) wataoy, a7
sin 5
2

kde jsme pouzili ¢ = —1. Rabiho frekvenci ((17.15)) lze aproximovat

2
Q—wl\/1—2icosﬁ+(i) W (1—icos9).
w1 w1 w1

V tomto priblizeni je celkova faze stavu ((17.16)) rovna souc¢tu dynamické a geometrické faze

w
0,.(T) ¥+ (T)

Q
7r<1+—) %W(l—Fﬂ—COS(g):Wﬂ—i-ﬂ(l—COSQ).
w w ——

Cviceni 53. Uvazujte linedrni harmonicky oscildtor s hamiltonidnem

p? A R a1
Hy=— + -Muw’X*= —— — + —Muw?s?
°=om Tt oM d 2
a vlastnimi funkcemsi
/@2 i 1 _ 12,2 Mw
() = (?) \/WHn (kx)e 2" K= 5 (17.17)



LHO je v zdkladnim (vakuovém) stavu

tho(z) = (i2>2 e (17.18)

V case t =0 dojde k ndhlé zméné potencidlu:

1. Nadhle presuneme stred potencidlové jamy z xo = 0 do xg = —% a soucasné snizime

potencidl o a?hw. Jaké je pravdépodobnostni rozdéleni energii nového hamiltonidnu
H; ve stavu ?

2. Ndhle zménime frekvenci oscildtoru na W' = %, s > 0. Vyjddrete stfedni kvadratické

odchylky polohy a hybnosti vakuového stavu puvodniho LHO pomoci s a K =

\/ig/{, a porovnejte je se stiednimi hodnotami vakuového stavu nového hamiltonidnu.

Navod:

1. Hamiltonian po zméné je

Ozna¢ime y = z+ %, hamiltonidn v nové proménné je pak shodny s hamiltonidnem

LHO s energii posunutou o konstantu

Energie nového hamiltonianu jsou tedy

E, = (n—ir%—of)hw.

Prislusné vlastni funkce ¢, jsou stejné jako pro LHO (17.17), tj. ¢n(y) = ¥n(y).
Prevedeny do nové proménné je vakuovy stav pivodniho LHO ((17.18) roven

Yo(z) = o (y - ﬂa) = (K—2>26‘5“2(y‘ﬂ“)2 = pa(y)-

Y ™

Je tedy shodny s koherentnim stavem nového LHO s amplitudou a € R, pro ktery
rozdéleni energii zndme

2_a2n 9

Wan = |(Pns pa)|” = We_a .

Koherentni stavy nového LHO lze tedy chapat jako posunuty vakuovy stav ptuvodniho
LHO.
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2. Novy hamiltonian je LHO s jinou frekvenci w’

a n o d? + 1 2,2
————— 4+ -Muw"“z
T 2Mda? 2
Jeho vlastni funkce ¢, jsou stejné jako pro ptivodni LHO ((17.17]), kde nahradime
, 1
Kk — K = —&=K.

NG
Vakuovy stav puvodniho LHO ([17.18)) zapsany pomoci «’ je

12 i
o) = ( ) e 3 = By(a),

™

pro s # 1 se nejedna o vlastni vektor nového H;. Hustota pravdépodobnosti nalezeni
oscilatoru v bodé x mé tvar Gaussova rozdéleni

1

12\ 3
‘55(37)’2: (Sli ) efsn/2m2.

™

Stredni kvadratickd odchylka polohy je tedy
1
V2sk! '

Funkce f5s(z) je realna, takze stfedni hodnota hybnosti je nulova. Pro varianci hyb-
nosti pak plati

Ax

(Ap) = (P, = (PB., PB,) = W™ / 2|8, (x)Pdx

R

1

122,72 sk 2( m )é 1 sK?h?

= S°K = )
T sK'2/)  2sk/? 2

Stredni kvadratickd odchylka hybnosti je tedy

Ap = \/gm’h.

Stav s samoziejmé minimalizuje Heisenbergovy relace neur¢itosti (je to zakladni
stav puvodniho LHO, coZ je soucasné i koherentni stav)

AzxAp = g

Vakuovy stav ¢y nového LHO odpovida s = 1, takze jeho stfedni kvadratické od-
chylky polohy a hybnosti jsou

B 1 A _/ilh
Vo TP
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Je tedy vidét, ze pro s > 1 mé 8, mensi neurcitost v poloze a soucasné vétsi neurcitost
v hybnosti, nez vakuovy stav ¢y. Pro s < 1 se naopak v porovnani s ¢, zmensi
neurcitost v hybnosti na tkor zvétseni neurcitosti v poloze. s lze chépat jako tzv.
stlaceny vakuovy stav ¢g. Kombinaci posunuti stfedu potencialu, snizeni potencialu
(viz. bod 1) a zmény frekvence oscilatoru bychom z vakuového stavu pavodniho LHO
pripravili tzv. stlaceny koherentni stav nového LHO.
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Kapitola 18

Propagator a drahovy integral

Prehled teorie

Propagator
Propagator je integralni jadro, které prevadi (o, to) na (2, ty)
(Zy,ty) = /d%o K(Zy, tg; To, to)1h(Zo, to)-

R3
Jedné se tedy o maticovy element evolu¢niho operatoru v z-reprezentaci

K (5,153 %0, to) = (|0 (t5, t0)|70)- (18.1)

Propagator je feSenim Schrodingerovy rovnice

d .
Zh—K(ff, tf, fo, to) == HK(ff, tf, fo, to),

dt
s pocatecni podminkou
Vzhledem k tomu, Ze ¢asovy vyvoj zachovava normu, spliiuje propagator podminku
/dg.%’ K(f, tf; fo, tQ)K(f, tf; f{), to) = 5(50 - fi)) (183)
R3

Propagator muzeme vyjadrit i v p-reprezentaci
Propagéator v z-reprezentaci K je s K spojeny vztahem

K(Z,t,%,t0) = (ZF|U(t t)|%o) —/dsp /d3p0 (@) (DU (£, o) o) (56| 7o)

RS

i —

]R3
1 e
= W/(Pp /d3p0 enP K (), t; Po, to)e” RPOT0, (18.4)
R3 R3
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Drahovy integral

Rozdélime casovy interval (fo,tf) na dva useky (¢;,t1) a (t1,t) a pouzijeme definici pro-
pagéatoru dvakrat pro vypocet ¢(Zr,ts) z (2o, to) pies mezistavy (&1, 11)

Y(Zy,ty) :/d?’l’l /dgﬂﬂo K(Zy,ty; 21, t1) K (24, t1; 2o, to) Y (2o, to),
R3 R3

coz nam dava identitu pro propagéator

K(ff, tf; fo, to) = /dgl'l K(ff, tf; fl, tl)K(fh tl; fo, to). (185)
R3
Na pfechod z (Zy,ty) do (Zy,ts) muzeme nahlizet jako na pfechod skrz vSechny mozné
mezibody (Z1,t).
Stejnym zptsobem muzeme zjemnit rozdéleni ¢asového tuseku (to,tf) na vice intervali

s mezicasy ti,...,ty. Uvazujme déleni na intervaly stejné délky At, kde
tr —to
t= , NeN.
N +1

Propagator zapiSeme jako maticovy element evolu¢niho operatoru ([18.1)), vyuzijeme grupo-
vou vlastnost evolu¢niho operatoru ((14.4)), rozklad jednotky pomoci zobecnénych vlastnich
vektora polohy ((10.1)) vlozime mezi kazdou dvojici evoluénich operatort, a nalezneme

K(Zp,tr; 2o to) = (U (ts, to)|Zo) = (Zf|U (s, tx)U (tn, ty1) - .. Ulty, to)| o, to)
= /d3.l'1/d3$N<ff|U(tf,tN)|fN><51|U(t17t0)|fo>

R3 R3
N+1
= /dgxl e / d3$N H <f]€|U(tk, tk_1)|fk_1>. (186)
R3 R? k=1

Zde jsme oznadili ty41 = ty a Tyy1 = Ty. Pro mala At miZeme aproximovat evolucni

operéator vztahem
i

Uty toey) ~ I — ﬁAtﬁ(tk), (18.7)
kde Hamiltonian predpokladédme ve tvaru
P
Do 1. fadu v At pak dostaneme
- .0 P2 - AP . i P?
1) = [ —At— — - AtV(Z ~ (1 —-AtV(Z I — -At—
U(tk,tk 1) B tQM B tV($,tk) ( B tV(iB,tk)) ( 2 t2M>
i i P?
A exp (—ﬁAtV(x,tk)) exp (_ﬁAtm) . (18.8)
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Tento prepis oblozime vektory (Zy| a |Zx_1) a pouzijeme vysledek (18.18]) pro propagéator
volné castice

L . i . . i P2\
<xk‘U(tk,tk,1)‘£L‘k,1> ~ exp (—ﬁAtV(l'k,tk)) (:Uk\exp (—gAtm) |$k71>

i ) M iM(Z), — Tyr)?
- LAV (@t
eXp( AV (@ k)> (27Tih(tk —tk_1)> eXp( 2N(ty — trt)

= | - M ? M T — T\ i .
B <2m’hAt> P (%At <—tk—tk_1) %Aﬂ/(xk’tk)) (18.9)

Vsimnéme si vyrazu v exponenciale, ve kterém jiz vystupuji samé klasické proménné (zadné
operatory). Po vytknuti spolecnych faktor ; At nalezneme hodnotu (klasického) lagrangi-
anu s formalné dosazenou rychlosti

L@, 2= ) = M (222 ) V(@ ). (18.10)
by — 1 2 by — i1
Dosazenim (|18.9)) do (18.6) a uvazovanim limity N — 400 tedy dospivame k vysledku
N+1 3
M 2 G =T g
ho s s — : 3 3 *L(Ik, At ,tk)At
K(Z¢,ts; 70, t0) ngfoo d’x; . ../d TN H (27TihA1§> eh
Ro k=1
| M 5 N P %NilL(fjafjjffl,tj)At
= 1 Jj=1 )
N o (QWihAt) / L1 e ’

(18.11)

coZ je defini¢éni vztah drdhového integralu. Pro zjednoduSeni zépisu se symbolicky zavadi
~mira“ na prostoru vSech trajektorif spojujicich y s ¥y v odpovidajicich pevnych ¢asech ¢,
at f

Al M(N+1) \ 7
I(t) = li d* — 18.12
7E(t) = Jim, (H ””“) (2mh(tf—ti)> (18.12)
k=1
a vztah (|18.11)) se zapisuje ve tvaru

t
K (&, ty: Fosto) = / 73ty e | 1 / L(E, 7, ¢)dt | = / DiE(H)eASEO) (18 13)

to
kde v exponentu v integrandu rozpoznavame (klasickou) akci, dobfe znamou z teoretické
fyziky. Tento integral se interpretuje jako integral pres v8echny drahy Z(t) spojujici poc¢a-
te¢ni a koncovy bod v odpovidajicich ¢asech, tj. Z(tg) = 7o a Z(ty) = 2y. ZapiSeme ji ve
tvaru
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kde Z,(t) je klasicka trajektorie, tj. feSeni pohybovych rovnic pro Lagrangian L s pifslus-
nymi pocatecnimi podminkami, a #(t) spliuje podminku pevnych konct

y(to) = y(ty) = 0.
Pokud je Lagrangidn maximalné kvadratickou funkci 7 a f, pak Ize dokazat, Zze plati
S[Za(t) + §(t)] = S[Za(t)] + S[F()].
Propagator pak lze zapsat ve tvaru
K(Z},ty: o, to) = e S / P(t)er SO, (18.14)
7(tg)=0
G(ty)=0

pricemz zbyvajici integral uz nezavisi na @, ani . Je to tedy pouze funkce ¢asu F(ty, to).
Jeji absolutni hodnotu lze uré¢it z podminky zachovani normy (|18.3)), fazi z pocatecni pod-

minky (I8.2).

Matice hustoty termalniho stavu

Propagator lze vyuzit mimo jiné pro urceni matice hustoty termalniho stavu

. 1 35
pth:Ee BH,

v z-reprezentaci. Pro ¢asové nezavisly hamiltonian je evoluéni operator, a tedy i propagétor,
funkef rozdilu t; — 2, tj.

K(fo, tf; fo, tg) = K(ff, fg; tf — to).
Matici hustoty terméalniho stavu v z-reprezentaci pak mizeme vyjadrit jako propagator v
imaginarnim case

1 1

pth(fl,fg) = ((fg’ﬁth‘fl> = Z<f2‘€7ﬁH‘fl> = ZK(fg,fl, —Zhﬁ) (1815)
Particni sumu urc¢ime integralem
Z =T (e*ﬁﬁ) - / &z K(Z, 7 —ihp). (18.16)

RS

Piiklady

Cviceni 54. Uréete propagdtor volné kvantové castice v R® Ko(Z,t; Ty, to) -
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Navod: Zacneme v p-reprezentaci, kde je Ky urceno rovnici

2

Ld~ ~
ih— Ko (7,8 Bos to) = f—MKo(p,t;po,to), (18.17)

s pocateéni podminkou

Ko(p, to; po, to) = (7 — Po)-

2

Resenfm rovnice (18.17) je
D

Ko(p. t; o, to) = e #3705 (7 — p).
V z-reprezentaci pak s pouzitim (|18.4) vyjadiime propagator pomoci integralu

-

. .2
7P (E=F0) o~ 7 337 (t—t0)

)

1
Ko(Z,t; %o, tg) = /dgp

Integral na pravé strané diverguje, situaci je mozné zachranit regularizaci 1/M — 1/M —ie
a na konci provést limitu e — 0,

1 iz (= i p? e p?
Ko(Z,t;%p,tp) = lim /dgp P (F%0) g =i 2p (t=to) p=5 5 (t=to)

e—0 (27Th)3
R3
1 ; _(s+ﬁ2)r(t—to) (ﬁ_. F-dg )2 __ (@-#p)?
— llm JE— d p e v (5+ﬁ>(t7t0> e 2h<5+ﬁ>(t7t0>
0(2 h3l/m
= 2yt |
3 B (F—7 )2
= lim L ,27Th i e 25@*%?@*’50)
e=0 (2mh)? \ (e 4+ 57)(t — to)
3
M S iM(F - )
= —_— —_— . 18.18
<2m'h(t - to)) P ( 2h(t — to) (18.18)

Cviceni 55. S pouZitim propagdtoru urcete casovy vyvoj vinové funkce volné cds-
tice, kterd md v case to tvar

@92 | iz
(T, 1) = Ce™ a2 TiPT,

Navod: VInova funkce v ¢ase t je urCena integrélem

3
2 iM(F—70)? Fo—92 | o
V(T ) =C (%) ) /d?’xo o ) o T P (18.19)
Yy’ — 1o
3

To je gaussiiv integral, exponent stac¢i upravit na ¢tverec

(¥ — %)  (Fo—g)® i 1 2’ y 1

. L
Mottty 402

— —\ 2 .
Ty = _ M— 7 =
P Fo =l 2aa) T 2h(t —ty) 402 TR

St
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kde jsme zavedli

1 . M
T 4 T =ty
S i, M
L T vl T
Integral je pak roven
% 3 22 42
000 =C (s ) (5)7 ot (18.20

Oznac¢ime si

—1g).
X() = 14 (b — 1)
Koeficient pred exponencidlou v (18.20]) pak lze zjednodusit do tvaru

M 23 s
C(%ﬁ@:@)(§>20X3

Do exponentu v ([18.20) dosadime za @ a opét upravime na ¢tverec

x? 1> 1 1 2i0? 2
S A SRR S S S S o o 0 o
MRt —ty) 402 da” T Tdony(n) (x Y= p) TRP YT P

Celkem mé tedy vlnova funkce v ¢ase t tvar

1 o 21’0242 i . o2
V(@ t) =Cx 2 ep[ —(x—y——p> + p-y——pQI.

—

do?x(t)
Cviceni 56. Ukazte, Ze pro Re\ > 0 plati vztah

VY /

- Tp—Tk—1) 2
= drn = N1 (@N+1=20)%
/6 N N + 1)A

RN
Navod: Dikaz provedeme indukci. Pro N = 1 vztah ovéfime pifimym vypoctem

/6)\(:):1360)2/\(12:1:1) — Mz2+22) (:po+x2 — le*%(xQ x0)2.
2/\ 2\

R
Indukéni krok provedeme od N — 1 k N:

N+1
A (wp—zh_1)? [ N1
/6 k=1 P d{L‘l .. d$N I:P / ]\7;-AN_16_%(xN_zO)Q_)\(mNJrl_wN)deN
RN
A\ TN A(ﬂvoJrNIN-H)
= )\N 16 NIO $N+1 N_|_1) N(N+1)
_ i1 (@N+1— 51?0)2
\/ N + 1




Analogicky bude platit vztah

3
NS (Eh—Fp)? N 2 L
[ EE = () e s

Cvi€eni 57. Urcete propagdtor volné castice v R® pomoci definicniho vztahu pro drdhovi
integrdal (18.11)).
Navod: Pro volnou ¢astici ma vztah (18.13)) tvar

+1

3 N ) N

- = . M 2(N+1) LM S (T —Tp—1)?

Koy, tyi To,to) = lim (Qm'hAt) / [[daie™ = :
k=1

Integraly diverguji, musime pouzit regularizaci M — M +ie. Poté lze pouzit vzorec (|18.21])

S\= 52%% a provést limitu e — 0

3 3

M N QmRAON N g

P o (\amhAat)™ 7 2aRNFT) (EN+1—%0)
o( Ty, ty; To, to) N—1>I£oo (2772’71At) ((N+ 1)MN) ‘

3
= lim M ’ @%%(fz\fﬂ—%)?
N—+oo \ 2miRAL(N + 1)

Na zavér vyuzijeme toho, ze
fN+1:ff, At(N—l-l):tf—to,

¢imz se zbavime N a dostaneme vysledek

3
L M P iM(T - )
Ko(Z b5 Tote) = [ e S BV
(T, 73 %0, to) (2mh(tf—t0)) eXp( h(ts — to)

Cviceni 58. Urcete propagdtor volné cdstice na primce pomoci vztahu .
Navod: Pro volnou ¢astici lze diky vztahu propagétor zapsat ve tvaru
Ko(xg, ty;xo,to) = e%s[xCl(t)]F(tf,tO).
Nejprve urc¢ime akci podél klasické trajektorie. Volna ¢éastice se pohybuje konstantni rych-

losti, takze
Ty — o

l’cl(t) =9+ (t — to).

ty —to
Akce podél klasické trajektorie je tedy rovna



Absolutni hodnotu funkce F'(ts,ty) uréime z podminky (18.3)), ktera pro volnou ¢astici vede

na
M(zp—z0)®  M(zj—zp)®

\F(tf,to)IZ/d:cf e i) o i) L §(xo — ). (18.22)
R

Po algebraickych tupravach a substituci x¢ = y dostaneme na levé stran¢ integralni

M
h(ty—to)
vyjadreni §-funkce (exponenciala pred integralem bude rovna jedné diky J-funkei)

Aty —t _iw ) ,

LS = ’F(tf,to)‘Q %6 2h(t ;1) /dy ezy(xo—xo)
R

—

276 (zo—1x())

— Pt o) L

Porovnanim s (|18.22)) dostaneme

|F(tr,to)| = \/%-

Zbyva urcit fazi funkce F, kde vyuzijeme podminku (18.2]). Spoé¢itdme nejprve limitu

d(xo — ).

i M M p—w0)?
lim |F(tf,t0)| eﬁs[mcl(t)] = lim - ¢ 2h(tf—to) )
ty—rto ty—to 27Th(tf — t())
Pomoci limitniho vyjadieni d-funkce
1 22
d(z) = lim et
e—0

o me

zjistime, Ze plati

M /L,J\l(fozO)Q
lim | ——————e 20 = \/i§(x; — xp).
ty—to Qﬁh(tf — to) ( f O>

Abychom dostali spravnou limitu, musime /7 podélit. Propagéator volné ¢astice na piimce
je tedy roven

M (zy — x0)°

Kol s t5: 20, t0) M
x L = — Y €X 1 .
ONES, B3 %0, Fo omih(t; —to)  ©\' 2Rh(t; — to)

(18.23)

Cviceni 59. Urcete propagdtor LHO.

Navod: Lagrangidn LHO je kvadraticky v « a &

1 1
L= §M;i:2 — §Mw2x2,
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takZze muzeme vyuzit vztah a napsat propagator ve tvaru
K (s, tr: w0, to) = erS@aOIR (¢, ).
Vypocet akce podél klasické trajektorie, kterou zapiseme jako
zq(t) = asinwt + bcos wt,

je pomérné pracny. Lagrangian ma na klasické trajektorii hodnotu
L(xe, T, t) = %Mcu2 ((a® — b*) cos(2wt) — 2absin(2wt))
takz akce je rovna
Slza(t)] = ;le ((a® — b*)(sin(2wt ;) — sin(2wtg)) + 2ab(cos(2wt ) — cos(2wly)) . (18.24)

Ve vztahu musime vyjadrit @ a b pomoci pocateéniho a koncového bodu trajektorie xy a
x ¢, pro které plati

za(te) = xo= asinwty+ bcoswty,

za(ty) = xy=asinwt; 4+ bcoswty.

Resenim soustav rovnic dostaneme

Ty Ccoswty — xocoswiy
a =
sin (w(ty —to))

Typsinwity — xosinwty
sin (w(ty —to))

Po dosazeni do ([18.24)) vyjadiime akci podél klasické trajektorie LHO ve tvaru

b =

Slralt)] = %Mw (x5 + xo);f(&i?:f)))) — 2w01;

Zbyvéa urcit funkei F(ts,t). Jeji absolutni hodnota je dana podminkou (18.3), ktera pro
LHO vede na

(zgfzg) cos(w(tffto))

—tMw iMwizf(zo_z{)) |
|F(tf, t0)|2 e 2hsin(w(tf—t0)) /d.f[)f e hsin(w(tf—to)) = 5(%0 . x6) (1825)
R
Po substituci '
Mwxy dry — hesin (w(ty — to))dy,

hsin (w(ty — to)) —Y Mw
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upravime levou stranu (18.25)) do tvaru (exponenciala je rovna jedné diky d-funkei)

. Mw(zgfzé)z) Cos(w(tffto)

—1 - h . t _t . ,

LS = |F(tf,t0)|2e 2ﬁsm(w(tfft0)) sin (Lj\(mi 0)) /dy e’y(xo_f‘?o)
R

N——

2nd(xo—x()
o 2mhsin (w(ty — to))
Mw

= [F(ty, o)l 0(xo — o).

Porovnanim s pravou stranou ([18.25)) nalezneme

Mw
|F(ty,to)| = \/Qﬂhsjn (w(ty —to))

Pro urceni faze vyuzijeme toho, ze pro w — 0 musime dostat propagator volné ¢astice

(18.23)). Spocitame limity

. ) Mw M
lim |F(ts,to)] = lim , = ,
w—0 w—0 \[ 2rhsin (w(ty — to)) 2mh(ty —to)
. M (z?«kmg) cos(w(tffto))72zoa:f .]M(a:ffzo)2
lim eSea® — fim e san(utty o))
w—0 w—0

a porovnanim s (|18.23)) zjistime, ze ve vysledku chybi faktor 1/4/i. Celkem tedy pro pro-
pagator LHO dostaneme vztah

2 4 g2 b)) — 9

K(xg,tg;wo,to) = _ Mw exp iMw(xf x0)00§ (w(ty —to)) — 2z07y |
2mihsin (w(ty — o)) 2hsin (w(t; — to))

(18.26)

Cviceni 60. Urcete matici hustoty termdlniho stavu LHO v x-reprezentaci. Naleznéte pri-
slusnou partiéni sumu.

Navod: Vyjdeme ze vztahu ([18.15)) a vysledku ({18.26))

1

pin(21, 22) = ZK(M, x1; —ihp)

1 Mw . o (23 + %) cos(—ihwf) — 2x1 29
= 7\ 2mihsin (—ihwp) P UMY 2hsin(—ihwp3) ‘

Nahradime sinus a cosinus exponencialou

hwB e—hwﬂ eﬁwﬁ + e—h/dﬁ

sin (—ihwf) = € 5; ,  cos(—ihwf) = 5 ,
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a po upravach dostaneme

1 Mw (22 + 2) (P + e7MP) — 4z 29
pin(w1, T2) = E\/wh(eﬁ‘”f‘ — e~wh) P <_Mw 2h(ehwh — e=hwp) .

Parti¢ni sumu uré¢ime ze vztahu ([18.16))

Z = /dx K(x,z;—ihp)

R

Mw 22(ehB 4 e~hwB _ 9)

= \/wh(ehw@ ey /da: exp (—Mcu (e — o)
R

B Mw mwh(ewB — e=wB)
V) wh(eB — e=MB) \| Mw(eB + e=hwh — 2)
B 1 B 1 B e‘¥ e Es
= —  hwpB hwpB 1— e_rwﬁ 1 — 67%
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Kapitola 19

Zaklady teorie rozptylu

Prehled teorie
Uvod

V této kapitole si ukdzeme zaklady teorie rozptylu v kvantové mechanice. Zaméirime se na
pruzny rozptyl bezspinové ¢astice na potencialu V (), ktery ma bud kone¢ny dosah R (t;j.
V(&) = 0 pro |Z| > R), nebo vymizi pro |Z] — oo dostatecnd rychle (rychleji nez *). V
takovém piipadé lze pocatecni stav |1);) rozptylované ¢astice v ¢ase to — —oo volit jako
(zobecnény) vlastni stav volné ¢éstice (s hamiltonidnem H, = %) s hybnosti p’ a energii
E = %, tj. rovinnou vlnu |p). Souradnou soustavu zvolime tak, ze ¢astice budou dopadat
ve sméru osy z, tj. o= (0,0, p). Ozna¢ime vlnovy vektor dopadajici ¢astice

- 1 P
K= 2p=(0,0,%) = (0,0,k).
hp (0707 h) (0707 )

Stavu dopadajici ¢astice |p) = [¢;) odpovida v z-reprezentaci vlnova funkce

- - ik-z 1 ikz
V(@) = (@) = 77 = e

Zajima nas pravdépodobnost, Ze v Case ty — +oo nalezneme rozptylenou castici ve stavu
vlastnim stavu volné ¢astice s hybnosti p' # p’ (neumime rozeznat ¢astici rozptylenou p— p'
od ¢astice, ktera projde potencialem beze zmény), tj. ve stavu |p') = |[¢,) s vinovou funkei

1 .

eiE’-x
27)

Up (%) = (Tlg) =

9

N

—~
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kde k' = %ﬁ . Pro pruzny rozptyl plati p = p/, tj. k = k’. Amplituda pravdépodobnosti
rozptylu g — p’ bude rovna

Wiy = lim (70§ (tf, 0)U (¢, ) Uo(0, to)|p)
tog = —o0
tf — +00
= lim (7[5 (ty, t0)|P) = (7]51D) = Sp.5
tog — —o0
tf — +00

kde S (tf,t0) je evoluéni operator v Diracové obraze a S je operator S-matice

S=lim Sty to).
to — —o0
ty = +0o0

Jedna z moznosti, jak amplitudu najit, je pouzit nestacionarni poruchovou teorii. Tento
postup je uveden v poznamkach k prednasce. UkéZeme si zde jiny postup, ktery je podobny
feSeni rozptylu na piimce (viz. zimni semestr). Diky limitdm totiz neni nutné Fesit nestacio-
narni dlohu. Staci najit feSeni ¢; bezc¢asové Schrodingerovy rovnice pro Gplny hamiltonidn

2

N - h S

se stejnou energii, jako ma dopadajici castice, tj.

h? h2k?
(o378 + Vi) 6x(d) = et (19.1)
kterou lze v asymptotické oblasti (r = |Z| — +o0) napsat jako superpozici dopadajici

rovinné viny a rozptylené sférické viny

eik’r

O5(T) ~ V(@) + uel @) ~ € + F(K B)—. (19.2)

—

¢7(Z) je tzv. stacionarni rozptylovy stav. Funkce f(K/, lg) se nazyva amplituda rozptylu, lze
ji téZ zapsat ve tvaru

f(];/’ ]g) = fk(e,(p),

kde 6 a ¢ jsou prostorové thly vektoru &’ (E mifi ve sméru osy z). Amplituda fx(6, )
obsahuje veskeré informace o rozptylu dopadajici rovinné viny na potencidlu V' (Z) pod
riznymi thly. UkédZeme, Ze pro diferencidlni acinny prufez plati

() - 1h.0
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Diferenciadlni Gc¢inny prirez
Ze stacionarniho rozptylového stavu muZzeme vyjadiit tok pravdépodobnosti (za jednotku

¢asu) dopadajici a rozptylené viny. Pfipomenime, Ze pro vinovou funkeci ¢ (%, t) se definuje
tok pravdépodobnosti jako

1) = o (650 - 590

2_
a spolu s hustotou pravdépodobnosti p(Z,t) = [1(Z,t)|* spliiuje rovnici kontinuity
- - Jp
\E =0,
T %

ktera predstavuje zachovani normy vektoru béhem ¢asového vyvoje uzavieného kvantového
systému. Pro stacionarni stav je tok na ¢ase nezavisly. Tok dopadajici viny () ~ et je

hk
M
kde 77, je jednotkovy vektor ve sméru osy z. Rozptylenou vilnu mame zapsanou ve sférickych
soufadnicich

—

Jin = N,

ikr

Use(r,0,0) ~ fi(0, w)er

Pro vypocet toku tedy pouzijeme gradient ve sférickych soutradnicich
v-25 105, L 95

or " ro rsinf dp 7’

kde 7i,, 7ig a 7, jsou jednotkové vektory ve smérech r, 6 a ¢. Gradient 1, je tedy

- (., 1\,  10fi. 1 Ofi_ \ e
Funtrtng) = ( (i 7) s o i)

Tok rozptylené viny je potom
> hk 1 . zh 1 of afr\ . th 1 of 8f -
Jse = |fk|2 (fk L — k) g + : (fk g fk .

2M r3sin 6 Oy
Pro velka r je tok ve smérech 6 a ¢ mnohem mensi nez ve sméru r, takze prlbhzne plati
- hk 1
Jsc ™~ ’f k’2nra

tj. tok rozptylené viny je prakticky radlalnl. Diferencialni aé¢inny prufez do(6, ) lze vy-
jadrit jako podil velikosti toku pravdépodobnosti rozptylené viny infinitezimalni plochou
dS = r2df) ku velikosti toku dopadajici viny

| FucldS

() - 1ne.0
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Stacionarni rozptylovy stav, Lippmann-Schwingerova rovnice

Staciondrni rozptylovy stav ¢; je feSenim bezcasové Schrodingerovy rovnice pro celkovy

hamiltonian ((19.1). Oznacime
U(T) =
rovnici ((19.1)) pak upravime do tvaru
(A + k%) dp(T) = U(2)¢5(2).

Tato diferencialni rovnice je ekvivalentni integralni Lippmann-Schwingerové rovnici

0u() = V(@) + / G(7 — VU)ol (19.3)

kde G (%) je Greenova funkce (resp. fundamentalni feSeni) bezc¢asové Schrodingerovy rov-
nice volne Céstice

(A + k) G(7) = 6(E). (19.4)

Greenovu funkci a delta funkci vyjadiime pomoci Fourierovy transformace

Gild) = i [ TG

Dosazenim do ((19.4]) dostaneme algebraickou rovnici pro Fourierovu transformaci Greenovy
funkce

(> + )G =1,
jeji feSeni je
Gr(@) = 2
Greenova funkce G(Z) je tedy dana vztahem

- 1 igE_ 1 3
R3
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Img Img

Cr C_r

Req Reg
—k 0 0 k

Obrézek 19.1: Ktivky pro poly v g =k a ¢ = —k.

Integral prevedeme do sférickych soutadnic (¢, «r, 5) a vyintegrujeme pies thly

o) s 2
. 1 q° . iqr cos a B cosa =1
Gi(@) = (2m)3 / k? — q2dq/smadae /dﬁ n { —sinada = dt }
0 0 0
0o 9 1 [e'e)
1 q , 1 q . _
- d iqrt gy — igr _ o=\ g
Ar? / k? — ¢? q/e Am2ir / k? — ¢? (e ") dg
0 - 0
1 g
qr
= — ‘ / ac dq.
42ir q> — k?

Zbyvajici integral prevedeme do komplexni roviny a spoc¢itdme pomoci reziduové véty.

Integrand .
_oge 1, 1 1

ma dva poly v bodech ¢ = k. Pro pol v ¢ = k krivku uzavieme jako na obrazku(19.1|vlevo,
polomér kruznice posleme limitné do nekone¢na (integral po kruznici v limité vymizi) a
nalezneme tzv. rozbihavou Greenovu funkci

1 qeiqr 1 ) 1 eikr

GH(Z) = — dg = ———mie'*" = —— 19.5
(7) 4m2ir j{ q% — k2 1 anzir ¢ 4 v’ (19.5)
Ck

kterou lze interpretovat jako amplitudu viny v bodé & vyzarené bodovym zdrojem umis-
ténym v pocatku. Pro druhy pol v ¢ = —k postupujeme analogicky (viz. obrazek
vpravo) a nalezneme sbhihavou Greenovu funkci

1 qeiqr 1 ) 1 e—ik:r
G (1) = dog = — o—thr )
k (7) j{ q® — k? 4 Anzip ¢ A r

C_k

196



Pro stacionarni rozptylovy stav s asymptotickym chovanim (19.2) musime pouzit Gg(f)
Dosazenim ({19.5)) do Lipmann-Schwingerovy rovnice ((19.3)) dostaneme

1 zk|x /| 5

— — — — /

(7)) =9Yp(T) — — | =——=U(@)op(2)d’x". 19.6

@) = @) = - [ V)o@ (19.6)

R3

Snadno se ukaze, ze Lipmann-Schwingerova rovnice automaticky zarucuje asymptotické

chovéani rozptylového stacionarniho stavu (19.2)). Pro potencial predpokladame, Ze je neza-

nedbatelny pouze pro |Z'| =1’ < R. Pro |Z] = r > R > r’ pak mizeme pouzit odhady

1 1
,

~
~

|f—j”| !

EZ—7) = kVir?—2%- *'+r'2~kr—k— ¥ =kr— k-7

kde jsme oznacili E’ = k% Pro velka r tedy plati

~ 1 eik:r s
G+(:L’—x/) Z_e zk:’;c’7

CAm o7
a po dosazeni do Lippmann-Schwingerovy rovnice ((19.6)) nalezneme

ikr

1 7
o) = weld)+ | - [ TIU@ g | S
RB
— 1 ikz 1 _ 9.2 (7 EAVSNS- d3 / ﬂ
(2%)36 +(27r)g QWIRZQ/Jk,(x)U(x)gbk(x) | —

V asymptotické oblasti ma tedy ¢ skutecné tvar (19.2)), pficemz amplituda rozptylu je

rovina 42M
FR F) = —27 % (&) be(@)da' = ——— (W V1), (19.7)

Bornova rada

Lippmann-Schwingerovu rovnici ((19.3]) mizeme fesit iterativné tak, Ze za ¢z(2”") v integralu
opakované dosadime pravou stranu, tj.

b@) = wpl@) + / G — YU (@)@ )P
R3
= (@) + / @ G (T — &)U (@ Wop(@) +

+ / d*x’ / Eo"GHE - VU (@)GEHE — 2 (") (")
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Kazdy dalsi ¢len rozvoje obsahuje o jedna vyssi mocninu potencialu. Pokud je tedy in-
terakce slaba, je mozné cleny od jistého rfadu zanedbat a priblizné vyjadrit stacionarni
rozptylovy stav pomoci znamych funkei ¢ a G’g. Dosazenim do 1) dostaneme Bor-
novu fadu pro amplitudu rozptylu

P 4772M / 7 P
FORR) = ——5—=@pVieg) = fOEE) + FOR F) + ..., (19.8)
kde
= 47T2M M AW — ’
fOWR) = === plVIvg) = —5—5 [ STV d, (19.9)
R3
_47r2M 2M

h2

Jednotlivé ¢leny Bornovy fady miizeme interpretovat tak, ze k rozptylu ptisobenim potenci-
alu dojde bodové jednou, dvakrat, atd. 1. Bornovu aproximaci dostaneme prosté tak, ze ve
vztahu pro amplitudu rozptylu (19.7) nahradime stacionarni rozptylovy stav ¢; rovinnou
vlnou 1. V tomto piibliZzeni je amplituda rozptylu az na nasobek rovna Fourierové trans-
formaci potencialu. 1. Bornovu aproximaci lze pouzit, pokud je interakce slaba a kineticka
energie nalétavajici castice dostatecné velika.

1. Bornova aproximace pro sféricky symetrické potencialy

Pro sféricky symetricky potencial je amplituda rozptylu v 1. Bornové aproximaci rovna

Lo M
O k= —

R3

ERITY (|7

Oznac¢ime pfenesenou hybnost

velikost ¢ je potom rovna

q= |k — k| = VK? = 2kk cosf + k? = \/2k21—cosé’)—2k’smg

Zvolime si lokalni soufadny systém (z/,v/,2") tak, Ze osa 2z’ mifi ve sméru ¢ a integral
prevedeme do sférickych soutadnic (1, ', ¢')

0o 21
— M
FOK b) = = [ 72dr / sin ¢'d6’ / dpe™ " SV (1),
0 0
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Integral pres uhly je roven

s 21

. , —iqr'cos®' 1T 4
/sin H'de'/dgoe"qr cost’ — or [e—/} = —Wsm(qr)
qr 0o qr
0 0
Pro amplitudu rozptylu pak dostaneme
. Mo o
FOE E) = ———— [ P’V (r')sin | 2k sm dr' = fk )(6). (19.10)
h?k sin §
0

Amplituda tedy zavisi pouze na thlu 6, a ne na ¢. Pro sféricky symetricky potencial to
plati pro v8echny fady Bornova rozvoje, tj. f(k’, k) = fx(0), jak lze vidét z rota¢ni symetrie
tlohy okolo osy odpovidajici sméru dopadajicich ¢astic (osa z).

Metoda parcialnich vin

Pro sféricky symetricky potencidl 1ze nalézt jiny typ rozvoje amplitudy rozptylu, ktery

nezavisi na sile interakce. Mizeme ho vyuzit i v ptipadech, kde poruchovy rozvoj neni

vitbec mozny (napf. pro rozptyl na tvrdé kouli, kdy je potencial nekonecny pro r < R, viz.

cviceni Vyuzijeme toho, Ze celkovy hamiltonian je skalar a ma tedy spolec¢né vlastni

vektory s momentem hybnosti. Stacionarni rozptylovy stav spliujici asymptotické chovani
1 ikr

() ~ et ¢ :
oz(Z) TR ( + f1(0) . ) (19.11)

muzeme rozvinout do sférickych vin. V rozvoji budou hrét roli pouze stavy s m = 0 (pak
plati Yj(0, ¢) = 23—’;1]31(003 6)). Moment hybnosti je totiz integral pohybu, tj. kvantova

¢isla [ a m se zachovavaji, a pro dopadajici ¢astici je m = 0 (je to rovinna vlna Sifici se ve

sméru osy z). Jeji rozklad do sférickych vin je (viz. (10.14))

L i -
Fe? 3 Zz (20 4+ 1)ji(kr) P, (cos ),
(2m)2 (27T )z o

Vp(7) =

kde j; jsou sférické Besselovy funkce a P, jsou Legendreovy polynomy. PouZijeme asympto-
tické chovani sférické Besselovy funkce

sin (kr —13) 1

. i(kr—1% —i(kr—1%

Gi(kr) ~ " =5 (ethr=ts) — emithr=i2)) | (19.12)
a vztah i’ = €7 a nalezneme, Ze rovinna vlna se pro velka r chova jako
[ 1 sin (kr — 1z )
(7)) ~ ——= i'(20 + 1) ——22P (cos § 19.13
e L (19.13)
oo ikr . efikr

= 20+ 1) —e"" P, 0) . 19.14
Wgz N 2Zk3|:7” ‘ T}Z(COS) (19.14)

=0
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V asymptotické oblasti je tedy rovinna vlna superpozici rozbihavé (;) a sbihaveé ( TkT)
viny. Do Legendreovych polynomt rozvineme i amplitudu rozptylu (to lze udélat s kazdou
funkei 0; dodateény faktor 2/ + 1 zjednodusi nasledujici vypocty)

0) = i(?l + 1)F(k)P, (cos0), (19.15)
1=0

kde Fi(k) je amplituda rozptylu [-té parcialni vlny. Rozvoje (19.15)) a ((19.14)) dosadime do
(19.11)) a nalezneme

e ikr —ikr
(& 3221“2@/@ (1 + 2ikF(k)) er —e”ﬂer P(cosf).  (19.16)
—_———
Si(k)

=0

l\.’)

Vidime, ze v asymptotické oblasti je stacionarni rozptylovy stav opét roven superpozici
rozbthavé a sbihavé viny. V porovnani s rovinnou vlnou je v rozvoji u rozbthaveé
viny navic faktor S;(k) = 1 + 2ikF;(k). Komplexni ¢islo S;(k) mé velikost rovnou jedné.
Pro pruzny rozptyl, kdy nedochézi k absorpci ¢éstic, musi totiz byt tok dopadajicich ¢astic
stejny, jako tok vyletujicich ¢astic, tj. koeficienty u shihavé a rozbihavé viny v musi
mit stejnou velikost

[Si(k)| =] =" = 1.

Zavedeme si relativni fazové posunuti [-té parcialni viny 6;(k) vztahem
Sl(k’) — 62i6l(k).

Stacionarni rozptylovy stav ((19.16)) lze pak vyjadrit ve tvaru

o0

. 1 1 216, (k) ei(krfl%) e~ (kr—13)
op(%) = (27?)% Z (20 + 1)22k {e e P . P, (cos@) (19.17)
1=0
in (kr — 15 + &, (k
gl Z e (o1 1) 2 = ) cos) (19.18)

V porovnani (19.18) s rovinnou vlnou (|19.13)) vidime, Ze se argument sinu [-té parcialni
vlny posune o §;(k). Fazové posunuti tedy popisuje vliv potencialu na I-tou parcialni vlnu -

pro V =0 je ¢y = 95, a tedy Si(k) = 1, resp. 6;(k) = 0. Pomoci fazovych posunuti mizeme
vyjadrit amplitudu rozptylu [-té parcialni viny
Sl(k') - 1 _ €i5z(k) SiIl 5l(k>
21k ko
Celkova amplituda rozptylu ((19.15)) je pak rovna

Fi(k) =

Fu(0 :%Z 21 + 1) ® sin §,(k) P (cos ) (19.19)
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Diferenciélni G¢inny prufez

(5), = 1noF

1 oo o0
= 7 2 2 (I DL+ DT sin (k) sin by ()P (cos ) Py (cos),

1=0 I'=0

je ovlivnén interferenci ¢lentt s riznymi hodnotami [. V celkovém u¢inném prifezu tato
interference zmizi kviili ortogonalité Legendreovych polynomii
™
/Pl(cos )Py (cosB) sin 0dh =
0

o (19.20)

Pro celkovy ucinny prifez pruzného rozptylu na sféricky symetrickém potencialu plati

27 ™
) do 4T & .
= /dgp/sm@d@ (d_Q) 2 Z(2l+1)sm 0(k) = ;al (19.21)
0 0 =

Lze ho tedy napsat jako soucet u¢innych prufezu pro jednotlivé parcialni viny

dm

(k) = 15

20 + 1) sin? 6;(k) = 4w (2l + 1)| Fy(k) [ (19.22)

Uvazujme nyni imaginarni ¢ast amplitudy rozptylu

o

Im £ (6) — %Z@z 1) sin2 (k) B (cos )

=0

Pro Legendreovy polynomy plati P,(1) = 1, takze pro nulovy thel dostaneme

(20 + 1) sin? 6y (k) =

| =
NE
&

Im f;,(0) = —oa(k).

l

i
o

Tento vztah je specidlni pripad tzv. optického teorému.

Amplituda rozptylu , resp. celkovy U¢inny prifez , jsou dany nekonec¢nou
sumou pfes parcialni vlny s riznymi hodnotami /. Pro potencialy konecného dosahu R
sta¢i uvazovat pouze kone¢ny pocet parcialni vin, pricemz [,,,, 1ze odhadnout nasledujici
uvahou. Na ¢astici s momentem hybnosti [ plisobi ve vzdéalenosti R odstfediva bariéra
~ %. Pokud je energie ¢astice mnohem mensi, bariérou nepronikne a viibec se nedostane
do oblasti nenulového potencialu. Z podminky

212 R2k2
o > F = o
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plyne, ze pro [ > kR jsou fazova posunuti velmi maléa. Staci tedy uvazovat parcialni viny
S | < lypae = kR. Pro malé energie dopadajicich ¢astic tedy dochézi k rozptylu predevsim
v s vlné (I =0).

Lze ukazat, ze pro pritazlivy potencial (V (r) < 0) jsou fazova posunuti kladné. Naopak,
pro odpudivy potencial jsou zaporna.

Z ortogonality Legendreovych polynomi plyne, ze amplitudu rozptylu [-té par-
ciadlni vlny lze vyjadrit z celkové amplitudy vztahem

Fi(k) = % / £4(6) P(cos 0) sin 06 (19.23)

Pro slabou interakci a velké energie dopadajici ¢astice pak mizeme fi(6) nahradit 1. Bor-
novou aproximaci ((19.10]). Fazova posunuti i amplitudy jsou malé, takze priblizné plati

sin0y(k) =~ &;(k) =~ kF (k).

Zmame-li amplitudu rozptylu v 1. Bornové aproximaci, mizeme z téchto vztahi urc¢it pii-
blizny tvar fazovych posunuti.

Presny tvar fazovych posunuti mizeme urc¢it, pokud umime vyftesit bezc¢asovou Schro-
dingerovu rovnici pro dany sféricky symetricky potencial V(r) kone¢ného dosahu. Stacio-
narni rozptylovy stav muzeme zapsat jako superpozici spole¢nych vlastnich funkei H , L2
a I:;;, které muzeme zapsat ve tvaru

¢klm<r7 9@) = Rkl(T>Y2,m<97 90)

V rozvoji budou pouze stavy s m = 0, pro porovnani s (|19.16)) ho zapiSeme ve tvaru

o0

op(Z 5 Z (20 + 1)i' Ry (r) Py(cos 6). (19.24)

=0

Funkce Ry (r) jsou Fesenim radialni rovnice s potencialem V (r)

[(dj L2 d) B (27?24‘/( " z(z;ﬁ) MQ} R 05,

dr? ~ rdr

Mimo dosah potencialu (tj. » > R) se tato rovnice zredukuje na radialni rovnici pro volnou

géstici (viz. kapitola [L0)

Kj_;+2d) Wil)“ﬂ Ru(r) = 0.

rdr r

Jejim TeSenim je linearni kombinace sférickych Besselovych a Neumannovych funkei

Rkl(r) = (lljl(k'T) + bml(kr).
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Koeficienty a; a b; uréime tak, abychom dostali spravné asymptotické chovani stacionarntho

rozptylového stavu (19.17) pro r — oo. Asymptotika Besselovy funkce je ve vztahu ((19.12)),

1 i(kr—1%) —i(kr—1%)
(e +e ) .

pro Neumannovu funkci plati
1 s

kr) o~ —— (k —1—):——

ny(kr) o cos (kr =15 S

—ikr

Py(cos0).

Dosazenim do ((19.24]) po tpravach dostaneme asymptoticky tvar
eikr .
— (al —+ lbl)

r

! > 21+ 1)% [(al —iby)

Njw

op(T) =
(2m)2 =5
Porovnanim s (19.17)) nalezneme vztahy
ap — ’Lbl = Sl(k’) = €2i5l(k),
a,+1b, = 1.
k) cos 6, (k),

Jejich feSenim je
a; =

by =

Musime tedy nalézt feSeni radialni rovnice ((19.25) pro r < R (feSeni musi byt regularni,
tj. konecné v r = 0), které navazeme na feSeni pro r > R ve tvaru

Ru(r) = €% (cos 6 (k)7 (kr) — sin & (k)ny(kr)) . (19.26)

—e k) sin 6y (k).

Féazova posunuti ¢;(k) pak uréime z navazovacich podminek v r = R.

Piiklady

Cviceni 61. UvazZujte rozptyl na Yukawové potencidlu

Urcete diferencidlni ucinng prirez v 1. Bornové aprozimaci.
Navod: Amplituda rozptylu v 1. Bornové aproximaci (19.10) je pro Yukawuv potencial
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rovina

KM T, 0 OKM [ ol [ i
f,gl)(e) _ __AM / e in <2k7’/ sin _> dr' — — 5 e~ — (ezqr — e > dr’
h ksm§ 0 0
——
%
— _ M (e*(a*iq)” + e*(o‘JriQ)r/) dr' = _ kM S
ih2q Mg lo—ia otie
0 b 214 .
a;iqLZQ
2KM 1

h? o2 + 4k2 sin® g'

Diferencialni u¢inny prifez je potom

do QK M\ 1
Ao\ oy g 2:< ) .
(dQ)km 108~ (%) G

V limité a« — 0 Yukawiiv potencial prechazi v Coulombicky. Diferencialni G¢inny prifez
odpovida klasické Rutherfodové formuli

AN 2KM\? 1 (MK\> 1
/), \ m ) 16kisin*f  \ 2 ) ptsin?§

Dostaneme spravny vysledek, byt postup vypoctu pro Coulombicky potencial neni korektni
- klesa v nekonecnu prili§ pomalu, takze rozptylové stavy nemaji pozadovanou asymptotiku.

Cviceni 62. UvazZujte rozptyl céastic na Gaussovském potencidlu
Vi(r)=Voe ™, Vo, A>0.

Urcete amplitudu rozptylu, diferencidlni a totdlni ucinny pritez v 1. Bornové aproximaci.
Naleznéte fazova posunuti pro s a p vinu v této aproximaci.

Navod: Pro Gaussovsky pontecial je amplituda rozptylu v 1. Bornové aproximaci ((19.10))
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dana integralem (q = 2k sin g)

MV, [ My [ [ ‘ ! ‘
e = — O [ re ™ sin (qr) dr = — =" re Nrr g | pe Al gy
k h2 h2

i
4 T\q 0
o0 o0 ‘ T=7F 5%
= —M;/Oe_g /TG_A(T_)QCZT— /re‘”’"*'ﬁ)zdr = dx = dr
1h?q iq

0 0 Y=
MVy 2 [ [
= — ih2;€_r / (z +y) e dx — /(:v —y)e M dx
-y

)

>

Y 0 )

y
MVy &

= - .hQOe_ZT /xe_mjdx +y /e_m2dx—/e_m2dx +2/e‘m2dx
(U

—y —y 0 0

J/

V

_KMVy o KMVO KBt g
- ih?‘“y\[ \/7 T o \/;e '
MV, k2(1 0059)
Y \/;e

Diferenciélni a¢inny prurez je pak roven

do MV, 2 _ K2(1—cos6)
() @ =10 = (F) e

Celkovy U¢inny prifez je

27 ™

_ : do MVy

o(k) = /dgp/sm@d@ (d_Q) (2712
0 0

7T k2(1 cos 6)

)\3 b) sin 6d6

(19.27)

1 —cost =z MVy\? 272 _72: MVy\? 272 A _2?
_ —— dr = ~3 12 (1 —e A )
' 2hH2 3 2h? A3 k2
0

sin 6df = dx

MVy\? 272 a2
-\ o2 /\2k2<1_€ )

(19.28)

Amplitudy parcialnich vin v 1. Bornové pfiblizeni ur¢ime ze vztahu ((19.23). Pro [ =0

je Po(t) = 1, takZze plati

MW _k2(1—cos®) | MV, |m 1 k2
Fo(k) = 7 ,/)\3/ > sinfdf = — 573 \/;ﬁ (1 —e X
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—0.25 -

O'I(k)

oi(k)

—0.5F

Obrazek 19.2: Vlevo jsou fazova posunuti pro s (modie) a p (Gervené) vlnu. Vpravo jsou
parcialni t¢inné prifezy pro s a p viny a celkovy tcinny prifez (¢erné). VSechny parametry
jsou rovny jedné, tj. M =h=Vy,=A=1.

Fazové posunuti a parcidlni aéinny prufez s-vlny jsou rovny

MVy |n1l K2
So(k) = k:FO(k)_—W\/;E (1—e ) (19.29)
MVy\? 472 12\ 2
oo(k) = 477\F0(k)\2—(2h2) W(l—e ) . (19.30)

Podobné pro p-vinu dostaneme parcialni amplitudu (P (t) = t)

T 2
MVy |m _ k2 (1-cos0) ) MVy | K2,
Fl(l{?) = —?20 F /6 22 cos 0 sin 0d0 = _WQO F e SA (1 — ZU)dI
0 0

MVy [n 1 ] 2)\_'__% 1+2)\
= —/~—=|1—-—=+e — 1.
202\ Ak k? k2
Féazové posunuti a parcidlni i¢inny prirez tedy jsou
MVy |1 2\ k2 2\
0(k) = kFi(k)=— — |1 - — A1+ = 19.31
= kEm = P (- Bt (10 B)) e
MVy\? 1272 20w 22\ \?
_ 2 0 _&2
Pro ilustraci jsou na obrazku zobrazeny fazova posunuti (19.29), (19.31)), parcialni
uc¢inné prutezy (19.30), (19.32) a celkovy u¢inny prufez v 1. Bornové aproximaci ((19.28]).

Vidime, ze pro malé energie vyrazné dominuje rozptyl v s-viné.

Cviceni 63. Uvazujte rozptyl na tvrdé kouli, tj. potencidlu

© r< R
Vi(r)=
0 »r>R
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Naleznéte fazovd posunuti a ucinng prurez pro l-tou parcidlng vinu. Urcete jejich explicitni
tvar pro s-vinu. Odhadnéte celkovy ucinny prurez v limité pro malé, resp. velké energie.

Navod:
Radialni funkce Ry (r) je identicky rovna nule pro r < R, pro r > R plati ((19.26)).

Regeni spojité navazeme v r = R, tj.
Gi(sl(k) (COS 5l<k)]l(]€R) — sin 5l(k)nl(kR)) = 0.
Touto podminkou jsou urcena fazova posunuti

Ji(kR)

tan o, (k) = (iR

(19.33)

Pro celkovy u¢inny pritez [-té parcialni viny pak plati

47 , 47 tan? §;(k) A J2(kR)
k)= —@20+1)sin®§(k) = 21+ 1) ———=—(2l+1 L :
ok} =z @+ Dsinalh) = 5 A U s m ~ 2P V5GR i R)
(19.34)
Sférické funkce pro [ = 0 maji tvar
, sin z cos 2
o) = 222 () = -2,

takze pro s-vinu plati

47
do(k) = —kR, oo(k) = 12 sin?(kR).
Pro malé energie (kR < 1), kdy v rozptylu dominuje s-vlna, je celkovy Géinny prifez
roven 4
009~ —Wk2R2 =47 R%

)
Pro velké energie (kR > 1) lze ukéazat, ze plati

o(k) ~ 2T R%.

Sumu ((19.21)) rozdélime na dvé ¢asti

lmax &)
ok)=> o)+ > olk),
=0 I=lmaz+

kde 0 = kR. Pro | > [,,,, aproximujeme sférické funkce pomoci jejich chovani blizko

nuly

d m(z) ~ - H =Y (19.35)

Ji(z) = ( S+

204+ 1)1V
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Pro tangens fazového posunuti pak pfiblizné plati

N (kR)%+! N ER\ 2
tan 0;(k) ~ @@ S\ tan 0,1 (k).
——
<1

Prispévek clent s [ > [,,4, tedy klesé rychle k nule a mizeme ho zanedbat. Pro [ < 1,42
naopak pouzijeme asymptotické chovéani sférickych funkci

sin(kR —17)
- kR

ER—1Z
ni(kR) ~ _cos(kR —13)

Ji(kR) R

Tangens fazového posunuti je pak pfiblizné roven
T
tan 0;(k) =~ — tan(kR — l§)

s

Fazova posunuti 0;(k) a d;41(k) se tedy lisfi o 7. Soucet totalnich ucinnych prifezi pro
l[-tou a [ + 1-ni parcialni vlnu lze nahradit

AT _ AT
o(k) + o141(k) = 2 [(20 + 1) sin® 6y(k) + (20 + 3) cos® §,(k)] ~ ﬁ@l +2).
Pro | < ;4. tedy bude priblizné platit
_olk) +oa(k)  Am
o(k) =~ 5 N (l+1).

Pro celkovy u¢inny prifez pak nalezneme odhad

! kR

— 47 47 (kR)? 9

o(k) ~ ;am ~ ﬁ;(u D~ 5=y =R

Pro ilustraci jsou na obrazku znazornéna fazova posunuti a G¢inné prufezy pro
parcialni viny s [ = 0,1,2,3. Vpravo je ¢ernou carou vykreslen totalni a¢inny prutrez. Z
grafu je vidét, ze pro malé energie v rozptylu dominuje s-vlna, a pro k — 0 plati o — 47 R2.
Pro velké energie se totalni G¢inny priifez blizi hodnoté 2w R%.

CvicCeni 64. Uvazujte rozptyl castice na sférické dutiné obalené o-funkci, tj. potencidlu

V(r) = %5@ —R).

Urcete fazovd posunuti a ucinny prurez pro [-tou parcidlni vinu.

Navod: Nejprve musime nalézt radialni vlnovou funkei Ry;(r). Mimo bod r = R je poten-
cial nulovy, takze se jedna o volnou ¢ééstici. Pro r > R ma tedy feSeni tvar ((19.26)). Uvnitt
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2m

Jl(k))/RQ

kR kR

Obrazek 19.3: Fazova posunuti §;(k) (vlevo) a udinny prutez o;(k) (vpravo) pro I[-tou
parcialni vlnu jako funkce kR. Modfe je s-vlna (I = 0), ¢ervené p-vlna (I = 1), zelené
d-vlna (I = 2) a hnédé f-vlna (I = 3). Vpravo je ¢erné vykreslen celkovy ucinny prifez
o(k).

slupky je feSsenim pouze néasobek sférické Besselovy funkce (musi byt v nule konecné, a
sférické Neumannovy funkce diverguji v nule), tj.

Ru(r) = A(k)ji(kr), r<R.
Resenf spojité navazeme v r = R, tj. plati
Ai(k)ji(kR) = €™ [ cos & (k)ji(kR) — sin & (k)ny(kR)]. (19.36)

Druhou navazovaci podminku dostaneme z prvni derivace. Ta neni v r = R spojita, ale ma
skok dany silou o-funkce (viz. kapitola |2)

_ 2M o
R;CI(RJr) - R;cl<R ) = 2—Rkl(R)
h’R
V nafem pifpadé dostaneme (oznaili jsme g = 24%)

ke ™ [ cos 6(k)j) (kR) — sin &,(k)nj(kR)] — kAi(k)j)(kR) = %Al(k) Ji(kR).
Za pravou stranu dosadime z ({19.36)), vynasobime j;(kR) a opét dosadime za A;(k)j;(kR)
na levé strané z ((19.36f), po algebraickych tpravach nalezneme

— sin & (k) ljl (kR)nj(kR) — j (kR)nl(k:R)l = % ji(kR) [ cos 8, (k)ji(kR) — sin 6,(k)ni(kR)].
WZZ;R)

(19.37)
Na levé strané je tzv. Wronskian

Wi(z) = det (Jfl,(z) mgzg) (=) = L )mlz).

ji(z) m
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Ukazeme, ze W;(z) = Z% Funkce j; a n; splhuji sférickou Besselovu rovnici (10.10))
w2 I(l+1)\ .
g i (1— ( > )>]l = 0

2 l(l+1
n;'—l——ng—i-(l— L+ )>nl = 0.
z

22

Prvni rovnici vynasobime n;, druhou j; a odec¢teme je od sebe - tim dostaneme diferencialni
rovnici pro Wronskian

: : 2 . 2
Jin =gy +— G —gmg) = 0 = Wy —-W;=0.

Wy W

Refenim je Wi(z) = 5. Zbyva urcit konstantu c. Tu mizeme nalézt napi. z chovani funkci

Ji(z) any(z) pro malé z (19.35)). Pro [ # 0 dostaneme

B dd (2= 20—\ d 2
Wilz) = (2z+1)!!£(_ P )_(_ 21 )%(2”1)!!

[+1 1 [ 1 1

N1 Tar12 2

d 1 1\ d 1
Wols) =15, (—z) - (—;) &

V obou piipadech je tedy ¢ = 1. Po dosazeni za Wronskian ma rovnice ((19.37)) tvar

Pro [ = 0 plati

1 | | |
~ e sin0;(k) = %J?(kR) cos 0y (k) — kiR]l(kR)nl(kR) sin &;(k),

ze kterého vyjadiime tangens fazového posunuti

qji(kR)

tan d;(k) = — ) 19.38
)= Rk — o3
Pro G¢inny prifez [-té parcidlni viny pak plati
4 4mr tan? 0; (k)
k) = — @+ 1)sin?6(k)= =2[+1)————
Ul( ) kQ( + )Sln l( ) ]{,'2( + )1—|—tan25l(k)
_ ¢*ji (kR) . (19.39)

@25t (kR) + (gji(kR)ni(kR) — 1)

Na obrézcich [19.4] [19.5 a[19.6] jsou fazova posunuti a ti¢inné prifezy pro rizné parcialni
vlny jako funkce kR pro riznou silu interakce (¢ = 1,10, 30). Modra ¢ara odpovida s-viné
(I = 0), ¢ervena p-viné (I = 1) a zelena d-vlné (I = 2). Vpravo je ¢ernou ¢arou vyznacen
celkovy ucinny prifez.
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5k

Obrazek 19.4: Fazova posunuti a u¢inné prufezy pro g = 1.

0F 100

o1(k)/R?

Obréazek 19.5: Fazova posunuti a i¢inné prutezy pro g = 10.

0 L
\(
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o ~
~ —
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0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
kR kR

Obrazek 19.6: Fazova posunuti a u¢inné prutezy pro g = 30.

S rostoucim ¢ jsou na parcialnich tc¢innych priifezech i celkovém patrné ostré piky. Ty
odpovidaji rezonancim, tj. kvazivazanym stavim. V limité pro ¢ — oo (resp. a — 00) vede
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Hladina 1s | 1p d | 2s | 1f | 2p lg
Hodnota kR | m | 449 | 5.76 | 2m | 6.98 | 7.73 | 8.18

Tabulka 19.1: Numerické hodnoty kofenu sférickych Besselovych funkci pro k,; R < 9. Je
pouzito spektroskopické znaceni hladin nl, tj. s <> 1 =0, p<l=1,d<1=2, f < | =3,
g l=4.

sféricka slupka s d-funkci na neprostupnou kouli, tj. k potencialu

0 r<R
Vaﬁoo(R) =
oo r>R

Hamiltonidn mé pak diskrétni spektrum. Radialni rovnice ((19.25)) je pro tento potenciél

> 2d (+1) 2 s  2M
[(W + ;%) o T2 + knl:| Rnl(r) = 0, knl = ?Enl

s okrajovou podminkou
Ru(R) = 0. (19.40)
Reguléarni feseni je
Rnl(r) = jl(knﬂ“).

Energie vazanych stavi céstice v neprostupné kouli jsou urceny okrajovou podminkou

(19.40)), tj.

Ji(kyR) = 0.
Pro s-stavy (I =0) je jo(z) = Si‘;'z, takZe musi platit
kngR = nm.
Z této podminky dostaneme
n’n2h?
Eno = 57
2M R?

To souhlasi s energii ¢astice v nekonecné jameé $itky R. Energie stavii s [ # 0 (resp. ky;) se
musi uréit numerickym nalezenim kotfent sférickych Besselovych funkei. Hodnoty kofenti
pro kR < 9 jsou uvedeny v tabulce [19.1] Pro ilustraci je na obrazku [19.7] celkovy aéinny
prufez pro ¢ = 100 a R = 1. Piky jsou velmi blizko hodnotam k,; odpovidajici rezonancim

uvedenym v tabulce
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10+

klO kll k12 k20 le k21 k14

k

Obrézek 19.7: Celkovy u¢inny prifez pro ¢ = 100 a R = 1. Piky odpovidaji rezonancim,
tj. kvazivazanym staviim ¢astice uvnitt dutiny. Energie jsou blizké hodnotam pro vazané
stavy ¢astice v neprostupné kouli uvedené v tabulce [19.]]
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Kapitola 20

Nerozlisitelné céastice

Prehled teorie

Identické ¢astice, které nelze odlisit podle nedynamickych parametri, jsou v kvantové me-
chanice nerozlisitelné. Jejich oc¢islovani nema zadny fyzikdlni vyznam a predpovédi teorie
na ném nesmi zaviset. Ze zimniho semestru vime, Ze tento pozadavek je splnén, pokud
jsou stavy identickych ¢astic bud plné symetrické, nebo plné antisymetrické, vici zaméné
libovolné dvojice ¢astic. V prvnim piipadé se jedna o bosony (¢astice s celo¢iselnym spi-
nem), ve druhém piipadé fermiony (¢astice s polocelym spinem). Je-1i H Hilbertav prostor
jedné castice, pak prostor moznych stavii N bosont je podprostor symetrickych stavi
HEgN) C H®N, a prostor moznych stavii N fermionti tvoii podprostor antisymetrickych
stavit HYY C HEN.

Ukézeme si, jak se d& symetrizace a antisymetrizace stavu realizovat pomoci operatora
transpozice, resp. permutaci, a sestrojime projektory na HgN) a HELXN). Zavedeme si obsazo-
vaci ¢isla, ktera jsou uzitecna k popisu stavu nerozlisitelnych ¢astic. Pro praci se systémy s
proménnym poctem castic si definujeme tzv. Focktv prostor a predstavime si formalismus
kreac¢nich a anihila¢nich operéatori.

Symetrizacni a antisymetriza¢ni projektory

Necht H je Hilberttiv prostor jedné ¢astice, zvolime si v ném né&jakou ON bazi {|¢px)}

(Deldr) = 0w, D ldu) (el =1,

kde ¢y, reprezentuje sadu kvantovych ¢isel urcujicich hodnoty néjaké iplné mnoziny pozo-
rovatelnych. Typicky je jednou z pozorovatelnych hamiltonian jedné c¢astice H;.
Uvazujme nejprve dvé nerozlisitelné castice. Definujeme operator transpozice ¢astic
]5(172) jeho pusobenim na bazické vektory |pg,, dr,) = |0k,) @ |dk,) Vv tenzorovém soucinu
HOH R
P(112)‘¢k17¢k2> = |¢k27 ¢k1>
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Operator transpozice je zjevné hermitovsky, jeho kvadratem je identita, takze je i unitarni
z z $2 > A A .

Jeho vlastni ¢isla jsou +1, vlastni podprostory jsou 7—[(52) a Hf), tj.

V|ws) € HP, Pugylvs) = [¥s),
V|a) € ”H(j), ]5(1,2)\¢A> = —|1ha).

Kazdy stav dvou nerozlisitelnych ¢astic je tedy vlastnim vektorem operatoru transpozice
P1,2). Definujme operétory

§—= (i n 15(1,2)) A== (i — 15(1,2)> . (20.1)

Ukézeme, Ze se jedna o ortogonalni projektory na podprostory ”Hg?) a 7-[542). Zjevneé to jsou
hermitovské operatory, spocitame jejich kvadraty

. 1. . . 1/. . .
S = | 1+2Puy + Py | =5 (I + P(m)) =5,
~——

i
~9 1 A . ~ o 1 /- . -
A - Z_l I — QP(LQ) + P(LQ) — 5 <[ - (12)) = A
~——

Jsou to tedy projektory. Dale plati

Pow$ = (P

~

. 1 /. .
Papd = 3 <P<1,2> - P(21,2)> = -4,

takze S je ortogonalni projektor na podprostor 7-[%2) a A je ortogonalni projektor na pod-
prostor Hf)
Vo) eHOH SW)eH, Alw) e HY.
Rovnéz vidime, ze plati
~ A A 1 /4 ~o
AS=8A= 1 (1-P2y) =0,

tj. podprostory 7-[? a Hf) jsou ortogonalni. Pro dvé ¢astice navic plati

a odsud plyne rozklad



Snadno se ukaze, ze vSechny pozorovatelné dvou nerozlisitelnych ¢éastic musi komutovat s
operatorem transpozice. Necht pro dvoucasticovou pozorovatelnou B plati

BI|b) = b|b). (20.2)
Ket |b) je néjaky stav dvou nerozlisitelnych ¢astic, takze pro néj musi platit

Na tuto rovnici zaptisobime operatorem B, na 1) pustime operator p(1,2)7 a rovnice od
sebe ode¢teme o X A
(BPu2 — PaayB) 1b) = %blb) — (b]6)) = 0.

~ A

Tento vztah plati pro vSechny vlastni stavy B, takze B musi komutovat s operdtorem
transpozice

[B, P(172):| - O

Pozorovatelné tedy musi byt symetrické vici zaméné céstic. Protoze kazda pozorovatelna
komutuje s jednotkou, komutuje B i s projektory S a A

[B, S} —0, [B,A] 0.
Tyto vztahy vyjadiuji to, ze pozorovatelné pro nerozliSitelné céstice musi ptsobit uvnitt

prislusného podprostoru, tj. zobrazit stav z HE/)A na stav z 7{(32/)A Analogicky se ukaze, ze

]3(1,2), resp. S a 121, komutuji se vSemi unitarnimi operatory, které reprezentuji symetrie,
resp. obecnéji prostorocasové transformace.

Prejdéme nyni k systému N nerozlisitelnych c¢éastic. Definujeme operator transpozice
Castice m an P(m,n) predpisem

P(m,n)‘¢k17'"7¢km7"'7¢kn""¢k§]\]> = ’¢k1a-"7¢kn7"'7¢km7"'¢k1\1>~

Opét plati, ze P(m,n) je hermitovsky a unitarni, takze ma vlastni ¢isla +1, a prislusné vlastni
- (V) (V)
podprostory jsou Hg ~ a Hy,

V|ys) € HYY, Prnmyltbs) = [¥s),
Viva) € HQN), Ponmy|tha) = —[0a).

K dané permutaci N prvki 7
m:{l,...,N} = {m,...,7n},
prifadime operator P, definovany vztahem
Pl Brys Ohgs - s Brong) = | Phiry s Phinys -+ + s Py )
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Kazdou permutaci lze rozlozit na transpozice, takze P, 1ze také rozlozit na soudin ﬁ(m,n)
(rozklad neni jednoznacny, ale vzdy obsahuje bud sudy, nebo lichy pocet transpozic). Pro
operatory permutaci pak plati

N .

Vis) € My, Prls) = [s),

N .

Via) €HG Pelwa) = oxlta),
kde o, je znaménko permutace 7 (tj. o, = 1, pokud 7 je sudd permutace, a o, = —1,
pokud je to licha permutace). Definujeme symetriza¢ni a antisymetrizaéni operatory

§= LS p, A= LS o 2

SR OAP R S 03

Ukazeme, Ze jsou to ortogonalni projektory na podprostory ’HgN) a H‘(A‘N). Vyuzijeme toho,
7e permutace tvoii symetrickou grupu Sy, kterda ma N! prvki. Pokud pro slozeni permutaci
plati

5'04:% 0p0q = On~,
pak o )
P3P, = P,,
tj. P, predstavuji reprezentaci grupy permutaci Sy na H®Y. Odsud pak plyne
A 1 A 1 . .
DS = WZPBPQ = mZP7 =3,
a 2l
- 1 A 1 . .
PA = - > oaPsP = 5N > o0, P, =04, (20.4)

v

kde ve druhém radku jsme vyuzili
050y = 08(0504) = 04.

7 téchto vztahii uz se snadno ukaze, ze S a A jsou projektory

. DIV B S B
- e} 1

Ze vztahi |D je navic ziejmé, ze S je projektor na HéN) a A je projektor na H(AN). Tyto
podprostory jsou ortogonalni, protoze plati

A= 3 0uPuS = 5 Y 0w =0,
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kde posledni rovnost plyne z toho, Ze polovina permutaci je sudych a polovina lichych.
Poznamenejme, Ze pro dvé ¢astice jsou vztahy pro projektory a identické,
protoze grupa permutaci S, méa pouze dva prvky - identickou permutaci a transpozici
1 — 2. Pro vic nez dvé ¢astice ale soucet projektorti neni roven jednotkovému operatoru

N>3= S+ A#1,

takze
Hng) ® H;N) #HN  pro N # 2.

Pozorovatelna B souboru N nerozlisitelnych ¢astic musi byt symetrickd viici zaméné libo-
volné dvojice ¢astic, tj. musi komutovat se vSemi operatory transpozic. Musi tedy komu-
tovat i s projektory SaA

[B,S} —0, [B,A] —0,

tj. pozorovatelné nerozlisitelnych ¢astic musi ptisobit uvnit¥ prislusného podprostoru Hg]/vi

Obsazovaci ¢isla

Sestrojime nyni ON béaze v podprostorech HY 2y jednocasticovych bazickych stavi
s A
o) (modi). Uvazujme nejprve N bosont v moédech s kvantovymi Cisly ¢, , ..., ¢k, , kde
1 N
jsou indexy usporadané k; < ko... < ky (abychom dostali rizné stavy). Normalizovany
bazicky stav N bosont pak oznac¢ime jako

|¢k17¢k’27"'7¢k1\r;5> :ng|¢k1’¢k27"'a¢k‘1\r>'

Analogicky pro N fermiont ozna¢ime normalizovany bazicky stav jako

|¢k17¢/€27 s 7¢kNaA> :NAA|¢k1,¢k2, cee 7¢k1\]>7

kde kvuli Pauliho principu musime pozadovat k; < k... < ky. Ng a N4 jsou normali-
zacni faktory, které nyni urc¢ime. Za¢néme s fermiony, kde je vypocet jednodussi. Vektor
fl|q§kl,¢k2, ..., @ry) je superpozici N! ortonormalnich vektord, v projektoru A je navic
faktor % Kvadrat normy tohoto vektoru je tedy ﬁ]\f I = % Normovany vektor tedy

dostaneme pro volbu Ny = vV NI, tj.

‘¢k17¢k27 e a¢kN7A> = mﬁ’¢k17¢k27 s 7¢k’N> - \/% ;Jﬂ‘¢kwl7¢kﬂ—27 s >¢kﬂ-N>'

Vel vriv s

tovém stavu, a v takovém pripadé nejsou v8echny stavy v superpozici S|¢g,, Gkyy - - - > Prn)
rizné. Zavedeme si proto obsazovaci ¢isla ng, které zna¢i pocet Castic v modu |¢x). Pro
danou sadu obsazovacich ¢isel {n;}, kde >, n; = N, je v superpozici ruznych orto-
normalnich stavii. Normaliza¢ni faktor tak musi byt

nilns!...

NI

711!712! - .'

N =

218



Pro N bosont tak dostaneme bazické stavy

N!
|¢k17¢k27"'7¢k1\r;5> = T ’¢k1a¢k27"'7¢k1\7>

nl'n I

m:,z|¢¢¢>

Obsazovaci ¢isla mizeme analogicky zavést i pro fermiony, kviili Pauliho principu v tomto
pripadé mohou nabyvat pouze hodnot n;, = 0,1. K popisu bazickych stavi N bosoni
nebo fermiont pak misto explicitniho vypisu jednoc¢éasticovych stavi pouzijeme obsazovaci
¢isla (normalizac¢ni faktor miazeme zapsat pro fermiony stejné jako pro bosony, protoze pro
n; =0,1jen!=1)

NI

TLl‘TLQ

|n1,n2,...,nk,...;S/A> = / (|¢1>®n1®|¢2>®n2®®|¢k>®nk®)

Tento stav popisuje situaci, kdy mame ny ¢astic v modu |¢x). ON bazi prostoru N bosont
HEgN) tvori stavy

N1, ngy .. g, .. .5 S, Zni:N, n;=0,1,2,..., (20.5)
(n1,n2, g3 SNy, g5 S) = St Ongng, - - O, -
a v pripadé prostoru N fermionu H;N) je tvofena stavy
Ini,noy ... g, ... A), Zni:N, n; = 0,1, (20.6)
i
(n1,n2, gy ARG gAY = Oy Oy - - O -
Teémto vektortim se casto rikd Fockovy stavy.

Focktiv prostor

Zatim jsme pracovali s fixnim poc¢tem N identickych ¢astic. Casto ale potiebujeme uvazovat
proménny pocet C¢astic, napt. v kvantové teorii pole. Stavovy prostor pro takovy systém se
nazyva Fockuv prostor a konstruuje se jako direktni soucet prostort pro rizné pocty c¢astic
N, tj. pro bosony

FeH) =HY o HY oY @ ... = PHY

a pro fermiony

FrH)=HY o HY oY & ... = PHY
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Ve vztazich jsme dodefinovali
HY =HY =, HY =1 =H.

Fockiv prostor je opét Hilbertuv prostor. Skalarni soucin pro vektory z podprostoru se
stejnym poctem céastic N je definovany v H(SIL)‘, pro vektory z ruznych podprostori ho
dodefinujeme nulou

W) € MG, 19) € MG, Nu# No = (¥lg) =0,

a na cely Fockiiv prostor ho rozsifime tak, aby to byla sesquilinearni forma.
Baze v podprostorech Hgyi tvoii vektory (20.5), (20.6)), kde >, n; = N. Pro N =0

ma Hg)/)A dimenzi jedna, odpovidajici bazicky stav |0) popisuje situaci, kdy v systému neni
zadna castice - je to tzv. vakuovy stav.

V dalsim si zavedeme krea¢ni a anihila¢ni operatory jednocasticovych stavii, pomoci
kterych lze Fockovy stavy , generovat z vakuového stavu |0). Krea¢ni operétory
zobrazuji vektory z ”Hg%)‘ na vektory z Hgﬁ‘rl), tj. pridaji jednu castici v néjakém modu.

Podobné, anihila¢ni operatory zobrazuji vektory z ngzl na vektory z 'Hg;i;l), tj. ubiraji

jednu ¢astici (resp. anihiluji vakuovy stav na 0). Zda jsou ¢astice bosony nebo fermiony
se projevi v komutac¢nich nebo antikomutac¢nich relacich pro pfislusné operatory. Pro lepsi
pochopeni nejprve pripomenme formalismus kreac¢nich a anihila¢nich operatorii pro LHO.
Vlastni stavy hamiltonianu LHO |n) spliwji rovnice

Hln) = (n—l— %) hwln), n=0,1,2,....
Pro hamiltonian LHO miiZzeme nalézt posunovaci operdtory @ = a_ a al = a.., které splituji
[Ha] — —Fwa, [H a*] = hwat, [a,af] =1
Posunovaci operatory pusobi na bazické stavy |n) podle predpisu

aln) =+v/nln —1), a'ln) =vVn+1n+1).

n-ty bazicky stav tak mizeme napsat pomoci piisobeni krea¢niho operatoru na zakladni

stav ]
In) = ——ai”|0).

Vn!

Hamiltonian LHO muzeme zapsat ve tvaru

X 1 1
H= (&Td+§)7m: <N+§) huw.

Operétor N =a'a pisobi na bazické stavy nasledovné
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LHO muzeme interpretovat napf. jako jeden méd kvantovaného elektromagnetického pole v
duting, jehoz kvanta (fotony) maji energii hiw. Vybrany mod odpovida jednomu jednocésti-
covému stavu, tj. jednoc¢asticovy Hilbertuv prostor H ma dimenzi 1 (¢astici se mysli foton,
nikoli LHO). Fotony jsou bosony a muZe jich byt v moédu (tj. stejném jednocasticovém
stavu) libovolny pocet. |0) predstavuje vakuovy stav, kdy v modu nejsou zadné fotony.
Krea¢ni operator pridda do modu jeden foton, anihila¢ni jeden ubere. Stav |n) odpovida
situaci, kdy je v moédu n fotontu. Operator N lze interpretovat jako operator poc¢tu fotoni
v tomto modu.

Bosonové kreac¢ni a anihila¢ni operatory

Pro bosony zavedeme krea¢ni a anihilaéni operatory modi |¢) analogicky jako pro LHO
(kde mame jen jeden jednocasticovy stav). Krea¢ni operator &l prida jednu ¢astici ve stavu
|6k), pusobi tedy na bazické stavy (20.5)) néasledovné

d2|n1,n2,...,nk,...;5> =vni+ 1|ny,ng,...,ng+1,...55). (20.7)

Anihila¢ni operator G, ubere jednu ¢astici ve stavu |¢g), tj. jeho akce na bazické stavy

(20.9) je

aglny,mo, ..o Mgy o3 S) = /nglng,ne, oo on — 1,005 5). (20.8)
Vidime, Ze takto definované operéatory jsou k sobé opravdu hermitovsky sdruzené
/ / . ~ . _ . AW / . *
(N, g, Slaklna, . ng, o 3S) = (na, . ong, . S)agng, .o, S)T
N - 7 A ~~ g
\/nk(sn’lnl--.(sn%nk_l-” A /n;€+16nlnﬁ...6nkn;€+1--.

Evidentné plati komutacni relace
[ag,aﬂ - [ak,a,} _0, (20.9)

protoze pro vSechny bazické vektory plati

[dl,&” ny, g, S) = (e D)+ Dng, .o+ 1, g+ 1,005 S)

Ve + D)+ Doy, .cone +1,..,m +1,...:5)
— 0,

a druha identita je jen hermitovské sdruzeni prvni. Odmocniny na pravych stranach (20.7)
a (20.8)) jsou zvoleny tak, ze plati komutacni relace

[ak,aﬂ = 0. (20.10)
Pro k # | dostaneme
[&k,d;] Ing, .o ngy ey, .3 S) = \/mml,...nk—1,...,nl—|—1,...;S)
—\/mml,...nk—1,...,nl+1,...;S>

= 0.
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Pro k£ = [ nalezneme

[ak,ag] gy S) = (et DZnn, o S)
—\/ng|na, . ng, .5 S)
= |ny,...ng,...;9),

a protoze rovnost plati pro v8echny bazické stavy, plati komuta¢ni relace (20.10)).
Vakuovy stav spliiuje pro vSechny anihila¢ni operatory vztah

ax|0) = 0.
Fockovské stavy (120.5) muzeme z vakuového stavu generovat pomoci krea¢nich operatort

1

almal™ o).
n1!n2! Ce

]nl,ng,...,nk,...;5>: aq 2

Focktv prostor bosont lze tedy zapsat jako

Operétor

urcuje pocet ¢astic ve stavu |oy)

Nk|n1,...,nk,...;5>:\/nz|n1,...,nk,...;5>:nk|n1,...,nk,...;5>.

Zjevneé jsou ay a d,i posunovacimi operatory k Ny

[Nk,&z] = af [ag, a)) + [&2,&1} ax = —ay0k,
0 v
—0k1
(Nal] = af |awaf| + [af. o] ar = afow.
—_—— N —

Operator celkového poctu ¢astic pak definujeme pomoci

N=> N.=) aja.
k

k
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Fermionové kreac¢ni a anihila¢ni operatory

Pro fermiony definujeme kreacni operator lA)L tak, ze prida ¢astici ve stavu |¢y) nalevo od
jiz existujicich stavi, tj. (pro ). n; = N) plati

Dilni, .., 0k s A) = VN @ A (|01)%™ @ |¢0)®™ @ ...)
= VIN+DIA () © (1) @ [¢2)" @)

= (C)F VN E DA (60" @16 8 @ o) @)

2
= (=) lny, . 1)

Suma pocita, kolik modi pred |¢y) je obsazenych. Pro piipad ny = 1 definujeme
IA)L|n1,...,1k,...;A) =0.
Anihila¢ni operator definujeme pres hermitovské sdruzeni vztahem
07 ng = 0
I;k|n1,...,nk,...;A>: -
2. ny
(=1)= |ng,...,npg—1,...; A), ni=1.

Snadno ukidZzeme, ze fermionové operatory spliuji antikomutacni relace
{B},B,ﬂ} - {Ej,ék} ~0. (20.11)
Pro piipad 7 =k je {Z;L, Z;L} = 2?)22, a vztah plyne pfimo z definic

0, nkzl

{BZ,I;L}|n1,...,nk,...;A): A )
2b£|n1,,1k,,A>:O, nk:()

Pro j # k uvazujme bez Gjmy na obecnosti j < k. Pak plat{ (staci vzit stav s n; = ny =0,
jinak dostaneme automaticky nulu)

j—1 k=1
IR >y 2 i
b;b,t]nl,,()],,ok,,A> = (—1)121 (—1)1‘:1 nl,...,lj,...,lk,...;A>
kilni

= (—1)i:j |7l1,...,1j,...,1k,...;A>.

V opacném poradi plati

k—1 j—1
bib! 0jyees O, s A) = (=1 <lzlm>+l _p&" Loyl s A
1blny, . 05,0 O, s A) (—1) (=)= ng, 1y, gy A)
k—
Effu

= —(— =7 . .
J
(—1) Iy, ooy oo gy oo s A).
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Ve vsech pripadech mizeme zapsat rovnost
IA);lA),Unl,...,nj,...,nk,...;A> = —lA),tlA)ynl,...,nj,...,nk,...;A),
ze které plynou antikomutaé¢ni relace (20.11)). Analogickym postupem se ukaze, ze plati
{bj,ia;} = b (20.12)

Antisymetrizace stavi pro fermiony tedy implikuje antikomutac¢ni relace pro kreacni a
anihila¢ni operatory. Pauliho princip je schovan v identité

(B0} =28 —0— i —0,
Pro vakuovy stav fermionu plati stejné jako pro bosony rovnosti
be0) = 0.
Fockovské stavy vytvorime z vakua pomoci krea¢nich operatori
Ing,na, ., .3 A) = DIMBE™2 L |0),

na rozdil od bosont zde zavisi na poradi krea¢nich operatori. Fockiv prostor fermiont lze

zapsat jako
.FF(H) = [(H lA)Lnk> |O> an < 00, NE = O, 1]
k

k

A
Operator poctu ¢astic ve stavu |¢) je roven

Nk = Eltj)k‘u

|:Nk‘7(;li| = l;]t; {Bk,gl}—{i)l,i)z}ék = _Blékb
—_—— N —

(%] = 8 {bu. b} — {bl.8L) b = e
\T—/ \T—/
kl

V pripadé fermioni je N, projektor

N = bbbt = 0 [ {bub} —ble | b = bl — 3 B2 = N,
1“ 0

tj. jeho vlastni ¢isla jsou 0 a 1 v souladu s Pauliho principem. Operétor celkového poctu

¢astic pak definujeme pomoci
N =Y 8= Y bl
k k
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Pozorovatelné ve Fockové prostoru

Pozorovatelné ve Fockové prostoru lze rovnéz zapsat pomoci krea¢nich a anihilacnich opera-
tord. Postup je stejny pro bosony i fermiony, oznac¢ime souhrnné jejich kreacni a anihila¢ni
operatory jako éL a Cg. Zacnéme s jednocasticovymi operatory. Necht T je néjaka pozoro-
vatelna jedné Castice, tj. operator na H. V bézi jednocasticovych stavii {| ¢x)} ho mizeme
rozepsat ve tvaru

T = (Sl TIow) ) (|- (20.13)

kK

Pro N identickych ¢astic pozorovatelnou rozsifime predpisem
(W =3"1e. L2 @T®hhe.. .0l

Pokud méame ¢astice v jednoc¢asticovych stavech |¢,), ..., |¢ry), Pak na né tento operator
pusobi nasledovné (P = S, A pro bosony, resp. fermiony)

N
(1)p’¢k17'"a¢/€i>""¢k’1\’>:ZZ<¢li /
=1 [

Ukazeme, Ze tento operator lze na Fockové prostoru definovat pomoci kreacnich a anihi-
la¢nich operatort ve tvaru

i>p’¢k17'"’¢li7"'7¢k‘]\7>‘ (2014)

TW = (ol Tlgw)cker. (20.15)

kK
Prepiseme nejprve stav identickych castic pomoci kreacnich operatora
1
S
kal kN |0>7

dosadime ho spolu s (20.15) do (20.14)). Operator TW budeme postupné komutovat skrz
krea¢ni operatory

p|¢k‘1""7¢k‘]\r> =

T(l)éll ckN|O> = [T(l), cLl] C};Q . ckN|()) LIT(I)CLQ ckN|0)
= |70, | e, o+, |70 | e, o+
il [T 10y 4+ ¢, e TOl0), (20.16)
Posledni ¢len, kde je T taplné vpravo, dé na vakuovy stav nulu (v 70 je vpravo anihi-

la¢ni operator). U predchozich ¢lenti uréime z tvaru (20.15)) komutétor (plati pro bosony i
fermiony)

[70,4f] = Z<¢k|T|¢k/> el el] =Z<¢k!Tr¢z>
()

ck6k/l
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Dosazenim do (20.16|) dostaneme

Tt )621 CkN‘O> = Z<¢z1|T|¢k1>éleéZQ- 'Ck:N|0 + Z ¢12|T’¢k‘2 ékl%ck3 : --éLN|0> +
11

= Zzi@

takze operator (20.15) skuteéné splhuje rovnici (20.14). Ve Fockové prostoru maji tedy
jednocasticové operatory tvar (20.15). Porovnanim (20.15) a (20.13)) vidime, Zze operétor
ve Fockové prostoru dostaneme formélné zaménou

o),

|¢k> — éL, <¢k’| — ék’-

Operator poctu ¢astic v modu |¢oy) N, = ckc;g lze chéapat jako Jednocastlcovy operator kde
T je projektor na stav |¢y). Pro operator celkového poc¢tu ¢astic N = Dok N, je T=1.
Obdobnym zpusobem lze prevést do Fockova prostoru i vicec¢asticové operatory, které

zachovévaji pocet ¢astic. Uvazujme napt. operator V' definovany v dvoucasticovém prostoru
2)
HS/A

V= 5 30 S (66, iV I, 0o, D) 0wl

kKLU
Symetrie vi¢i zaméné ¢astic pro maticové elementy implikuje
(Or, 1|V | @wr, D) = {1, Gr|V | brr, bir).-
Ve Fockové prostoru pak dvouéésticovy operator bude mit tvar
Ve = (61, 01|V | b1, b )eteleven. (20.17)
l
T kKLY

V dalsim povazujeme mody |¢y) za vlastni stavy jednoééasticového volného hamiltonianu
(bez vnégjsiho pole)

Ho|éw) = Ex| o). ZEkm (0n-

Pokud ¢astice mezi sebou neinteraguji, pak méa hamﬂtoman ve Fockové prostoru tvar
H=> Edlér =Y EpNg
k k

ol e posunovaci operatory k hamiltonianu H

Pro bosony i fermiony jsou ¢;,

[HCT] - ZEk [ckck, ] Eél,
H_/
ck(Sk,

[Hc] - Y E [c;ckc} — _E,.
k ———

—CrOki
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Vliv néjakého vnéjsiho pole U je popsany jednocasticovym operatorem

U = "(en|Ulew)eféw,

kK

kde U ma typicky nenulové nediagonalni maticové elementy. V ¢asovém vyvoji takovy
operator zpusobuje prechod ¢astice mezi hladinami volného hamiltonianu. Interakce dvou
¢astic je popsané néjakym dvoucasticovym operatorem tvaru . Obecné lze hamilto-
nian nerozlisitelnych c¢astic ve vnéjsim poli, zahrnujici dvoucasticové interakce, zapsat ve
Fockové prostoru nasledovné

A 1
H= E €kk/CLCk/—|—§ E E vkl’k/l/c,tcjcl/ck/.

kK’ k.k LU

Analogicky lze zahrnout i vicec¢ésticové interakce.

Spojité stupné volnosti

Misto spocetné baze {|¢x)} v jednocasticovém prostoru H lze uvazovat spojitou bazi. Ty-
picky se voli zobecnéné vlastni vektory hybnosti a projekce spinu {|p, &)} normalizované k
delta funkci

<ﬁ>£|ﬁv€/> = 5575'5(17_27)'

Prislusné krea¢ni a anihilac¢ni operatory oznac¢ime jako d;@ az¢ pro bosony a l;z];f’ 65’5 pro
fermiony, napt. operator d; ¢ vytvori z vakua boson s hybnosti 7 a projekei spinu & (xe

popisuje spinovy stav)
1
(2wh?)

(Flaf0) = pe() = Xe-

V komutacnich relacich pro bosony (20.9), (20.10)), resp. antikomutac¢nich relacich pro
fermiony (20.11]), (20.12)), se Kroneckerovo ¢ nahradi Diracovou ¢-funkei

ieibe| = |aeare | =0 [apeile] =deed@-7)  (2018)
{ ;757 b}’”vfl} = { PyE 5’751} = 07 {bﬁ7£7 b;’,f’} = 55,5,5(ﬁ_ ﬁ)

Operator poctu ¢astic s hybnosti p’ a projekei spinu € je (pro bosony i fermiony, éz¢ =

agg: byg)

A

_ At
Npe = C5Cpe
Operator celkového poctu ¢éastic dostaneme integraci pres hybnosti a sumaci pres spinové
stavy
V — AR
N = Z/Cﬁ,gcﬁ,sd .
5 R3
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Pro volné ¢astice je jednocasticovy hamiltonian

. pP?
Hy= —.
07 oM

Pokud ¢éstice navic neinteraguji, pak celkovy hamiltonian na Fockové prostoru je

2
! p AT ~ 3
H = E /Q—MCﬁ,gCﬁ‘,sd p-
£ RS

Focktiv prostor pro ritizné Castice

Focktv prostor pro riizné druhy ¢astic sestrojime tenzorovym souc¢inem jednotlivych Focko-
vych prostort

F=Fp(H)®...0 Fg(Hny) @ Fr(H1) @ ... Fr(Hny),
kde Npg je pocet druhu bosoni a Ng je pocet druht fermioni, H; a H; jsou prislusné

jednocasticové prostory. Oznacime krea¢ni a anihilaéni operatory bosonu A jako df\ ks Ok

pro fermion o analogicky b:rj is o - Komutacni a antikomutac¢ni relace pak maji tvar

[&T\,kﬁi\/,k/] = [&A,k;&x,k’} =0, [dx,mdi\/,k/] = OOk s

{[S;M BL/,k’} = {Ba,k‘a 60”,]43/ } =0, {?)a,ky [;L’,k/} = 500’5kk’7
pricemz vSechny bosonové a fermionové operatory navzajem komutuji

[a;jk,égak,} - [aA,k,sz,,,k,} - [a;,@,ég/,y] - [ak,k,i)g,,k/} —0.

Hamiltonian takového systému miize obsahovat, kromé ¢lent popisujici jednotlivé druhy
¢astic samostatné, i ¢leny popisujici interakci riznych druht ¢éstic, napf.

asby, + b}
popisuje anihilaci fermionu za kreace bosonu a opa¢ny proces; ¢len
T T TRTIP P (PN
Ay pA2,kA3k T A1 kA9 1 A3 1

popisuje anihilaci bosont 2 a 3 a kreaci bosonu 1 + opac¢ny proces, atd.

Piiklady

Cviceni 65. Fermionovy systém o dvou jednocdsticovijch stavech |¢1), |¢2) lze popsat ha-
maltonianem ) . . o
H = Eblby + Eyblby 4+ J(blby + blby ). (20.19)
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Mizeme na néj téZ pohlizet jako na systém sloZeny ze dvou interagujicich podsystémai,
spojenych s hladinami 1 a 2, z nichZ kaZdy miZe byt ve stavu ,obsazeno nebo ,neobsazeno®.
Uvazugte Ey = 0, Ey = %J. Naleznéte energie systému. Urcete casovy vyvoj pocdtecniho
stavu

[4(0)) = b}|0) = 1,0). (20.20)

Navod: V tomto pripadé ma Fockuv prostor dimenzi 4, jeho bazi tvori stavy
{]0,0),10,1),]1,0),|1,1)}. V této bazi je hamiltonian H popsan matici

00 0 0 00 0 0
g |0 B 0 (o0 J o
o J E 0 o g 25 0

00 0 E+E 00 0 3J

Energie systému fermioni jsou vlastni ¢isla této matice
1 3

E=—2-J,0,=J,2J.

2 2

Jednocésticovy podprostor [|0,1),|1,0)], je zfejmé invariantni, zaZzeni hamiltonidnu na
tento podprostor je ddno matici
0o J
H = :
(J %J)

éasovjzm vyvojem se pocatecni stav (20.20) z invariantniho podprostoru nedostane. V
kazdém case t > 0 tak bude ve stavu superpozice

[¥(t)) = a(t)[1,0) + B(1)[0, 1),

kde koeficienty se 1idi Schrodingerovou rovnici s hamiltonianem H’

L d , a(t)
oo =1, v = (50). (2021)

s poc¢atecni podminkou «(0) = 1, 5(0) = 0. Vlastni ¢isla a vlastni vektory matice H' jsou

P = %<;>, & =2J,

2 1
¢2 = (_1) ) 52 = _EJ
Resenfm (20.21)) je

v = th(o))wle2ﬁi”+<wz,w<0>>wzeﬁﬁ‘”=%<

Sl

9 .
e—TL’LJt _’_4€th
iy )
2w/t — 2eam !

coz muzeme piepsat jako

) = 7 (e ae ) 1,0) 4 = (e #7 — 870 [0,1).
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Cvic€eni 66. Uvazujte bosonovy systém se tiemi typy cdstic (a,b, c), kaZdd md pouze jeden
mod. Hamiltonidn systému je

H = hw(a'bé + ab'eh), (20.22)
Nastavd tedy rozpad cdastice a na cdstice b a ¢ a jejich rekombinace. UvaZujte casovy vyjvog
systému z pocdtecniho stavu

1
0)) = —=a'[0) = |2,0,0).
[4(0)) 7 0) = 12,0,0)

Ukazte, Ze stav zustdvd v néjakém konecnérozmérném podprostoru Fockova prostoru, urcete
matici hamiltonidnu v tomto invariantnim podprostoru a naleznéte |1)(t)).

Navod: Invariantni prostor nalezneme opakovanou aplikaci H na pocatecni stav
H|2,0,0) = V2|1,1,1),
H|1,1,1) = v/2]2,0,0) 4 2(0,2,2), (20.23)
H|0,2,2) =2|1,1,1).

Odsud je zfejmé, Ze linearni obal S = [|2,0,0),|1,1,1),]0,2,2)]\ je invariantni vici H.

Oznacime H’' matici ziZzeni hamiltonidnu na invariantni podprostor, jeji tvar odvodime z
rovnic (20.23))

0 V2 0
H=ho|vV2 0 2 (20.24)
0 2 0
Vlastni ¢isla a vlastni vektory matice jsou
2
3
P = 0 , E1=0,
1
V3
1
V6
¢2 = \/Lﬁ) ) Ey = \/Ehwa
1
7
1
V6
@03 = _\/Lg ) by = —\/éhw.
1
NG

—~

¥(0) = (1,0,0)")

P(t) = (¥1,9(0)) Y1 + (¢2,9(0)) Pge VO 4 (b5, 1(0)) hgeiVOt
% + % e~ iV6uwt + oiV/buwt

= # (e—i\/éwt . ei\/éwt)

3
V2 1 —iv/6w iv6w
Pt g (V0 Vo)

éasovy vyvoj pocatecniho stavu je pak
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coz lze po tpravach prepsat do tvaru

1 2
) = 3 (2 + cos(x/éwt)) |2,0,0)—% sin(v6wt)|1, 1, 1>+§ <cos(\/6wt) - 1) 0,2,2).
Cvic€eni 67. UvaZujte systém bosoni (a) a fermioni (b), kaZdy s jednim mddem. Najdéte
spektrum hamiltonidnu

H = hw (a*é n diﬁ) . (20.25)

Navod: Nejprve ukdzeme, ze H rozdéluje Focktuv prostor na dvourozmérné invariantni
podprostory (a jeden jednorozmérny), a lze ho tedy reprezentovat blokové diagonélni ne-
kone¢nérozmérnou matici. Vyjdeme z akce H na stav s obsazovacimi ¢isly n, =n € Ny, ny, €

{0,1}:
H|n,0) = hwy/n|n —1,1),

Hln,1) = hwvn + 1|n + 1,0).

Vidime, Ze stavy [n,0) a |[n —1,1) se zobrazuji na sebe navzéjem a na jejich linedrnim
obalu tak H piisobi jako matice 2 x 2

m-no( )

Spektrum této matice je o(H,) = {+hw+/n}. Dvojicemi |n,0) a |n — 1, 1) pokryjeme celou
bazi Fockova prostoru az na zvlastni piipad |0,0). Ten je vlastnim vektorem s vlastnim
¢islem 0 a sam tak tvori jeden dalsi jednorozmérny invariantni prostor. Celé spektrum

Hamiltonidnu (20.25) je tedy
o(H) = {0} U {£v/nhw|n € N}.
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Kapitola 21

Kanonické kvantovani poli

Prehled klasické teorie pole

Zactneme struénym zopakovanim zakladu klasické teorie pole v Lagrangeové formalismu.
Prostorocasové souradnice ozna¢ime jako x*,p = 0,1,2,3. Uvazujme s poli (funkei z#)

0 i=1,...,s symbolem @fu budeme znacit derivace pole ¢ podle z*
i d¢’
P = P

Hustota Lagrangianu £ (¢, @fﬂ, x#) je néjaka funkce poli, jejich prvnich derivaci a sourad-
nic. Langrangian se z hustoty urci integraci pres prostorové souradnice

L= /Z(soi,tpfwx“)d?’r,
RS

akce je dané integralem pies vSechny prostorocasové souradnice

ty
S://Z(goi,gpfu,x“)d4x.

to R3

Pohybové rovnice pro pole se uréi z varia¢niho principu 65 = 0, ktery vede na soustavu
Euler-Lagrangeovych rovnic

0L 0%

Ha i i

dp',  Op

=0, 2=1,...,s.

K prechodu ke kvantové teorii budeme potfebovat hustotu hamiltonianu 77, kterou zave-
deme jako slozku 00 kanonického tenzoru energie a hybnosti
0L

TH = 9 gpfl, — g™, ¢ =diag(l,—-1,-1,-1).
M
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Hustota hamiltonianu je tedy

%:

0L . ,
- ! —gzﬂi.z—c%,
8@?080’(] 4

kde jsme oznadili obecnou hybnost pifslusnou k poli ¢

020X
a%"fo opt

(21.1)

T

Z hamiltonovské hustoty dostaneme hamiltonian integraci ptfes prostorové souradnice
H = / Hdx.
R3

Kvantovani Klein-Gordonova pole

Postup kanonického kvantovani nejprve ukédZzeme na realném skalarnim Klein-Gordonové
poli ¢. Budeme pracovat v jednotkach ¢ = A = 1. Hustota lagrangianu je v tomto pfipadé
1 1 1

1 v
L = 50,p0"p — §m2<p2 = 59" = §m2902,

Euler-Lagrangeova rovnice pro pole ¢ je Klein-Gordonova rovnice

0 0%
= = 0,(g" ) +mio=0p+mp =0 21.2
Hagoﬂu 8g0 ,u(g 90, ) (P 90 (10 ) ( )

kde O = & — A je d’Alembertuv operéator. Rovnice (21.2) méa nekoneéné mnoho FeSeni

o2
tvaru rovinné viny
@E(f’ t) = ei(k-a?—w(k:)t)’
kde w(k) spliiuje podminku
w(k)? = k* +m?.

Obecné realné reseni Klein-Gordonovy rovnice je tedy

Pl 1) = / @k N(F) (age 700 4 gre-iFa-wbn) (21.3)
R3

-,

kde N(k) je néjaky normalizacni faktor, ktery pozdéji vhodné zvolime. Obecna hybnost
pro Klein-Gordonovo pole je

0.7 R o
7_(_(1—:»7 t) — % — gOVQO,y — QO — —Z/dgl{i w(k:)N(k) <a];6z(k'z_w(k)t) . aEe—z(k.m—w(k)t)> ]
) Ra
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Hustotu hamiltonidnu pro Klein-Gordonovo pole muzeme vyjadrit ve tvaru

0L 1 - -
H=—=p=L =3 (7?2 + (V) - (Vo) + m2902> : (21.4)
¥
Kanonické kvantovani Klein-Gordonova pole spociva v tom, Ze z ¢(Z,t), n(Z,t), a; a
a;; udélame operatory

- s (= _ L S ot
o(Z,t) = ¢(7,t), w(T,t) = 7(L1), ap—ag a;p—ag,

postulujeme existenci a jednoznaénost vakuového stavu |0) a kanonické komutaéni relace
ve stejném Case

(B(2,1), #(&, 1) = (7 — &), [p(@ 1), p(@ 1) =0, [#(Z,1), 7@, 1) =0. (21.5)

Dale vyjadifme operatory ag, d}% pomoci @(Z,t), 7(Z,t), a ukdzeme, Ze pro vhodnou volbu

normalizace N (k) budou spliiovat komutac¢ni relace pro bosonové anihila¢ni a krea¢ni ope-
ratory se spojitymi stupni volnosti . Fockiiv prostor pro Klein-Gordonovo pole pak
zkonstruujeme podle postupu z kapitoly 20} Excitace Klein-Gordonova pole, tj. ¢astice,
které vytvorime krea¢nimi operatory z vakua, jsou bosony s nulovym spinem a bez naboje
(pro komplexni Klein-Gordonovo pole bychom dostali nabité bosony se spinem nula a jejich
anti¢astice s opa¢nym nabojem).

Spocitéme nejprve nasledujici integral (oznacime ve zkratce w = w(k), w' = w(k):;
vyuzijeme toho, Ze w je suda funkce)

1 —i(k-T—wt) (=
R3
_ (21)3 d3$ 671(1_4‘ T—wt) /d?)k/ N(E/) (dklez(E/ T—w't) + &J]fgle*Z(E’ ffw/t)>
™
R3 R3

= N(R)ag+ N(=kal . e,
a analogickym postupem
1
(2m)?




Odsud dostaneme

- 1 / 3. —i(k-Z—w(k)t) 1 N (P
ap = d’z e B T, t)+ ——mn(z,t) ],
g 202m)* N (k) A w(k) )

1 P 7 1 1
N 3 i(k-Z—w(k)t) N T
a. = d’x e ~ ) — ——=7(x,t
TG ]R/ N(R) (w( o™ ))

1 LTy STy
] :| — /dS /d?) —i(k-ZT—wt) Ji(k"-g—w't)
i, ] x ye € = = X
[ o 4(2m)® N(K)N (i)

2(27)% w(k) N(1€>25

Bosonové komutacni relace tedy dostaneme pro volbu normalizace

- 1
N(k) = —
2(2m)3w(k)
Celkem tedy pro operatory plati
1 L .
i = / By o~ iFT—w(B) (w(k:)@(f, t) + i (7, t)) ,
2(27r)3w(k:)
dTE = /dgx ek F—w(k)) (w(E)gb(x,t) - m(m,t)) ,
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Hamiltonian vyjadiime z hustoty (21.4), kam misto ¢ a 7 dosadime operatory

~ 1 1 = = 1
H = /d3:): H = §/ﬁ2d3x+§/(v¢) : (V@)d3x+§/m2¢72d3x.
R? R3 R3

R3
I }; }g
Za operatory ngS a 7 dosadime z 1) a 1' a postupné vyjadiime jednotlivé ¢leny

1 / A (k- E—w At —i(k-d—w
R3 R3 R3

—w't) At _z'(z?-:z_w’t))

8|

- 1(]}'/
X (ak,e —age

1 N R (R —it(wtw
= _4(27r)3/d3k /dgk' \/ww’/dgx (aga,;,e (kt k) ot (whe) _
R R3 R3

3

oAt id (k=R it —w) At s i@ (K —F) jit(w—w') | AT AT —id (k4R it (wtw!)
apag,e e apape e + apare e

1 .
— ~1 /d3k; w (CALECAL_E@_Q’Lwt _ @E&;% — &J,%d;; + d;%djf_];e%wt) ’
R3
I, — 1 Pr | #r | Pr kR (o i) i i
2 = _4(27T)3 x — (a];e —dle > o

w _
R3

I. = m’ /de /dgk d3k,/ 1 <dﬂ€z(l‘c‘5c'7wt) _i_dief (Ej’fwt)) %

’ A4(2m)3 o \F P

V souctu bude u ¢lent, kde jsou dva anihila¢ni nebo dva kreaéni operatory vyraz %(—w2 +
k?* + m?) = 0, naopak u smiSenych ¢lent bude 1 (w? + k? + m?) = 2w. Hamiltonién Klein-
Gordonova pole tedy dostaneme ve tvaru
] 1 3 N (a.atT AT a
H = 5 /d k w(k) (a,;aE+ a;g%) :
R3
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Pro dalsi upravy nejprve uvazujme Klein-Gordonovo pole v krychli o délce hrany L, tj.
kone¢ném objemu V = L3. V takovém piipadé musime pro Klein-Gordonovu rovnici
vzit v avahu periodické okrajové podminky na sténach krychle. Disledkem je diskretizace
mo6di, resp. vinovych vektor E, jejichz slozky musi splhovat

2
k‘j = %nj, n; e 7.

Veskera odvozeni jsou stejné jako v piipadé pole v IR?, jen je potieba nahradit integral

sumou
/ d*k— ),
R3 k
a v normaliza¢nim faktoru (21.6)) bude misto (27)3 objem krychle V. Z kanonickych komu-

tacnich relaci ve stejném case (21.5) dostaneme bosonové komutaéni relace pro diskrétni
mody

~ ~T 5
[ak,ag,] = 0p -
Hamiltonidn Klein-Gordonova pole pak s pouzitim komutac¢nich relaci upravime do tvaru

= 5 5wl (agaf + afar) = Y w(h) (alag+ 3). (21.9)

—

k k

Pro takovyto hamiltonian by i vakuovy stav mél nekone¢nou energii, protoze

A10) = 53w | o),

k

a Tada je divergentni. Tento problém se vytesi procedurou zvanou renormalizace - v nasem
pripadé v sumé zahodime clen % Intuitivné lze argumentovat tak, ze energie ¢astic,
které namérime, jsou rozdil energii né¢jakého Fockovského stavu a vakuového stavu, a tento
rozdil je konecny. Hamiltonidn Klein-Gordonova pole pak dostaneme v tzv. normalnim
usporadani (anihila¢ni operatory jsou vpravo, znaé¢i se dvojteckami okolo operatoru)
H—:H:= Zw(%)d%d,}
k

V nekonecném objemu pak hamiltonian piejde v

H:= /d3k w(%)&%&,;
R3
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Kvantovani elektromagnetického pole

Podobnym postupem provedeme kvantovani volného elektromagnetického pole, které je
popsané ¢tyipotencidlem A, = (%, —ff) (pracujeme v SI jednotkich) a Lagrangeovskou
hustotou ]
L =——F,F",
4po

kde £, je tenzor elektromagnetického pole
F,=0,A,-0,A,.

Komplikaci ptredstavuje kalibra¢ni invariance, ze které plyne, Zze ne vSechny slozky ¢tyipo-
tencialu jsou nezavislé. My zvolime fixni Coulombovu kalibraci, ve které je postup nejjed-
nodussi. Tato volba neni vhodné pro relativistickou kvantovou elektrodynamiku, protoze
Coulombova kalibrace neni Lorentzovsky invariatni. Pro nés cil, kterym je kvantovy popis
interakce atomii s elektromagnetickym zarenim, je ale dostacujici.

Euler-Lagrangeovy rovnice pro pole A, jsou

0,0"A, — 0, (0" A,) =

Pro Coulombovu kalibraci L
sp = O7 V . A — O,

se zjednodusi na
OA, =0, resp. OA=0. (21.10)

Rovnice méa nekone¢né mnoho feSeni tvaru polarizovanych rovinnych vin

—

A A1) = B Fe®n,

kde frekvence je rovna . .
w(k) = ke, k=lk|

Z kalibra¢ni podminky pro vektor polarizace & plyne
V- A=0=k -£=0.

Vektor polarizace tedy musi byt kolmy na smér sifeni viny, tj. pro kazdy vlnovy vektor
miizeme zvolit dvé ortogonélni polarizace (k, ), A = 1,2 spliwjici

k-gk,\) =0, &k N -k N) =0y

Obecné (realné) feseni v podobé kombinace rovinnych vin se dvéma moznymi polarizacemi,
véetné spravného normaliza¢niho faktoru, ma tvar

&k h o L
Z / /5 e U, A) ((agpe @O0 qemiFEe®n) (2111
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Obecné hybnosti jsou az na konstantni faktor slozky elektrické intenzity (vyuzili jsme

vztahu —— = ¢?)
Logo
0 10% 1 1 0A .
i 8143',,5 C 8Aj,0 Clbg ( 30 \O,-/’] ) [LOC2 ot 0
0

Po dosazeni z (21.11]) nalezneme

Hustota hamiltonianu elektromagnetického pole je (B = eyi;4i ;)

07 1
= —A —_ = A R A J— A AVW _ AMJ/
T aAiO 7,0 g CTjAj0 4[“0( I NvV)( )
L L oA+ (A — A (A — Ay
= - = 3,041 i, — A5i)\ A — Ay
80 QMO 70 70 4/110 a,] ]7 1.7 Jv
1 o 1
250” +5— 20 ( i45.) 9 + 210

Spocitejme nejprve hamiltonian klasického pole, ten dostaneme integraci hustoty pres pro-
storové souradnice

1 1
H= / Pt = 20 / Prrt 2410 Px (AijAij — AijAz) .
R3 R3

I Iz

Dosadime za A a 7 ze vztahi (21.11)), (21.12) a postupné upravime jednotlivé ¢leny (pro

—

zkréceni zapisu oznadime w = w(k), ' = w(k'), &= &(k,\), & = &k, X))

d*k 3K - ik (ke
Il - _ - Z /dS / g/ % WWI5'5<GE7A€ i(k-T—wt) —GE7A€l(kI wt))

)\’1

(% )\le—z(k Wty i(E’-f—w’t))

2
h d3k 3K T ,
= _Z E /d3 / / . WW'E - g/ (m a, Xefzx-(kJrk )ezt(w+w )
5 b b
R3

—zx-(k—k )ezt(w—w )

—a- .a=- — a- a= i (K—k ! - - Z
gD N € AEADRr N € € T ag \ap €

_ " 3 2iwt _ ——— —2iwt
= E :/dkw(ak/\a EAE Af \Uj \ = A\ T+ A G \€ >=
,\ 1y
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_ d?’k@ ap a_p e @4 an s v ariar, +azy a7 et
= 1 " FAQ_F ) FAQ A T ag\ag \ +agy a_gy

V souctu bude u ¢lenti s aj , a_j , neboa;, a_;, vyraz i(uﬂ —k*c*) = 0, u smiSenych ¢lent

pak %(w2 + k*c?) = 2w. Hamiltonién klasického elektromagnetického pole tak vyjadiime
ve tvaru
12
3 7 ST —
= 5 Z/d k hw(k‘) (CLE)\CLE)\ + aE’ACL];)\) .
A=15s

Jak uvidime, komutaéni relace pro. operétory pole ff(f t) a hybnosti 7%(:? t) ve stejném

vvvvvv

magnetického pole tak provedeme piimo prechodem ke kreacmm a amhllacm operatorum

. ~ - ~F
apy = Qg Apy — alg/\,

a postulujeme pro né bosonové komutacni relace

[ak/\, af, X} Sad(E — i), [am,am,] _ [al)\al}\} _o. (21.13)

Déle postulujeme existenci a jednoznac¢nost vakuového stavu |0). Krea¢nim operatorem
d%A z vakuového stavu vytvorime foton s vinovym vektorem k a polarizaci . Hamiltonian

kvantovaného elektromagnetického pole v dutiné zavedeme v normalnim uspofadani

H:= &Pk hw(k)al KR 21.14
k kA

Spocitejme nyni komutator poli a hybnosti ve stejném ¢ase. Ve vztazich (21.11)) a (21.12))
nahradime a;, a @z, operatory a s pouzitim komutacnich relaci (21.13)) dostaneme

[121( t), (@, t)} = —ig 22; /(derl; R[(;l:jg \/gsisgx

N S N T -2 N = ~ -
> [GEAez(km wt)_'_at e i(k-Z Wt)aa]}'/ )\/ez(k Wt)—l—ai e —i(k" & —w't)

h d3k 2 5 R oy T2
= iy [ s LN EN) (FEF o FED) (o1




Vyraz &;(k, Mg (k, \) predstavuje (i, j)-ty prvek matice ortogonalnfho projektoru na vektor
g(k, A). Pokud dva jednotkové vektory urcujici polarizaci doplnime tfetim jednotkovym
vektorem ve sméru k

pak tyto tii vektory tvori ON bazi R? a plati
3
Z Ei(k, A)gj(k, )\) = (5”
A=1

Pro Pij(lg) pak dostaneme

kik,
K2

Je to suda funkce, takze integral v (21.15]) muzeme piepsat do tvaru

P(K) = 6;; — ei(k,3)e;(K, 3) = 6;; —

A&, 1), 7,( t)] :m/ﬁp (B)e™ @) — inst(# — &)
1 9 ] Y (27T)
R3

kde 07;(Z — 1) znadi transverzalni J-funkci

1 1
0T — ) =668 — ) + —0;0;=——.
1,]( ) J ( ) 47 J |:Z3 o a:—,’/l
Na zavér jesté uvedeme vysledky pro kvantovani elektromagnetického pole v konecné
krychli o hrané délky L. Pro vinovou rovnici (21.10) musime uvazovat periodické okrajové
podminky, jejich dusledkem je diskretizace modu, tj.
2m
k’j = fnj, n; € 7.

Ve vztazich (21.11)) a (21.14)) musime nahradit integral pfes vlnovy vektor sumou pfes
diskrétni mody a v normaliza¢nim faktoru bude misto (27)% objem krychle V. Operator
vektorového potencialu kvantovaného elektromagnetického pole v krychli je tedy

A& ZZ Ak A)( pac oy g sl W“)t)). (21.16)

Hamiltonian pole je roven

Hi=> > hw(k)al ag,, (21.17)

=1 | 7

a pro krea¢ni a anihila¢ni operatory plati komutac¢ni relace

~, oAt _ L. Ao At AT _
|:ak,)\7 a]z/)\/ - 5>‘/\/5k,‘,k’7 ak,)\’ ak/,)\’ - G’E,/\7 a]g/’)\/ =0.
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Kapitola 22

Kvantova teorie interakce hmoty a
zareni

V této kapitole si probereme interakci kvantovaného elektromagnetického pole s elektronem
v atomu. Budou nés zajimat pravdépodobnosti preskoku mezi vazanymi stavy elektronu
v atomu. V 1. fadu nestacionérni poruchové teorie odvodime vztahy pro rychlosti emise a
absorpce. V dalsim se omezime na dipélovou aproximaci, a odvodime, k jakym prechodim
miize v tomto priblizeni dochéazet. Na zavér se zaméfime na spontanni emisi a ukazeme si
explicitni vypocet pro prechod 2p — 1s pro elektron v atomu vodiku.

Hamiltonian pole a cCastice

Uvazujme elektron v atomu s hamiltonianem

~

. p?
H, =
2me

+ Vo(2),
ktery ma vazané stavy |i;) s energii E;

He[;) = Ejlu;). (22.1)

Atom bude v krychli o objemu V' a v ni uvazujme kvantované elektromagnetické pole s
hamiltonianem tvaru (21.17)) (pracujeme v Coulombové kalibraci)

2
- T
= 3 Y B
A=l f
Vlastni stavy hamiltonianu volného pole jsou Fockovské stavy

At
a.
ki (22.2)

N H = 10),
1 1/77,]%7)\1.
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pro které plati
Hp|n]217)\17 nEQ,)\Q’ t > - Z M(kl)ngl’)\l
l

Zapocitanim interakce pole a atomu dostaneme celkovy hamiltonian

ez .

A%(t),

1 2 2 2 . N N N e > 2,
(P + eA(t)> V(@) + Hy = He ot Hy oAl Pt

H =

2me

kde A je operator vektorového potencidlu kvantovaného pole (21.16) (vyuzili jsme Cou-

lombovy kalibrace, kde V- A =0, takze operatory PaA komutuji). Clen amérny A2
zanedbame a celkovy hamiltonian zapiSseme ve tvaru

H = Hy+V(t),
kde H, je soucet hamiltoniani elektronu v atomu a volného pole

iy — 1, + 1,

a V(t) predstavuje interakéni ¢len

A~
—

Alt)- P (22.3)

V@—%
Rychlosti emise a absorpce v 1. fadu poruchové teorie

Zameéme se nyni na pravdépodobnosti prechodu za ¢as T mezi vlastnimi stavy hamiltoni-
dnu H

(Vi) = [Ya)ldi),  [¥p) = [¢5)|es),
kde [¢); f) jsou pocateéni a finalni stav elektronu v atomu s energiemi E; a Ey

a |¢; ) jsou pocatecni a finalni Fockovské stavy pole tvaru (22.2). Budeme pracovat v
1. faddu nestacionarni poruchové teorie, kde poruchu predstavuje interakéni ¢len ([22.3)).

Po dosazeni za A(t) z (21.16) vidime, ze V(¢) mé tvar linedrni kombinace harmonickych
poruch

2
h — N T o 7 T e
V(t) = mizz — &k NP (a,;,ke“’f'f—w(“” +al e—“’f'r—w(k)t))

kde jsme oznadili

. e h .E.ﬂ_‘—» :»A "T e h 7.15‘_*_»—» /_\”‘T
by = |G N Pag,, ot = TR ) Pal
= e\ o AN Py, 0, = o [ SRR Pl



Z kapitoly [16] vime, Ze vlivem harmonické poruchy dochazi dominantné ke dvéma procesum
- ¢len 9y, zpisobuje absorpci fotonu z médu (k; A) a preskok elektronu z hladiny E; na

hladinu Fy = Ez—i—hw(k), naopak ¢len v UE \ zpusobuje emisi fotonu do tohoto modu a preskok
elektronu z hladiny E; na hladinu £y = E; — hw(%) Pro dostate¢né dlouhé interakéni casy

jsou pravdépodobnost emise a absorpce za jednotku ¢asu konstantni a pro rychlosti (16.26])
plati

emit

PE,A -

7w glot, 5<Ef B+ ho(R)),

|=l:"|>1

rer = 2, )| (8 — B~ h(F)). (22.5)

h

Spocitame maticové elementy ﬁ]{. \ 2 0 5 Pbro pocatecni stav pole, kde v modu (k, A) méame

ng fotonu

(6) = | M),

Pocty fotont v ostatnich modech nejsou dilezité. V pripadé absorpce musi byt ve findlnim
stavu v tomto moédu o jeden foton méné (samoziejmé musi byt ny, > 1, jinak neni co
absorbovat)

(6) = |- ymgy — 1.0,

jinak je maticovy element nulovy. Pro tuto volbu finalniho stavu pole dostaneme

n

kA
Wil |0 = | oo (wsle ™ 2T, ) - Pl
’ me \| 2Vw(k)eg ’
S S el TR ) - P (22.6)
me \| 2Vw(k)

V piipadé emise musi byt findlnim stavu pole o jeden foton vic

o) =1 impy+1,..0).
a pro maticovy element plati
3!
.t e h ”_/ﬁ B o ~
(Wylog W) = me\ 2Valie (¢f|a i) (sle® ek, A) - Plyy)

e h L, I~
= — | ——=—/ng, + 1Wp|le TSk, N) - Play). 22.7
o 2m(k;)50’/ ia T 1yl (k,A) - Ply) (22.7)
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Rychlosti emise a absorpce jsou tedy (porovnejte s vysledkem pro interakci atomu s kla-
sickou elektromagnetickou vlnou odvozenym v kapitole , vztah ((16.28)))

2 2

A e T = 7
= — (g, + 1) |Gl R, ) - Pln)| 8(Ey — By + ho(R)),
o mng(k:)eo( it 1) [y (K, A) - Plyg)| 0(Ey (k))
M = T |l R Pl [ 8 - B heB). (229
FA mng(/g)éfo 25 f ) i f i . .

Vidime, Ze rychlost absorpce je tmérné poctu fotont nj , v daném moédu, v rychlosti emise
je ale faktor nz , +1 - k emisi tedy miiZe dojit i pokud v médu nejsou Zadné fotony. Tento
ryze kvantovy jev se nazyva spontanni emise.

Elektricka dipdélova aproximace

Pro dalsi postup se omezime na aproximaci elektrického dipélu (tzv. E1 aproximace).
Elektromagnetické zareni, které je absorbovano nebo emitovano pti preskocich elektronu
mezi hladinami, je typicky v rozsahu infracerveného az UV zafeni. Jeho vinova délka (~
107% — 107®m) je tedy mnohem vétsi, néz jsou rozméry atomu ~ 107°m. Na rozmérech
atomu se vektorovy potenciél v podstaté nezméni a miizeme jeho zévislost na ' zanedbat.
Ve vztazich pro rychlosti emise a absorpce pak nahradime e**% ~ 1 a nalezneme

2

. e - 2 2 -

reni = "¢ +1’5k,/\-¢P¢i 5(E; — E; + hw(R)),
B e DR Pl | oy (®)

b 7T€2 - ol 2 -
Doy = g [ ) - (0l Plun)| o(Ey — B: — hw(R)).

’ m2Vw(k)ey ™

Maticové elementy operatoru hybnosti lze upravit pomoci rovnosti
Me [~
= X A

do tvaru
A Me DN A A Me I
(V| i) = E<¢f|XjHe — H X)) = E(Ei — By ) (| Xji).

Oznacime si operator dipélového momentu elektronu jako

D =eX.
2 -
Rychlosti emise a absorpce pak zapiSeme ve tvaru (diky d-funkcim je Ei;Ef ‘ rovno w(k)?)
ema W E g o 2 -
iy = —V(O) (ng,+1) Wf!e(kr, A) - Di)| 8(E; — E; + hw(k)),
abs 7'[‘&)(]2) -7 = 2 -
Fix = g, Wfle(kr, ) - Dlihi)| 6(Es — E; — hw (k). (22.9)
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Dipoé6lova vybérova pravidla

Uvazujme nyni pripad, kdy potencidl Vy je sféricky symetricky a hamiltonian elektronu
v atomu H, je kompatibilni s orbitalnfm momentem hybnosti elektronu. Vazané stavy
elektronu v atomu jsou pak spolecné vlastni vektory H67 I? a L3, tj. jsou urceny trojici
kvantovych ¢isel N, I, m

;) = [Nj, 1, my).
Urc¢ime, jaké prechody jsou mozné v dipolové aproximaci, tj. pro které maticové elementy
plati

Operator dipélového momentu je nasobek operatoru polohy, a jeho maticové elementy

jsme urcili ve cviceni Ze slozek operatoru polohy jsme sestavili ITO 1. radu XD se
slozkami

X(1,1) = —%(mlﬂ‘@),
X(1,0) = a3,
X(1,-1) = %(:pl—mg). (22.10)

Pro maticové elementy X (1,q) pak plati 1)

N [2l; + 1
<Nf7lf7mf|X(]-7Q)|Nz7l27mz> - m(]wlm07O|lf70)(17l’mq7m2’lf7mf><Nf7lf|r|Nz7lz>7
(22.11)

kde jsme oznacili
oo

(N, || N, ) = / P B, () Rova, () (22.12)
0
Zde Rp;(r) predstavuje radialni ¢ast vinové funkce stavu |N, 1, m), tj.

wN,l,m(r>9>90) = (r,@,cp[N,l,m) = RNZ(T)YETR(QSO)

Z vybérovych pravidel pro CG koeficienty pak vyplynulo, Ze maticovy element (22.11)) je
nenulovy jen pro

Am = my—m; =1,0,-1,

Vidime tedy, ze v 1. fadu poruchové teorie v dipolové aproximaci jsou mozné jen takové
piechody, kdy se orbitalni kvantové ¢islo zméni o 1, a magnetické kvantové ¢islo se bud
nezméni, nebo se zméni o 1. Pro ostatni pfechody (napf¥. 3p — 2p) plati

(Ny, s, mg|€(k, A) - D|N;, li;m;) = 0,
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a jsou zakazané. K nékterym ale muze dojit, pokud budeme uvazovat vyssi ¢leny rozvoje
eTFT tj. v kvadrupodlové (E2), oktupdlové (E3) nebo vyssi aproximaci. P¥echody, pro které
je presny maticovy element v rychlostech piechodu (22.8) nulovy

(Ny 1y mple= (K, \) - PNy, 1;,mg) = 0,

jsou tzv. silné zakdzané, a mize k nim dojit pouze ve druhém nebo vyssim radu nesta-
cionarni poruchové teorie (tj. musi dojit k emisi nebo absorpci dvou nebo vice fotoni).
Prikladem silné zakazaného ptrechodu je 2s — 1s v atomu vodiku.

Spontanni emise, prechod 2p — 1s pro vodik

Uvazujme nyni pole ve vakuovém stavu a atom v néjakém excitovaném stavu [);). Uréime
A 7 : emi L \¥i ¥ : s .
celkovou rychlost spontéann{ emise I'{"}; pii prechodu do stavu |9¢). Musime secist rychlosti

-

spontanni emise do vSech modi, pro které je hw(k) = E; — Ef = hwy, tj.
emt __ emsi
i—f Z FIZ,/\ :
EA
V limité velkého objemu miizeme prejit ke spojitym vlnovym vektortim a sumu nahradit

integralem
V 3
E — (277)3 /d k.

- s

Pro celkovou rychlost spontanni emise pak plati

m=> [
A p

25(Ef — E; + hw(k)).

k . ;
20 | (wyletE. 0 - Bl

Frekvence fotonu s vlnovym vektorem k je w(%) = kc. Integréal prevedeme do sférickych
soufadnic k, 0, ¢, a od k jesté piejdeme k w, tj.

2
w
@k = K dkdQ, = 5 dwdQ,.

Integraci pres w s d-funkei
1
§(hfe — wip) = 30w — wiy)

pro celkovou rychlost spontanni emise dostaneme

. w3 2, 2
emi __ if -
=1 8r2e0hc3 /dQ'Y Z)\: ‘<¢f|g(97, A) - Dli)| (22.13)

Qy
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Bazické vektory polarizace (musi byt ortonormalni a také kolmé na vinovy vektor
k = k(sin 6, cos ¢, sin . sin ¢.,, cos 6.,)) zvolime jako

€(1) = (cosb, cosp,,cosb,sinp,, —sinb.,),

£(2) = (—singp,,cosp,,0).
Ozna¢me ve zkratce maticovy element dipolového momentu
I = (4| D).
Integrand v (22.13]) upravime do tvaru

&) - 5””)2 = [DEPP(e2(1) + €2(2) + DD P (1) +€5(2)) + [DIVP(e2(1) + €2(2))

+(DYD) + D DN 2 (1)e, (1) +24(2)2,(2) +

» Dy )
+(DUD” + D DED) (e (Ven(1) + ex(2e.(2)) +
+(DED £ DIV DEDY (e, (1) (1) + £,(2)2-(2))
= |DYD(cos? b, cos® ¢, + sin? ) + |D’f *(cos® 0, sin® ., + cos® ¢,) +
+| D)2 sin? 6, — (D (’f)D( D + D( )D( Y sin 2., cos p, sin ., —
— (D% )Eiif) + Eiif) DY cos ., sin 6., cos ., +
— (D?(jf D+ El(jf) D) cos ., sin 6., sin ..

z

V integraci pies prostorové thly 6., ¢, daji posledni tfi ¢leny nulu a dostaneme

/

Celkova rychlost spontanni emise je potom rovna

- f)‘2 _ 8?71' (’Dg(c@'f)’2 1 ‘Dz(jf)|2 4 ]Dgif)|2) _

Femz _

et = W (IDSD? + |DSDP? 4+ | DYDY (22.14)

Ukazeme si nyni explicitni vypocet pro prechod 2p — 1s pro elektron v atomu vodiku.
Pocatecni a finalni stavy elektronu jsou tedy

W}Z) - ’2,1,771), |7vbf> = |17070>>

kde m = 1,0, —1 (jak uvidime, na konkrétni hodnoté nebude zéaviset). Musime spocitat
maticové elementy

D = e(1,0,0|X;2,1,m).
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Slozky operatoru polohy prepiSeme pomoci ITO XM (122.10))

A 1 - N ~ 7 N o N N
K= (R0 - K1), K= ZEL D+ XLD), K= X(L,0),

Dipélové maticové elementy pak s pouzitim (22.11]) a CG koeficientii z dodatku upravime
do tvaru

1

V3

A — 1
D) = e\/§<1,0|r|2,1)(1,1,0,0|0,0)E (1,1,-1,m[0,0) — (1,1,1,m|0,0)

%Jm,l %67’:’1,71
(&
= %(1’ 0|T|27 1>(5m,—1 - 5m,1)7

DU = ev/3(1,0]r(2,1)(1,1,0,0[0,0)
e
NG
DD = ev/3(1,00r|2,1)(1,1,0,0[0,0) (1, 1,0,m]0,0) =

1
_ﬁém,()

i
V2
(1,0]72, 1) (0p,—1 + 6im.1),

((17 17 _17 m|0a 0) + (17 1a 17 m|0a O))

= —1
e

V3

(1,0]7|2, 1) 0.

Zbyva urc¢it radialni maticovy element (1,0]r|2,1). Radialni ¢asti pfislusnych vinovych
funkei (obecné viz. ((7.3])) jsou

1 1 _ - 1 _ -
Ry (r) = 2—\/6—37’6 20, Ry(r) = 2—%(2 ao |
ag Qg

2 . ° - . , ., PR ..
kde ag = % je Bohrtuv polomér. Maticovy element radialni ¢asti je pak roven

11 T _3r 2\ °

(02,1 = o [ ot Fodr = a6 <§>
0

0

Celkem pro kvadrat dipélového maticového elementu dostaneme (nezavisle na m)

. . . 2\ 10
DY+ DU+ | DID)? = 32 <§> 26 (6.1 + Omo + Om1) -

(.

Rychlost spontanni emise (22.14) pro prechod 2p — 1s je potom

i 16age*wd 2\

Frekvence fotonu vyzéafeného pri prechodu 2p — 1s je

E;—E, 3R _ 3

2 2 2 ~ 1 X 1 16
. = gpmec 55 - 10°° rad/s,

wif =
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coz odpovida vinové délce

2
A=~ 1215-107 m.
Wi f

a je konstanta jemné struktury

e? 1
o= ~—,
dmweghe 137

Bohriv polomér lze pomoci a vyjadrit jako

h

mecor

ag =

Po algebraickych tpravach pak miuzeme vztah (22.15)) pfepsat do tvaru

. 2\ ® cat
remi = (-) Y~ 6.27-10° He.

2p—1s 3 ay

Rychlost prechodu lze interpretovat jako rozpadovou konstantu. Pravdépodobnost nalezeni
elektronu na pocatecni hladiné s casem klesa exponencidlné

pi(t) = exp (_ngmiut) .

Stredni doba Zivota hladiny 2p je definované jako ¢as 7, po kterém pravdépodobnost po-
klesne na %, tj.

~1.6-1077 s.

T= Femi
2p—1s
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Priloha A
Tabulky CG koeficienti

CG koeficienty (j1, j2, m1, mso| j, m) jsou rovny nule pokud nejsou splnéna vybérova pravidla
mi+me=m, |j1—jo| <J< g1+ o

V tabulkach jsou uvedené CG koeficienty pro m > 0. Ostatni je snadné dopocitat diky
symetrii vici zaméné j; <> jo, My <> Mo, resp. znamének m; a m

(j17j27 my, mQ‘ju m) = (_1>j1+j27j(j27j17 ma, ml‘jv m)
(=1)F279 (41, jo, —ma, —ma|j, —m)

= (j27j17 —my, _ml‘ja _m>

m = Ji + Ja:
(1. J25 J1s Jol 1 + J2, 51 + J2) = L.
Jo=0
<j1707 mla()’ja m) = 5j,j15m,m1'
7 =0
o (_1)j1+m1
(.]17.]% m17m2| O’ O) = Wéjl,]ééml,—m?
m=20
T11 ] o
mi, Mo
1 1 11 1 1
NnN=1357)2=3 2072 V2| V2
11 0 R
272 V2 | V2




m=1/2
il s | 1
my, Mo 2
. . 1 ) .
=1 =g L—3 e \/g
1 2 1
0,5 5l -5
m=20
J
i, 12 dEl 1,—1 | L
) \/6 \/i \/§
n=1p=L 1,0 J% V%
2 1
%0 Vil o |-
1 1
0.1 |V
1 1 1
-1 G| v | v
jlzlanZ%:
[, = — 1+ = — 2
(7 7m+27 2‘ ,m) 2l+17
1 11 1 /lj:m+l
(7 , M 2,2‘ 2,m> 21+1
j2:17m2:0:

(j17 1a m70|j1 + l,m)

(jh L, m,0|j1,m)

(.jla 17 m70|j1 - 1,m)

¢M—m+Um+m+U
2+ +1)

Vi + 1)7
_ _\/(jl —m)(j1 +m)

J1(2j1 +1)
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