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1 Algebraicka teorie momentu hybnosti

V minulém semestru jsme zavedli operdtor momentu hybnosti zptisobem
L= e XDy
a vidéli, Ze fada jeho vlastnosti plyne ¢isté ze znalosti komutaénich relaci
(L, L4] = inejly, [t]-, tﬂ — 0. (1.1)
Tyto relace 1ze odvodit z komutétort
R,%] =0, [B,B] =0, [R,B]=ins

a identit platnych pro komutatory zahrnujici sou¢iny operéatord’

[A,BC] =B[A,C]+[A,B|C,

[AB,C] = A[B,C]+ [A,C]B. (1.2)

Obvykle hleddme spole¢né vlastni vektory komutujicich operatora L2 a L.3. V jazyce
braketového formalizmu je mtiZeme oznacit kety |A, ), kde vyZadujeme

LA, ) = Al ),
Ls|A, ) = plA, ), (1.3)
(A, ulA, ) =1 (normalizace).

Predpokladame existenci vlastniho vektoru |A, i) pro jistou dvojici A, u. Ukolem al-
gebraické teorie momentu hybnosti je zjistit maximum o A, y a dal$ich vlastnich vekto-
rech vyhradné na zdkladé komuta¢nich relaci operdtoru momentu hybnosti (1.1). Zis-
kana pravidla pak plati i pro libovolnou dalsi trojici operétort, ktera spliiuje (1.1), i kdyZ
neni tvaru vektorového soucinu polohy a hybnosti (tedy napiiklad operatory spinu).

V dalsich vypoctech vyuZijeme s viyhodou posunovacich operatort

Ly =14 +il,,

20| =0, [LsLe] =#hls, [Li,1-]=2nls (1.4)
Je vyhodné vyjadfit operator L pomoci posunovacich operétorti L1 a operétoru L
- A 1 5 A -1 ,. A A 1 . - PO
P =34+ (Lo +2 )+ (B - L) =B+5 (Bl +LLy) =
=[3+0, L —nls=13+1_L, +nls,. (1.5)

lVgimnéte si, Ze tvarem ndpadné pfipominaji Leibnizovo pravidlo pro derivaci souginu, podle &ehoz
si jdou snadno zapamatovat. Operace, které splituji D(xy) = xD(y) + D(x)y (jako zde D(e) = [A, o],
resp. D(e) = [o, C]), se také zobecnéné nazyvaji derivace.
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Nyni se podivame, jak se vi&i operatortim L2 a L3 chové vektor L |A, u). UZijeme ko-
mutacnich relaci posunovacich operétorti (1.4) a rovnosti (1.3),
P2 (Lalp ) = L (B2, ) = ALl )
Ly (Lajr,p)) = (Lals+ [La, Le)) A u) = (Lels £ 0Ly A ) = (1.6)
= (u&h) L |A, p).

Vyuzijeme vyjadieni L2 pomoci posunovacich operétord (1.5) k uréeni normy vek-
toru L4 |A, )

~ 2 At oA PO
LA, ) ||7 = A | L LA, ) = (A, plLeLla|A, p) =
= (A, pu[(L* = L3 F hls) |\ p) =

(1.7)
= (A= Fhp) Al p) >0,
=1
coz ndm dava podminku
A>p(pth). (1.8)

Rovné? jsme zjistili, Ze Lo |A, u) je vlastni vektor pro L% a L3, pokud A > u (4 £ h).
Plisobenim L} na |A, ) takto (po normalizaci) ziskdvame postupné vektory |A, u +
1), |A, u+2h),... Nerovnost (1.8) pfechazi p¥i k-ndsobném aplikovani [.. na podminku
A > (u+kh) (u+ (k+1)h), kde k € Ny, A, 4 = const. JelikoZ pravé strana nerovnosti
roste s rostoucim k do 400, musi ale existovat Ky € IN takové, ze (u + Koh) (1 + (Ko + 1)h)
piekro¢i hodnotu A. Pokud bychom byli schopni najit odpovidajici vektor |A, u + Koft),
toto by podle (1.7) znamenalo, Ze kvadrit normy L |A, 4 + Koh) je zdporny, cemuz mu-
sime piedejit. Tento problém se vytesi, pokud IK € Np : |A, u + Kh) #= O ALy |A, u+
Kh) = O: v tom pfipadé vysledek aplikace L, normalizovat nelze a nase generovand
posloupnost vlastnich vektorti skonéi.

Piedefinujme p +— fi = p + Kh. Vlastni vektor |A, i) spliiuje

La|A, i) = filA, ), L2|A 1) = AN @), (A A i) =1

a navic (z (1.7))
0,

1L |A, @) |1? = A = p? -k
z ¢ehoz okamZité plyne

A=ji(i+hn). (1.9)

Postup zopakujeme pro operator L a vektor |A,fi). Ptisobenim . na |A, fi) zis-
kdvame posloupnost vektort |A, ji — i), |A, fi — 2h),... Po k-ndsobném aplikovani [._
na |A, ji) ziskdvdme vektor |A, i — kf). Nerovnost (1.8) pro vektor |A, ji — kh) je tvaru
A > (ji—kh)(fi— (k+1)h), kde k € INg, A, fi = const. Znovu si muzeme povsim-
nout, Ze prava strana této nerovnosti jde v limité s k do 4-oco. Musi proto existovat



Ko € N : A < (i — Koh)(ji — (Ko + 1)h). Pro Ko by v8ak kvadrat normy vektoru
L_|A, ji — Koh) opét byl zaporny. Aby tento pifpad nenastal, budeme pozadovat, aby
JK € Ng : |A, fi — Kh) # OAL_|A, ji — Ki) = O. Posledni rovnost je mono s uZitim
(1.7) a (1.9) pouzit k vyjadieni K:

A=p(f+h) = (f—Kn)(fF—(K+1)h),

coZ je kvadratické rovnice pro K majici dvé feseni, K = 2fi/h nebo K = —1. Matema-
ticky smysl maji pouze K € Ny, dozviddme se tedy, Ze 2ji je nutné celociselny neza-
porny nasobek 7.

Ziskali jsme tak posloupnost vlastnich vektora |A, fi), |A, fi — h) ,|A, —fi). Mimo
to jsme rovnéZ ukazali, jak vypadé (bodové) spektrum operatort L? a L3 Zaménime-li
znadeni |A, ) — |, m): (A, u) = (B*1(I + 1), hm), miizeme shrnout nase vysledky:

(2
op(Lg) C {hm|m € Z},

) < {2 l+1(2leNo}
)
(ILmll,m)=1 prome {—1,—1+1,...,1},
) =
)

L2|1,m) = K211 + 1)|1,m),
La|l,m) = hm|l, m).

U tohoto algoritmu jsme se zatim hloubéji nezabyvali normalizaci vznikajicich vek-
tort. K ni mdme pripraven vztah (1.7), ktery pfepiSeme pomoci kvantovych cisel [, m:

L]l m) | = (rﬂza 1) — Hm(m + 1)) {1, m|l,m),

z ¢ehoZ plyne

|z,mi1>=h(a<i>(z,m)) fullm), |oc(i)(l,m)|=\/l(l—l—l)—m(m:tl).

~ Koeficient «F) (1, m) neni uréen jednoznatné. Je mozno mu piipsat jakoukoliv fazi
e'?, € R, kterd jeho normu nijak nezméni. Budeme vsak pouZzivat standardni konvenci
(Condon-Shortley), ktera koresponduje s volbou nezdporné redlné odmocniny?

)= /10 +1) —m(m+1) (1.10)

2Condon a Shortley nedefinuji pouze volbu znaménka a(*). Jedna se o celkové piitazeni komplexnich
fazi sférickym funkcim Y; ,,, (9, ¢) a zminéna relace je dusledkem. Pro tplnost uved'me, Ze existuji i jiné
pfijimané znaménkové konvence.




1.1 Skladani dvou nezavislych momenta hybnosti

A
=

Méjme systém se dvéma na sobé nezdvislymi momenty hybnosti Z(l), L(,). Piikladem
miiZe byt soustava dvou ¢astic nebo jedna céstice a jeji orbitdlni moment a spin. Opera-
tory momentt hybnosti necht’ spliiuji komutac¢ni relace

~

[L(1)j,ﬁ(1)k] = ihej Ly, [ﬁ(z)j,ﬁ(z)k] = ihiejy Loy, [i(l)]’/i(z)k} =0. (111)

. L 14 . (o . ) . y w T2 P2 %
Predpokldddame, Ze v ndmi uvazovaném Hilbertové prostoru tvoii L (1) L ) L(l)g,

ﬁ(2)3 UMP. Spole¢né vlastni vektory této Etvetice operatort |¢p) budeme charakterizovat
dvojici ket
) = |l m1) @ |l ma) °Z |l my) | Lo, my)

spliiujicich
L2 g) =12 + 1)), L) 9) = Ph(L+ 1)),
Layly) = wm|y), Loysl) = hma|y).

Na tomtéZ podprostoru lze vybrat i jinou fyzikdlné vyznamnou mnoZinu komutu-

jicich pozorovatelnych. Podivdme se na operator celkového momentu hybnosti L =
f(l) + f(z) a predevsim kvadrat jeho velikosti

Hledané vyjadieni operatoru I2 je tedy

A A
N

i2 = f%l) —+ E%Z) + 2i(1)3t(2)3 —+ i(1)+t(2)_ —+ L(l)_t(2)+. (112)

Snadno ovéfime, Ze celkovy moment hybnosti L vyhovuje prvnimu z pozadavki

o e

(1.1). Druhy se nejsnaze ovéi{ u slozky L3(= i(1)3 + t(2)3), kterd s [ komutuje na zé-

kladé (1.12) a vztaht (1.11) a (1.4). Ostatni slozky L komutuji s I2v dusledku svobody
volby sméru tfeti soufadnice. Pro celkovy moment hybnosti a jeho odpovidajici posu-
novaci operétory L4 = ﬁ(l)i + t(z)i tedy plati vSechny vysledky predchozi kapitoly.

9



i% a L% 2) komutuji se viemi ¢leny souctu (1.12) a také s L3, Etvefice operatorti

1)
Ij% 1y L% %) [?, L3 tedy tvo¥f druhy systém vzajemné komutujicich operatort. Ozna¢me
|11, Ip; 1, m) jejich spoleény vlastni vektor splitujici relace

L3yl s m) = WPl (h + 1) |l o Lm), Loy, b1, m) = 02h(la + 1) |1, b 1 m),
i2|11,12,‘l,m> :hzl(l+1)|ll,lz;l,m>, ﬁ3|l1,lz;l,m> :hm|ll,lz;l,m>. (1.13)

Pro dané 1,1, € N tvoii {|ly, my)|lp, mp) } bazi (21; + 1)(2l + 1)-dimenzionédlniho
podprostoru 7, € . UkaZeme, jakych hodnot mohou pro dané Iy, I, nabyvat [, m

1k
({|l1,Ip;1, m)} tvoii téz bazi .7],;,) a jak 1ze najit transformaci pfevadéjici jednu bazi na

lllz
druhou. Za¢neme s vektorem |lq,11)|lp, o) (kde my = I3, mp = I). Vyuzijeme rozpisu I2
pomoci (1.12)

pisobenim davé nulu kvali Ly

L2, b))l ) = (i%n + Ly + 2Lyl + Ly L- + I:(1)—I:(2)+> 1, )|l 1) =
— 12 (zl(z1 +1) + bl +1) +21112) I, 1) I, 1) =
=12+ L) (h+ L+ 1)), 0|k, L),

i,3|ll, W, ) =h(ly + )|, 1) |, I2). (1.14)
PoloZme tedy

1,1+ 1o, i+ ) o= [l ) |1, ). (1.15)

Na tuto rovnost budeme aplikovat operdtor ._ = ﬁ(l)_ + f,(z)_. Ve vypoctu pouZi-

jeme koeficient a1, m) definovany v (1.10). Ze dvou ekvivalentnich vyjadifeni odvo-
dime

Lo|l, ol 4+ 1o, 11+ 1) = “(_)(11 + L, 0+ 0|+, I+ 1, —1),
Loty )|, ) = &) (I, ) |l 1y — 1)l D) + ) (I, )|, 1) |l T — 1),

odkud dosazenim za a(~)(I,m) a porovnanim pravych stran ziskdvame

11 12
I1,15;1 1 Ih—1) =/ ———|l1,1; = 1)|I5,1 —=—1I, 1), I, —1). (1.16
|l + 1,1+ 1 —1) l1+lz|11 )2 2>+Vl1+lz|1 1|, —1). (1.16)

Snadno miizeme vytvofit vektor ortogondlni k vektoru (1.16) v ramci linedrniho
obalu |l1,1; — 1)|lp, 1) a |I1,11)|l2, 1, — 1): aZ na volbu faze se nabizi jediné feseni,

lz ll
I1,Iy — 1)|l,1 —— 111, [, I, — 1),
l1+lz‘1 1— 1|l 2>+Vl1+12‘1 1,12 —1)




jemuZ by mé&l odpovidat jiny vektor z druhé baze {|l1,1;1,m)}, pro ktery musi platit
m=1I+Ilh—1lame {—I,...,1}. To viéak mtzZe splnit jedind hodnota I = I; + 1, — 1,
tedy

lz ll
I1,1>,1 Lb—1,1 Ih—1):= —| ———\I1,[; — )|, 1 —— 111, 11|, I, — 1).
I, 1,11 + 1 1+ —1) Vl1+lz|11 )12 2>+Vl1+lz|1 1,1 —1)

(1.17)
Zvolend hodnota faze (a tedy i znaménka) vychazi opét z Condon—Shortleyho zna-
ménkové konvence, v niz plati

(<ll,11’<lg, I, — 1’) ’ll,lz, Lh+bL—1,1+1— 1> > 0.

Opétovnou aplikaci operatoru L_ na obé strany rovnosti (1.16) a (1.17) dostdvame
na levé strané vektory |I1,lp; 11 + 1o, 11 +1p — 2), |I1, 1211 + 1o — 1,11 + 1, — 2) ana pravych
strandch linedrni kombinace vektort

1,10 = 2)|Ip, 1p), |, lh = 1), —1), |l, L)l 1h—2),

k nimz7 je moZno opét vytvorit vektor tieti zptisobem, Ze vznikla trojice vektort je vza-
jemné ortogondlni. Tyto vektory budou v bazi {|I1, l; I, m) } reprezentovat vektory

sl + 10, i+ 1 —2), |hixh+Lh—-1,4h1+0Lb-2), |hlh+h—-21L1+1-2),

¢imz ziskame vyjadieni pro I3, Ip; 11 + 1, — 2,11 + I — 2). Fazi volime opét v ramci Condon—
Shortleyho znaménkové konvence tak, aby platilo

(I, h|{lp, Iy = n|ly, ;I + 1y —n, L + I, —n) > 0.

Operétor [_ takto nadéle aplikujeme na kazdy ziskany vektor pro posouvéani m
az do odpovidajici meze —I/ a dosud jsme v kazdém kroku také ziskali novy vektor
\l1,1p; 11 + I, — n, 1 + I — n). Druhy fakt ale vychazel ze skutetnosti, Ze vektory |l1,I; —
)|, ), ..., I, 11)|l, I — n) definuji (n + 1)-rozmérny podprostor. To je pravda pouze,
dokud I; —n > —Ij asoucasné I —n > I, tedy n < N = 2min{l;, l,}. Jakmile pou-
zijeme tuto konstrukci N-krét, pokryjeme nové tvofenou bézi cely prostor diky shodé
dimenzi

N L+
Y 2h+h—-n)+1)= Y (2k+1)=@2h+1)Q2L+1).
n=0 k=[l;—1|

Po N iteracich tedy pokryjeme cely prostor 7]

|1, @ Zadné dalsi ortogonalni vektory ne-
zbudou. Vektory |I3,Ip;1,m) pro

l:ll+lz,ll+lz—1,...,|ll—lz|, mE{—l,—l+1,...,l—1,l}

11



tedy tvofi ortogonalni bazi prostoru .74, ,,, kterd souvisi s bazi tvofenou vektory |Iy, m1)|lp, my)

1l
unitdrni transformaci

I I
‘llllz;l/m> - Z Z \(l11121m11m2|l/m)/’lllm1>“2/m2> (118)

my=—Ily my=—1Ip CG koeficienty

Koeficienty linedrni kombinace se nazyvaji Clebsch—-Gordanovy (CG) koeficienty a
budeme pro né uzivat vyse zavedené znaceni. Z (1.15), (1.16) a (1.17) mtiZeme hned psat
hodnoty péti CG koeficientti.

(I, I, bl + 1, +1) =1 (1.19a)
(il — 1 bl 4 Iy 41— 1) = 4| (1.19b)
L+
!
(I, I, — 1l + I, + 1 — 1) = 2 (1.19¢)
I+ 1
(il h =L L+ -1+ —1)= — L (1.19d)
I +1
(oIl — 1+ — Ll ly—1) = 4] 1 (119)
I +1

Diky unitarité navic jednoduse najdeme i inverzni transformaci (1.18) ve tvaru

L+ 1
|11/ m1>“2/ m2> — Z Z (lll 12/ ny, 7712“, m)*‘llllz; l/ m> (120)

l=|11*l2| m=—1

Je dobré si uvédomit obecné vlastnosti CG koeficientti plynouci z konstrukce a z rov-
nic (1.18) a (1.20):

1. CG koeficienty 1ze vybrat redlné,

2. (ll,lz,ml,m2|l,m) =0 pokud (Wl 75 mq —i—mz) V (l ¢ {|ll —lz|,...,ll +12}),

3. Y. (h,lp,my,ma|l,m)(Iy, lp, my, mal|l, 1) =
mi,my

_ 5li5mn~1 prOl,iE{|ll—lz|,...,ll+lz},
0 jinak,

4. Z(lll lZ/ m11m2|l/ m)(lli 12/ ﬁll, lel/ m) - 5111117115711217121
Im
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5. T (1,m) (L, Lo, my, ma|l,m F 1) = &) (I, my + 1) (I, I, my £ 1,ma|l,m) +
+ Dé(i)(lz, mo + 1)(11, lz, mq, Mo + 1|l,m).

V literatufe je mozno kromé CG koeficientti najit v ekvivalentni roli i Wignerovy
3j-symboly, jejich vyhodou je vétsi symetrie pfi rozkladech. Mezi CG koeficienty a
Wignerovymi 3j-symboly existuje pievodni vzorec

. . . _1 jl—jZ—mg, . ) .
(7’]1’111 T]lez 753) :W(h/h/mlrmﬂ]& —7713). (1.21)

V dalsim vykladu vsak budeme pracovat vyhradné s CG koeficienty.
P#iklad. Pro pevné dané I; = I = 1 napotitejte viechny nenulové CG koeficienty.

Hodnoty my, my, m, I musi spliiovat podminky
le{lh—1L|,...h+L}={01}, me{-I..., 1} ={-1,0;1}

11 11
my e {-h,....h} = “ain (s M2E{ iy, M=t

Tyto podminky urcuji, jaké CG koeficienty méa smysl pocitat. Nasledujici CG koefi-
cienty (I3, I, my, mp|l, m) mtzeme urdit ptimo uzitim (1.19a)—(1.19¢)

1111
(5555101 =1 (1.22a)
11 11 3 1

(55, —5,51L0) = | 725 =—F= (1.22b)
2'2" 2’2 1+ V2

111 1 1

G Iy 229

Stejnym zplisobem uzitim (1.19d),(1.19)

11 11 1
(3272210 =-73
111 1 1
(5/ E/ §/_§|0/0) - +E

, —%|1, —1). Z jiz urtenych CG koeficientti (1.22b),

N[—

Zbyva urdit koeficient (1,3, —
(1.22¢) plyne rozklad

_|_

S
N

N —
N =
~
N =
N =
-
N

NI~
N —
S~
N —
N

S~
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na jeho? obé strany aplikujeme operétor [

~ 11 11
- — a) -Z1 -
L-|5,5:1,0) = (1,0)[5,5:1,-1)
A 1 1 1,11 1 11,1 1
L— N YA ATYAY N YA YArYARS =
(3332 + 532l )
1 1 1 11,1 1 1 11,1 1,1 1
S P WY1 G B et | Ko O T Y] G F Gt | B B

odkud dosazenim a(~)(1,0) = /2#; a(~) (3,4) = h a porovnanim pravych stran dost4-
1

vame
11 1,1 1
ST > 2/l )
Z posledniho faddku plyne (pfimo z definice CG koeficientti (1.18)) hodnota posled-
niho neurc¢eného CG

1,-1) =

11 1 1
== —=1,-1) =1
(2' 2720 2 L1
Uvedeny postup slouZil pouze pro ilustraci metodiky, jeZ je tfeba nasadit na vypocet CG
koeficient(i pro vyssi hodnoty /1, I — to si na cvi¢eni bohaté uZijete. Tabulku a vlastnosti

CG koeficientti 1ze najit ve Forméankovi [2], kam se doporucujeme podivat.
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2 Tenzorové operatory, Wigner—Eckartiiv teorém

Definice 2.1. M&me UMP tvotenou A, [2, L3 a ji p¥isluiné vlastni vektory |a, I, m) spl-
nujici relace
Lila,l,m) = o™ (1,m)|a,1,m+1), 21)
I:3|a, I,m) = hmla,l, m). '
Pak definujeme
= (1 =
Lo, = (a,1,m|L]a,1,ms), (2.2)
tedy
7 2 (1
Lla,1,my) = ZL,(nzmzm, 1, my).
ny

ev s

tzv. sférickych slozek {L+,L,,L3}, hodnoty Lf(ﬂim souviseji s a(* )(l, my) trividlnimi
vztahy plynoucimi z pfevodnich rovnic

PO TR A
I = is].
( 2 2 '3>

01 vuivives . oy (. P . < s
Diilezitéjsi je si povSimnout, Ze Lg,limz nezavisi na 4, a tedy ani na volbé radialni pozo-
rovatelné A, a Ze aplikace L neméni hodnotu /.

Véta 2.2. Mé&jme 2 posloupnosti vektort (|a, Iy, my) )5}11:41 a (|b,lp, my) );212:_12 takovych,
ze

=

la, 1y, my) = Z L \ﬂ, l,m'),

m’——ll

L|b, Iy, my) = Z L% b, lo,m').

m/_flz

Potom plati:
(a, ll, mq |b, 12, 7112> = 511125m1m2F(11, a, b), (23)
kde F je neznama funkce proménnych /1,a,b (méli bychom si povSimnout pfedevsim
nezdvislosti pravé strany rovnosti (2.3) na konkrétnich hodnotach m, my).

Diikaz. Pfedpoklady véty, preformulované zpét v jazyce posunovacich operétorti a L3,
je mozné zapsat ve tvaru

)1y, my)|a, 1y, my £ 1),
(lz, mz) |b lz, my + 1>,

Ly|a, 1y, my

(2.4)
10a, 1y, my),

DC
hm
hm2|b lz,ﬂ’lz>

)
Li|b, 1o, my)
Lsla, 1, m7)

)

Ls|b, Ip, my

15



Pomoci rozkladu (1.5) 1ze téZ odvodit, i kdyZ se predpoklady o I2 vyslovné nezmi-
nuji,
2|0, 1y, m1) = (L Ly + 12+ hls)|a, Iy, my) =
= o (I, m+1)a ) (1, m)|a, 1, my) + W2mP|a, 1, my) + BPm|a, I, my) =

= hzll(ll + 1) |a/ ll/ m1>
(2.5a)
a podobné

L2|b, I, my) = W25 (I + 1) |b, I, m3). (2.5b)

Zkoumejme vyraz (a,li, mq|L3|b, I, m;). Operdtor mtizeme nechat ptisobit na ket
nebo na bra, na tom vysledek nemtize zaviset. Pomoci (2.4) tak dostdvame rovnost

himy(a, 1y, my|b, Iy, mp) = himy(a,ly, my|b, Iy, my),

z niz plyne, Ze skaldrni soucin (a, l1, m1|b, I, my) mtze byt nenulovy pouze tehdy, kdy
miq = my. R

Podobné pomoci vyrazu (a,l;, m1|L?|b,lo, my) a piipravenych rovnosti (2.5) ziské-
vame, ze (a,l;, m1|b, Iy, my) je nutné roven 0 v pfipadech /1 # I. Odsud jiZ je skaldrni
soudin vymezen na tvar

<a/ ll/ m1|b/ 12/ m2> - 51112517117112}(/ (26)

kde X mtiZe zaviset jiZ jen na 4, b a spole¢nych hodnotéch [, m.

Pro tvrzeni véty zbyva dokdazat, zZe zavislost X na m; » musi byt konstantni. Za timto
ucelem vyuZijeme jesté potteti vyjadieni (1.5) a, tentokrét jiz za predpokladti /; = Ir a
my = my, vypocitdme zvIlast’ ¢len

(a,1,m|L_L|b,1,m) = (a,1,m|(L? — 13 — hl3)|b,1,m) =
=12(I(1+1) —m(m +1))(a,1,m|b,1,m).

Zbyvajici dosud nevyzkousena kombinace pfi vypoctu téhoZ &lenu je nechat ptisobit L+
na keta L_ na bra. Pro d¢inek na bra nezapomeneme, e (L_)" = L, takZe ve vysledku
se dvakrat objevi a(*) (1, m):

(@, L, m|L_Lo|b,l,m) = (Lyla,l,m))" (Lylb,1,m)) =
2
= (oc(+)(l,m)> (a,,m+1|b,l,m+1) =
=12(I(1+1) —m(m+1))(a,l,m+1|b,1,m +1).
Porovndnim obou vysledk je zfejmé, Ze pro vSechna m, —1 < m <I
(a,1,m|b,l,m) = (a,l,m+1|b,1,m + 1)

a tedy, ze veli¢ina X v (2.6) nezadvisi na m a lze ji psatjako F(l,a,b),jak tvrdi véta. [
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Porozuméni operdtoru momentu hybnosti umozni klasifikovat tenzorové operétory.
Z Klasické fyziky totiz vime, Ze tenzorovy (¢i skaldrni, vektorovy) charakter veli¢in je
dén jejich vlastnostmi pfi transformacich prostoru. V eukleidovskych prostorech je po-
stacujici uvaZovat rotace. Transformace pii rotacich jsou v klasické teoretické fyzice sva-
zany s Poissonovymi zdvorkami se sloZkami momentu hybnosti, jakoZto generatorti
grupy rotaci. Ve fyzice kvantové tedy budeme analogicky ocekdvat definici tenzoro-
vého operdtoru zaloZenou na komutétorech s operétory sloZek momentu hybnosti. Tak
je motivovédna nésledujici definice:

Definice 2.3. Ireducibilni tenzorovy operator k-tého ¥adu T (k) je soubor (2k + 1) ope-
ratoru (T(k, q))’;:_k takovych, Ze

[Ls, T(k,q)] = hqT(k,q),
(L, Tk g)] = ™) (k,q)T(k g £1). (2.7)
Pozndmka. Podminky (2.7) 1ze ekvivalentné zapsat uZitim definice 2.1

A k
- N =4 k A
[L,T(k,q)} - q/;kLé,gT(k, 7). (2.8)

Casto budeme potiebovat pocitat maticovy element operatoru T'(k, ) v bazich |a, I1, m),
b, I, my) = (a,ly, m]| T(k, q)|b, I, my) — pro razna my, my. V dal$im vyuZzijeme vlastnosti
L ke zjednodugeni vypocti vyrazil tohoto typu.

Méjme dvé UMP (A4, [2,13), (B,L? L3) a vlastni vektory |a,ly,my), |b, I, my) vyho-
vujici podminkdm

A|a/ ll/ml> = a|a,ll,m1>, Blb/ 121m2> = b|b/ l21m2>/
[Pla,ly,m) = RPL (L +1)|a,l,my),  L2|b, L, ma) = Wly(la +1)[b, L, my),
i3|a/ ll/ m1> = hm1|al ll/ m1>/ t?)lb/ lZ/ m2> - hm2|b/ 12/ m2>'

Uvazujme pevné zvolenéa, b, 11, . Timpademmy € {—1,...,I1},my € {—15,..., b}
Rovnéz m&me definovéanu slozku ireducibilniho tenzorového operatoru T'(k, ). Upravme

vektor iT(k, q)|b, lp, my)

LT(k q) b, 1o, ma) = (|L,T(k )] + Tk a)L) [b,12,m2) =

k I
= Y LW (Teg)lbm)) + Y L), (TUeq)lbbm')).

—k m'=—I,

(2.9)

Pfi apravé bylo uZito véty 2.2 a pozndmky u definice 2.3 (rovnost (2.8)). Zavedeme-li
oznadeni’

|k1 q/ b/ 12/ m2> = T(k/ Q) |b/ 12/ m2>/

3Pozor, nejednd se nutné o normalizované ani o vzdjemné ortogondlni vektory.
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potom stavy |k, q,b, I, my) se z hlediska komutaénich relaci s L chovaji stejné jako stavy
|k, q)|1, m) v tloze skladani dvou momentd hybnosti, nebot

Lk gt m) = (Ll a)) 1Lm) + 1k q) (E JJtm)) =

= Z qqlkbﬂllm + Z Ll )l m'),

q'=— m'=—1

)

(2.10)

kde bylo rovnéz pouZito rovnosti (2.8). Vidime, Ze vyrazy (2.9) a (2.10) jsou formalné
stejné.

Diky této shodé mtizeme zadefinovat vlastni vektory ,sloZeného” momentu hyb-
nosti

‘ (b k lz = Z Z k lz,t],ﬂ’lz“ m) (k,q)|b,lz,m2>, (2.11)

mZ——lz L]——k
uvozovky proto, Ze na misté sloZeného momentu vystupuje opét L
L2)z(b,k, Ib);1,m) = W21(1 4+ 1)|z(b, k, 1o);1,m),
La|z(b,k,1o);1,m) = hm|z(b,k,15);1,m).

Veli¢ina z je bliZze neurcend, je dilezité se v ni nesnazit identifikovat vlastni ¢islo opera-
tord A ani B. Je vSak jednoznacéné urc¢ena ptvodnimi hodnotami b, k, I.
Inverzni transformace k (2.11) zni

k+1, 1
T(k,q)|b,1p, mp) = Z Z (k,1r,q,mp|l,m) |z(b,k,15); 1, m).
l:‘k712|m=*l

Vrat'me se zpét k maticovému elementu a dosad'me do néj z pfedchozi rovnosti
R k+1, l
<ﬂ/lllm1|T(kIQ)|b112;m2> — <a,ll,m1| Z Z (kl 121q1m2|l/m) |Z(b/k/ 12)/l/m> ’
I=|k—1,| m=—1

pfitemZ na zdkladé ortogonality vlastnich vektorti [.2, L3 je ztejmé, Ze jediny nenulovy
¢len v celém vyrazu je ¢len pro [ = I, m = my, tedy

(a, 1y, m|T(k,q)|b,lp, mp) = (k,1p,q,ma|ly, m1) (a, 11, m1|z(b,k,12); 11, mq),

navic na zdkladé véty 2.2 vime, Ze braket na pravé strané nezavisi na hodnoté m; —je
pouze funkci a, I; a z, kde z v sobé zahrnuje b, k a I;. Celkové tedy

<11, 11, m1|T(k, q) |b, lz, m2> = (k, 12, q, m2|ll, ml) F(ll, b, k, ll, 12) (2.12)

Rovnost (2.12) je matematickym vyjaddfenim Wigner-Eckartova teorému, ktery ndm
usnadriuje uréovani maticovych elementt. Zname-li totiz (a, I, mq1|T(k,q)|b, I, m2) pro
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jednu hodnotu g, my, my, pii které je CG koeficient nenulovy, zndme ho diky Wigner—
Eckartovu teorému (2.12) i pro libovolné jiné hodnoty stejnych veli¢in, tj. misto (2/; +
1)(21; +1)(2k + 1) vypotth stali provést jediny! Za povsimnuti obzvlasté stoji, Ze sou-
asné ziskdme ,,zadarmo” maticové elementy riiznych pozorovatelnych T'(k, —k), ..., T(k, +k).

Povsimnéme si CG koeficientu vystupujiciho na pravé strané (2.12). Odpovida skla-
dani momentt hybnosti (I, my) (ket levé strany) s (k,q) (operétor) za ziskani (1, m1)
(bra levé strany). Tenzorovy operator se tedy pfi aplikaci na vlastni stav hybnosti chova,
jako kdyby k nému pficetl dalsi moment hybnosti, kde k hraje roli vedlejsiho a 4 mag-
netického kvantového cisla. Naptiklad pro nenulovost maticového elementu musi ¢isla
l1, I, k splitovat trojuihelnikovou nerovnost. Dalsi okamzity vysledek je, Ze pro g # 0 je
(a,1,m|T(k,q)|b,1,m) nutné rovno 0.

Obvykly zptisob zdpisu Wigner-Eckartova teorému vyuzivd Wignerovy 3j-symboly,
jejichz vztah k CG koeficienttim popisuje rovnost (1.21). Plati

Lk b
—mp q mp

(1 1), m2) = (1) ) @ [T 1) =

1. (k,1r,q,mp|l{, m R
= (—1)htk A (2‘21’3+i|)11/2 1)(a,ll IT(K)||b,l), (213)

kde (a1 || T (k)]

b,1;) se nazyvé redukovany maticovy element a je urcen levou stra-

ho K lz) # 0. Redukovany mati-

nou pro jednu hodnotu g, my, m; takovou, Ze
—mq q my

covy element nemd pfimy fyzikalni vyznam.

vvvvv

(I) Skaldrni operator, tj. ireducibilni tenzorovy operator nultého ¥adu. Podle (2.7)
musi skaldrni operator T(0) = (T(0,0)) spliiovat

[L3,T(0,0)] =0, [L4,T(0,0)] =0,

tedy i [L1,T(0,0)] = 0. Tyto podminky jinymi slovy #ikaji, Ze T(0,0) je inva-
riantni vhci rotaci. Skaldrni operator md jeden nenulovy maticovy element pro
I, my = const, nebot’ dle (2.12) je

{a,1;,mq|T(0,0)|b,lo, m3) = (0,15,0,ma|ly, m1)F(a,b,ly,13)

a CG koeficient na pravé strané je nenulovy jediné v pfipadé Iy = I, m; =
my. Maticovy element (a, 1,m|T(0,0)|b,1,m) bude pouze funkci a,b,1. V tomto
ohledu je i tvrzeni véty 2.2 zvla$tnim piipadem W-E teorému pro jednotkovy
operétor 1, ktery splituje poZadavky kladené na T(0,0).

(II) Vektorovy operator. Kartézské soutadnice vektorového operatoru V= (W, V, V)
vyhovuji komutaénim relacim

~

[L]‘, Vk} = Z'I"'lEijVI (2.14)
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a vzdjemné si jednoznaéné odpovidaji s ireducibilnim tenzorovym operatorem
prvniho ¥adu T(1) = (T(1,1),T(1,0), T(1, —1)) transformaci

M, T(1,00=v;, T(1,-1) = u (2.15)
V2 V2

Pfikladem vektorového operdtoru jsou ndm jiz znamé operatory X, P, L. Napti-

T(1,1) = -

N

Klad L vzajemné odpovidd ireducibilnimu tenzorovému operatoru

(1) = (T(1,1),T(1,0),T(1,—1)) - (—1L+,L3,

At

nebot jsou splnény podminky (2.7)
(L3, T(1,m)] = mT(1,m), [Le,T(Q,m)] =a®A,mTAm=+1),

pro véechnam € {—1,0,1}.

Priklad. Mé&me definovan vektorovy operator ¥ a ireducibilni tenzorovy operétor prv-
niho f4du T(1) definovén dle (2.15). Pokusime se najit sttedni hodnotu prvni a druhé

sloZzky operéatoru V ve stavu popsaném vektorem |B, I, m) (hleddme tedy hodnoty sou-
¢int (B, 1, m| V5|, 1, m)). Plati

NI . N
V= E(T(L—l) . T(1,1)>, =5

Pottebujeme zjistit, jak vypadaji hodnoty maticovych elementti

(T(1,—1) + T(1,1)>.

(B,1,m|T(1,+1)|B,1,m),

nebot’ stiedni hodnoty V;, V5 jsou jejich linedrni kombinaci. Podle Wigner-Eckartova
teorému (2.12) plati

(B,1,m|T(1,£1)|B,1,m) = (1,1, £1,m|l,m)(B,1,m|z(B,1),1,m).

Jelikoz CG koeficienty na pravé strané jsou rovny nule (je poruseno pravidlo souctu m),
jsou nulové rovnéz hledané sttedni hodnoty operatort V1, V5.

Pro dalsi pfiklady bude uZite¢né nasledujici tvrzeni.
Véta 2.4. M&me danu UMP (4, 1.2, [.3) a k ni p¥islusejici bazi vlastnich vektorti (|a, [, m)).
Dale m&me dan vektorovy operétor V. Potom pro [ # 0 plati

)

A
>

L-(L-

e
<i>

(a,l,m’|1$/|a,l,m> = (a,1,m’| la,1,m). (2.16)

2

-~
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Diikaz. Poznamenejme, Ze inverze operatoru L2 se nejsnaze definuje pomoci spektral-
niho rozkladu: na vektor |a,l, m) pasobi dle vztahu

1

§|a,l,m> = la, 1, m).

-
n(141)

Podivejme se, zdali spolu nekomutuji operatory Lal -V

A

[tj,i : v] =L [L, Vi) + [L;, L] Vi

Vyraz upravime déle uzitim komuta¢nich relaci vektorovych operatort (2.14)

ii [i]‘, ‘71] + [i,j, il} Vl = ﬁiiheﬁka + iheﬁkﬁkf/i = iheﬁk(ﬁ ‘7 + thz) =0.
Odsud plyne, ze L-Vi je skalarni operator, totéz plati i pro L? a potazmo jeho inverzi.

Z vlastnosti komutatort na soucinu (1.2) pak rychle plyne, Ze L (L V) je vektorovy opera-
tor. Na zdkladé Wigner-Eckartova teorému (2.12) sta¢i rovnost (2 16) dokazat pro kon-

krétni slozku ‘7 a pro konkrétni hodnoty m’, m, pro néz CG koeficient (1,1,q,m|l,m") #

0. Zvolime g = 0, m = m' = 1. Diky volbé g = 0 vime, Ze na misté V na levé strané rov-
nosti (2.16) miizeme oc¢ekavat V3. Zacneme s tipravou pravé strany. Nejprve vyuZijeme
dokédzané komutacni relace

e
<i>

) hl

<all|;—a,l,l):m< a,L1|(L-V)|a,1,1),

kde dale skaldrni soucin operatort (L - V') rozndsobime a komponenty impulsmomentu
vyjadiime pomoci posunovacich operétora L4

1 A A 1 A A A 1

Operator [._ nechame ptisobit na bra (a, 1, | (coz da nulu). VyuZijeme komutace opera-
torti [L3, V5], operator L3 nechdme piisobit a cely vyraz roztrhneme na dveé ¢4sti

<a,l,l|173|a,l,l> + a,l,l|ﬁ+(V1 —iV2)|u,l,l>

L 1
[+1 2r(1+1)
a vyraz V; — iV, ptevedeme na slozky tenzorového operdtoru uZitim (2.15): V; — iV, =
V2V (1, —1). Zpétnym dosazenim potom dostdvame

L(a Li[Vsla, 1)+

— (LI, V(L ~1)a,11) =

1
V2r(1+1)
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_ i
41

N 1 o N N o
a,l,l\Vala,l, 1) + ————{a, ]| |L.,V(1,—-1)| +V(1,—1)Li|a,ll).
@Bl b+ s [, VD] + 70, Do L)
Ptisobeni i+ na pravou stranu braketu ddva nulu, zatimco komutator [ﬁ+, V(l, —1)] je
dle (2.7) roven

(L4, V(1,-1)] = a1, -1)V(1,0) = V21V
Dosazenim pak dostdvdme
l 1 . .
<l—|——1 + l—I——l) (a,1,1|V3la,1,1) = (a,1,1|V3|a,1,1),

coz bylo dokézati. Pomoci Wigner-Eckartova teorému mtiZeme odtivodnit platnost rov-
nosti pro vSechny slozky. O

Priklad. UvaZzujme systém sloZeny ze dvou podsystému. Mame urcit stfedni hodnotu
vysledku méfeni tfeti komponenty impulsmomentu prvniho podsystému provedenych
ve spole¢ném vlastnim stavu kvadréati impulsmomentt obou podsystémd, tfeti kom-
ponenty impulsmomentu celého systému a kvadratu impulsmomentu celého systému.

Stfedni hodnota 3. slozky impulsmomentu 1. ¢éstice je ddna maticovym elementem
<lll 12/ l/ m|i‘(1)3|lll 121 ll m)/

ktery uzitim véty 2.4 prechdzi na

A~

Ls - (i ) i 1 ) m 5 4
(1 i1, m] = hlm) = sy ol miL - Loyl il m),

kde vyjadfenim soucinu operdtort L - L) ve tvaru*

22 14 s2 3 0\ _ 1/ 2 52
L-Ly=5 (B2 + 12— (L—Lw)?) = > (B3 + 12— 1%)
dostavame hledany vysledek
. hm
<ll, lz,‘l,m|L(1)3|ll,lz,’l,m> = m (ll(ll + 1) + l(l + 1) - lz(lz + 1))

Véta 2.4 ndm nedd odpovéd’ pro ! = 0 (ziskany vysledek na [ = 0 nelze ani rozsifit), ale
tim zbyva jedind neznama

<l11 ZZI O/ O‘ z‘(l)?,’ll/ 12/ 0/ 0>/

a to jesté jediné v pifipadé I; = Ip, protoZe jinak by hodnota I = 0 nebyla dosazitelna
kvili trojahelnikové nerovnosti. V tomto pfipadé ziskdme vysledek 0 snadno na za-
kladé symetrie mezi L (1) a L(,) a zndmé stfedni hodnoty (L) = (L(1)3 + L(2)3) = 0.

=0

4Operatory rtiznych slozek Lal 1) nekomutuji, ale stejnych sloZek ano; diky tomu L. i(l) =L - L.

Bez tohoto pozorovani by pouzity rozklad nefungoval.
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Priklad. UZzijte Wigner—Eckartova teorému k vypoctu Starkova jevu v poruchové teorii
do 1. ¥adu pro zédkladni a prvni excitovany stav elektronu v atomu vodiku.

Starkovym jevem nazyvame rozstépeni spektrdlnich ¢ar atomu vlivem homogen-
niho vnéjsiho elektrostatického pole. Elektron atomu vodiku v homogennim elektrosta-
tickém poli E = (0,0, E) mtizeme popsat hamiltonidnem

B2 2
=1 T kg
2Me  4req|X|

Posledni ¢len budeme povaZovat za malou opravu Hy popisujici atom vodiku bez vnéj-
siho elektrického pole. Vlastni funkce Hy, které oznacime |n, 1, m), spliuji

A —R
Hyl|n,1,m) = ?|n,l,m>,

I:Z\n,l,m> = h2l(l—|—1)\n,l,m>, 1e€{0,1,...,n—1},
La|n, 1,m) = hm|n,1,m), me{-1,...,1},

kde R znaci Rydbergovu energii, kterd pro atom vodiku nabyvé4 hodnoty R ~ 13, 6¢eV.
n nazyvame hlavni kvantové ¢islo (n = 1, 2,...). Pfi n = 1 mluvime o zédkladnim stavu,
n = 2 o 1. excitovaném atd. Je zifejmé, Ze mimo zdkladni stav jsou vSechny hladiny
energie degenerované. Posledni ¢len hamiltonidnu chdpeme jako poruchovy ¢len. Z
vysSe uvedeného plyne nutnost pouZit poruchové teorie pro degenerované spektrum
(viz [5]). Dle této teorie je nasim tikolem najit matici B s elementy tvaru

Bij = B (L m),(m) = (1, L, M[eER3|n, 1, m), (2.17)

jejiz vlastni hodnoty pfedstavuji 1. opravy energie. V dals$im budeme uvaZovat mati-
covy element bez eE.

Vime, Ze k vektorovému operatoru X existuje ireducibilni tenzorovy operator 1. fadu
T(1) tak, ze X3 = T(1,0) (viz (2.15)). Tim mame v8e p¥ipraveno k nasazeni Wigner—
Eckartova teorému, jez pouZijeme zapsany ve tvaru (2.13). Vénujme se nejprve zaklad-
nimu stavu. Zde mdme jediny moZny maticovy element

(1,0,0/7(1,0)1,0,0) = (1,0,0,0/0,0)(—1)(1,0 ||T (1) 1,0).

Diky nulovosti CG koeficientu na pravé strané (porusena trojihelnikovd nerovnost mezi
hodnotami 1, 0,0) mtiZeme prohlasit, Ze ke Starkové jevu na zdkladnim stavu pfi poru-
chové teorie do prvniho ¥f4du nedochézi.”

Pfistupme k 1. excitovanému stavu. Zde musime obdrZet matici 4 x 4, nebot’ ve
vlastnim vektoru |2,1,m) musi uspofddand dvojice (I,m) prochdzet mnozinu {(0,0),
(1,—1),(1,0),(1,1)}. Déle o hledané matici pfedem vime, Ze bude samosdruzend, ne-
bot’

(n,L, M|X3|n,1,m) = (n,1,m|Xs|n, L, M)*.

SPoruchova teorie do druhého ¥adu by vedla k posunu energetické hladiny i pro zdkladni stav.
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VyuZijme opét Wigner—Eckartova teorému k uréeni maticovych elementii

( )L+1—l

2,L,M|T(1,0)|2,1, 1,1,0,m|L, M)~——~————
(2, L, MIT(1,0)[2,1,m) = (1,1,0,m|L, M) &= 575

(2,L|T(1)

). (2.18)

Snadno nalezneme mozné hodnoty (I, m, L, M), aby CG koeficient byl trividlné nenu-
lovy. Zistane ndam pét moznych kandidatt na nenulovy maticovy element

(2,1,0/X3/2,0,0), (2.19a)
(2,0,0|X3/2,1,0), (2.19b)
(2,1,-1|X3]2,1, -1), (2.19¢)
(2,1,1|X3/2,1,1), (2.19d)
(2,1,0/X3/2,1,0), (2.19%)

CG koeficient vystupujici na pravé strané posledniho maticového elementu je rovnéz
nulovy (jiz netrividln€). Zbyvaji ndm 4 kandidéati, které jiZ musime napocitat piimo
z tvart vlastnich vektorti. Zde jsou jejich explicitni vyjadfeni:

(1—p/2)e /2 pe P/2 cos () pe P/2sin(9)e'?

\/87ad \/327al \/647a3

kde ay pfedstavuje Bohriv polomér, p = r/ag. Ptesli jsme ke sférickym soufadnicim
(x,y,z) — (p,9, ) s jakobidnem | 7| = adp?sin(8). Transformace ovlivnila i vyjadfeni
operatoru X3 = agp cos(d).

Urc¢eme nyni maticovy element (2.19d) pfimo z definice skaldrnitho souc¢inu. Po pe¢-
livém dosazeni a tipravé integrandu dostavame

|2,0,0> - ‘2/ 1/O> - ’2’ 1’]‘> =

27T T

(2,1,1|1X3]2,1,1) = —/dp/dgo/dﬂp e P sin’ (1) cos(d) = 0.
R+
To ovSem znamend, Ze redukovany maticovy element na pravé strané (2.18) musi byt
pro! = L = 1 nulovy. Tim pddem je nulovy i maticovy element (2.19c). Maticovy
element (2.19b) uréime stejnym postupem

(2,0,0/%3[2,1,0) = 7 /dp/d(p/dﬂp (1— p/2)e " sin(®) cos®(9) = —3a
R+

a jelikoZ maticovy element (2.19a) je jeho komplexnim sdruZenim, musi byt

(2,1,0/X3]2,0,0) = —3ay.
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Vrat'me se nyni k ptivodni tiloze (2.17) a sepidme nase vysledky do matice®

0 0 —3eEay O
0 0 0 0
—3eEay 0 0 0
0 0 0 0

B =

Spektrum obsahuje vlastni ¢isla op = {0, £3¢eEag }. Dle poruchové teorie do 1. fadu tedy
dojde k rozstépeni prvniho excitovaného stavu na 3 energie: Ey = —R/4 s degeneraci2 a
Eip = —R/4 £3eEap, kazda s degeneraci 1 (podle algebraické nasobnosti vlastnich ¢isel
matice B). Dospéli jsme k vysledku, ktery je ve shodé s vysledkem ziskanym odliSnym
postupem v [5].

Pozndmka. Vyhody Wigner-Eckartova bychom docenili az na vyssich excitovanych sta-
vech, popft. pfi vyssich fadech poruchové teorie. Jiz pfi druhém excitovaném stavu by
matice B méla rozmér 9 x 9.

®Indexaci ¥adkovych a sloupcovych prvkii mizeme volit dle libosti. Musime vSak zachovat stejnou
indexaci v faddku a sloupci. V nagem ptikladé volime vyse uvedené potadi ((0,0), (1,—1),(1,0),(1,1)).
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3 Dalsi ekvivalentni zptisoby zapisu kvantové mechaniky

3.1 Jiny vybér baze Hilbertova prostoru

Pro jednoduchost budeme v celé kapitole ptedpoklddat bezespinovou &astici v IR3, p¥ip.
R. Pfipadnd zobecnéni na ¢astici se spinem, popt. systémy vice ¢astic budou zfejma.
Zévislost vinové funkce ¢(X) na x 1ze psat

%) = [ 607 -2y = (Fy) 1)

a chépat ji jako skaldrni soucin abstraktniho vektoru |i) a zobecnéného vlastniho vek-
toru polohy |¥): X|¥) = ¥|¥), vyjadteného zobecnénou vinovou funkci

Px(7) = 0 (7 - %), (32
Pfestoze symboly |X) netvoii bazi Hilbertova prostoru (ani nejsou jeho prvky), v mnoha
pfipadech s nimi Ize pracovat, jako by tvofily. Napiiklad mtizeme formalné psat

/ 7)(%|d%x =1, (3.3)

coz interpretujeme jako mozZnost vloZit takovy ,rozklad jednotky” na libovolné misto,
kam by Sel vloZit jednotkovy operator, jako ku pfikladu mezi vektory ve skaldrnim

| (olp) = [ 9@ p@Ex = [ (Flo))" (@ly)d

- [twEnd= o [19 (s ) )
Aplikaci rozkladu jednotky (3.3) na |¢) ziskdvame

P =10p) = [DEedx = [ )R

kde hodnoty ¥ (X) zastupuji funkci Fourierovych koeficientt, se kterymi se tvarem pravé
strany (3.1) shoduji.
S rovnici (3.2) se 1ze setkat ve tvaru

—| = 3 — —

(71%) = (7 - %),
ktery vypada jako defini¢ni pfedpis ortonormdlni baze, ale s normalizaci k é-funkci
misto k jedni¢ce. Matematicky vSak nelze mluvit o skaldrnim soucinu zobecnénych

vlastnich vektorti odpovidajicim konkrétnim hodnotdm ¥ a i z davodu |X), |ij) & .
Az dosud jsme budovali kvantovou mechaniku zapsanou v této ,spojité bazi” tvo-

fené zobecnénymi vlastnimi vektory operatoru polohy X (tzv. polohova neboli x- nebo
g-reprezentace kvantové mechaniky). Pochopitelné je moZno pracovat i v jinych bézich.
Casto se 1ze setkat s
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(1) bézi tvofenou vlastnimi vektory hybnosti |7): 1%|;_9’> = p|p) (hybnostni neboli p-
reprezentace),

(2) bézi tvotenou UMP obsahujici hamiltonidn H (energeticka reprezentace).

V téchto bazich miZeme vyjadfovat nejen stavové vektory, ale i operétory, a tak se
zcela od x-reprezentace odpoutat. Uvédomme si nejprve, jak piedpis operdtortt odrazi
x-reprezentaci v ndm znamych pifpadech. Vezméme libovolny operator A, dva stavy
@), |¥) € A a zkoumejme vyraz (@|A|p). Pro zobecnéné vektory polohy |¥), |7) mt-
Zeme na zakladé (3.1), (3.3) psat

(9lly) = (ol ([ #2173 )A(/d3y|;7><m) 9) =
—/d3 /d3 (9l %) (x| Aly /d3 /d3yfpx FAD w(H). G4
Zde vyraz (X| A|ij) predstavuje maticovy element operatoru Avbazi (|¥))zegs. Zkusme

uréit tento element pro operatory X;, P;, jez jsme zvykli definovat ptes jejich ptisobent
na vlnovou funkci ¢(¥). Uzitim (3.2) je mozno hledany soucin pséat jako

(*|X]9) = / #2603 (2 — ¥)2;00) (Z - §) = 6% (¥ — 7)),
. d 0
(X|P;|y) /d z6W(Z - X) < lhazl) OVN(Z—7) = lh8x15 (X —1).

Tyto maticové elementy jakoZto funkce X a § ekvivalentné vyjadfuji vztahy béZné zapi-
sovanéjako X = xx, P = —ihV,jak se mtizeme ptesvéd¢it. Vidime, Ze se v nich objevuji
distribuce. Ty nabyva]1 konkrétniho fyzikdlniho vyznamu aZ ve skaldrnim soucinu (3.4).
Napfiklad pro skaldrni sougin s operstorem X; plati na zdkladé predposledni rovnosti

(@lRily) = [ [ dypF)xe® - D) = [ Exo@ryp(®),
coz je ndm diivérné znamy skaldrni soucin.
3.1.1 Hybnostni reprezentace

Vlastni funkci operatoru hybnosti P v x-reprezentaci je funkce |§) splitujici

b

P) = plp).
Této rovnici vyhovuji (v x-reprezentaci) funkce |7) £ ¥5(¥), jez jsou &iselnym ndsob-

i3

kem funkce e 7, pfi¢emz z divodu normalizace k J-funkci se voli

W90 = e { 5 | = ) 65)
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Vlastni vektory |p), |§) operdtoru hybnosti P pak spliuji
[ =1 (g =V -7). 56)

VInovou funkci ¢ (7) v hybnostni reprezentaci budeme zapisovat zptisobem (podle
vzoru zavedeného v x-reprezentaci)

vP(B) = (Bly). (3.7)

Nyni se budeme vénovat otdzce, jaky je vztah mezi ¢* () a ¢(¥). Zfejmé na zédkladé
(3.3), (3.5) a (3.6) plati

51%) (%] 1 —ip - X S

p|l[] /d3 px (27Th)3/2/exp{ ZZ x}lP(X)d3x;
3 1 5%\ b

= (X]p) = /d3 x| ) W/exp{whx}%bp(lﬂ)d3p/

pfevodnim vztahem je tedy pfima a zpétnd Fourierova transformace. Diky normali-

zacni konstanté zvolené v (3.5) se jednd o unitdrni verzi Fourierovy transformace, ktera
zachovavé L? normu funkci, tedy plati

[ly@Pex=1 = [jp"@)fdp =1

Do nové baze (|7)) je viak tieba pievést i operdtory. Bud’ A libovolny operator na .7,
|@), |¢) dva stavy na J# (v x-reprezentaci), |7), |§) zobecnéné vlastni funkce operatoru

P. Potom na zékladé (3.6), (3.7)

(9lly) = (ol ([ &0 17 ) ([ #ama) v -
= [ [ 097 F) (FIAR (@), @9

Opét zvolime za A operator X; resp. D, jejichZ ptisobeni v x-reprezentaci zname. Nej-
prve vyuzZijeme explicitniho vyjadfeni |7) z (3.5) k uréeni maticového elementu operé-
toru X; v bazi (17)) pers

o [ 1 —if- %) . if- %
(PRI = [ x gz exp | g [ rieP |

JelikoZ se pres x; integruje, vyjadiime ho prostfednictvim derivace.

o a1 AN ij-2)
P = [ g ep { = | (i e {15 =
— —inZ | B« i
= Zhaql/d exp{h(p q)x}.

28

‘Gl

Rl




(BIXild) = —ihg -0 (F — ) = i -6 (F 7). (3.9)
1 1

Stejnym zptisobem nalezneme maticovy element operatoru P; v bazi vlastnich funkcf

operétoru hybnosti.
—ip-X\ ( . 0 iq-x\
{5 () or U5 ) -

—g [ & "o g)Eh = g0 (-7
qz/dx(2nh)3e><p{h(p q)X} 9:6™ (P — 4)- (3.10)

Dosazenim (3.9), (3.10) do (3.8) ziskdvame podobu operatorti )A(ZP , pip v hybnostni
reprezentaci.

~ [#po"() [ ai] " (),
(@IEF1g) = [dp [ @997 [%5()(17 7] (@) =
¥

=/d3pfp

a tedy operétor polohy, resp. hybnosti, nabyva v hybnostni reprezentaci podoby

5 . 0 A
XP = lha_Pi’ resp. PP =p; x

Hybnostni reprezentace umoZziiuje diky trividlnimu tvaru operatoru P! v jistych fy-
zikéalnich situacich pfechod k jednodussimu hamiltonianu a tim k jednodussimu feseni
Schrédingerovy rovnice. Hamiltonidn je v hybnostni reprezentaci moZno zapsat

2
NP _ i PP X e
H" = 22\2 + V (ihV,) .
V ptipadé V(¥) = 0 je hamiltonidn v p-reprezentaci trividlni. Pfechod k p-reprezentaci
je vyhodny i v pfipadé zdvislosti V na X nejvyse linedrniho fddu. V ostatnich prlpadech
nepiinasi okamzité zjednodusent (stali si pfedstavit hamiltonian v piipadé V (¥) ~ x)

%]
Pozndmka. S p-reprezentaci jsme se mlcky setkali jiZz v zimé p¥i feSeni Schrodingerovy
rovnice volné ¢astice.
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3.1.2 Energeticka reprezentace

Méjme danu UMP obsahujici H. Pfedpoklddejme &isté bodové spektrum H. Necht
vlastni vektory UMP (|n)),c.» tvo¥i ortonormélni bazi v 7. Za ptedpokladu, Ze bazové
vektory spadaji do defini¢niho oboru vSech fyzikdlné zajimavych operdtort, 1ze misto
operétoru A pocitat s pfislusnou ,,nekone¢nérozmérnou matici”’ operatoru A v bazi
(|”>)n€] .

A = (n| Alm).

Operator A je tedy mozno zapsat

Z!n n| Alm) (m| =} [1n) Ay (m]

a stejné pro operator AB, pokud AB, B spltiuji stejné pi‘edpoklady jako operator A vyse
AB=Z|ﬂ (n| ABm)(m| = ZI” Z( Alk) (k| Bm)) (m| =
:Z’ Z nkBkm m :Zh’l Ag)ﬂm<m’
n,m

Skladani operatorti je v energetické reprezentaci pifedstavovano ndsobenim matic, zo-
becnénym na spocetnou dimenzi.

Pozndmka. Snadno nahlédneme, Ze H bude v energetické reprezentaci pfedstavovan
diagondlni matici.

Casovy vyvoj bazickych vektort je trivialni, jak vidno ze Schrodingerovy rovnice,
kde klademe |yp) = |n):
aln) _
i =0 = H|n) = E,|n).
a tedy
i
(1)) = exp (—5 Ealt = o) ) In(t0))

Vyhodou energetické reprezentace je snadny popis ¢asového vyvoje, nebot’ kazdy
vektor |@) € ¢ je mozno rozlozit do baze vektort (|n)),c.s, jejichz &asovy vyvoj

zname. Netrivialni tvar operatori X, P bohuzel vede ke sloZit&jsi konstrukci fyzikalné
interpretovatelnych pozorovatelnych.

Pfiklad. 1-rozmérny harmonicky oscildtor v energetické reprezentaci.
Ze zimy vime, Ze H tvoii UMP jednorozmérného harmonického oscildtoru. Ozna¢me
|n) ptisludné vlastni funkce spliujici

Aln) = hw (n + %) In).

7V této formé kvantovou mechaniku zkoumali W. Heisenberg, M. Born a P. Jordan.
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Vime, Ze (|n))nenN, tvoii tplnou ortonormdlni bazi 7. Pii popisu HO se s vyhodou
uZije krea¢ni (4") a anihilaéni (4) operator

Mw [ A 1 A Mw [ i A
At - _— i — _ E—
a =/ o <X i P) R 7 (X+ i P) . (3.11)

Hamiltonidn je potom moZno zapsat

Ze zimy rovnéZ vime

odkud je moZno odvodit
aln) = vnln—1), a'|jn)=vVn+1ln+1), a'an) =nn),

kde 474 se nazyva operédtor poctu energetickych kvant. Maticové elementy kreaéniho
operatoru a'

(@ )um = (n] " [m) = Vm +1nlm +1) = vV + 185,m11,

jeZ je moZno zapsat maticové®

Podobné mtizeme zapsat maticové operétor @, operator po¢tu energetickych kvant a'a
¢ hamiltonian H (posledni dvé budou v bazi energetickych stavii diagonalni). JelikoZ
operétory £ a p je moZno na zakladé (3.11) zapsat jako linedrni kombinaci ', 4, mtizeme
snadno obdrZet také jejich maticové elementy

R . [ Mwh ———
Pym = —i Y (\/ Moym—1 — Vm+ 1‘5n,m+1> ’
% :,/L(\/m(S L+ Vm+ 16 1).
=\ I Maw = o

8Réadky a sloupce indexujeme od nuly.
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Ovéfme v maticové reprezentaci platnost komuta¢ni relace [P, X] = —inl. [P, X] v ma-
ticové reprezentaci pfedstavuje matici. Najdeme jeji 7, j-ty prvek

[15, }Aq ij = kE (P\ikj\(kj — >/\(iklskj) —
=0

h % - .
= —% Z{ <\/%5i,k71 —Vk+ 15i,k+1> (\ﬂé‘k,jq +VJj+ 1(5k,j+1>
k=0
- (\/E(Si,k—l +Vk+ 15i,k+1) (\/75k,j—1 —VJj+ 15k,]'+1> } =
= —ih Z (\/E\/]' + 151’,k—1(5k,j—|—1 —Vk—+ 1\/}(5i,k+15k,j—1> .
k=0

Vyraz v posledni zévorce je nenulovy jediné pro i = j, a to pro hodnoty k = j £ 1.
Ponechdnim jediného nenulového ¢lenu z nekone¢né sumy (v piipadé j = 0 z druhé
sumy nezlistane Zadny) ziistane pro vSechna 7,j € Ny

Tim je komutaéni relace dokdzdna. Vyzkousejte si vSak také dospét k vysledku nésobe-
nim matic v jejich tabulkovém zapisu.

3.2 Jiny popis casového vyvoje

Pfedpovédi kvantové mechaniky jsou ddny skaldrnimi souciny, v nichZ vystupuji po-
zorovatelné veli¢iny (operatory na .7#’) a stavy (prvky 7). Napftiklad stfedni hodnota
pozorovatelné A ve stavu |¢) je uréena

(| Aly)

T (ply)

Definujme nyni unitérni operator U (U" = U~') a zkusme ur¢it sttedni hodnotu opera-
toru A v novém stavu |§) = U|yp). Ziejmé plati
(A) gy = (UyplAlay) _ (p|U"AUly) _ (p|U"Ally)
Vo (aylay)  (ylatUly) (Ple)

ProtoZe chceme zachovat rovnost s ptivodni stfedni hodnotou, musime rovnéz pfejit

—~
2
~—

k novému operétoru A, ktery bude splriovat rovnost
A=U'A0; A=UAU". (3.12)

Potom . X
(Ahig) = (Ahy)
a pfedpovédi kvantové mechaniky ztistdvaji nezménény.
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Pozndmka. Jedna se o podobnostni transformaci a o té vime, Ze neméni spektrum ope-
ratoru.

Ziskané poznatky brzy vyuZzijeme. Nez vSak postoupime déle, pfipomerime si, jak
kvantova mechanika pfistupuje k popisu casového vyvoje ¢astice. Pfi popisu kvanto-
vého systému jsme vychdzeli z hamiltonidnu klasické ¢astice. Poté, uzitim principu ko-
respondence, jsme piesli k operatoru H. Casovy vyvoj kvantové &astice je uréen Schro-
dingerovou rovnici

L) (3.13)

ktera spoletné s pocateéni podminkou |1/J0> = |¢(to)) jednoznainé urluje stav Castice
v libovolném ¢ase t. Princip superpozice implikuje, Ze transformaci | (ty)) na |¢(t))
musi popisovat linedrni operétor. Pro kazdé ty, t tak definujeme evolu¢ni operator

U(t, to) splitujici A
[9(t)) = Ut to)[(to))- (3.14)

Podivéame se na vlastnosti tohoto operatoru. Zvolme libovolné |¢(t)), [¢(t)) € L2(R3)
a zkusme urcit ¢asovou derivaci jejich skaldrniho soucinu

+
oOpe) = (o) ) 1ve) + o] (Flvn).

Dosazenim za ¢asové derivace ze Schrodingerovy rovnice (3.13)

L (B1g(0) 190} + = o] (A19(1)) = = (p(0)] (~H" + B) [p(®)

a diky samosdruZenosti H dostdvame

d
Zlo()lp(1) = (315

Stejné tak, uzitim evolu¢niho operatoru (3.14), m@iZzeme psat

Tlp1p(6) = 2 (L 0)lg(to)))" (L 1)]9(t0))) = 2 (g(t0) L (1 10) Ut ) (10)) =

= (p(to) | & [0 t0) 108, 10)] It 616

S

Tento braket vSak musi byt na zékladé (3.15) roven nule pro vsechna |¢(t)), |¢(t)) €
L%(R3). Operator U (t, to)U(t, ty) tedy musi byt konstantni v &ase. Na zakladé definice
evolu¢niho operatoru (3.14) aplikované pro t = to musi platit

Ul(to, to) =1,

a tedy
Ut (t, to)U(t, to) = U (to, to)Ulto, to) =1,
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coZ je relace unitarnosti operatoru U(t, ty).
Zvolme 3 libovolné &asy t1, ty, t3. Potom jisté pro stav |¢p) plati

[p(t1)) = U(tr, t2)[9(t2)) (3.17a)
[P(t2)) = Ulta, t1)[9p(t)) (3.17b)
¢(t3)) = Ults, t2)[p(t2)) = Ults, t2)U(ta, 1) [p(t1)) = U(ts, t1)[9(tr)),  (3.17¢)

kde vynasobenim (3.17b) zleva operatorem U~1(ty, t1) a porovnanim s (3.17a) snadno
nahlédneme, Ze

=Uu
=Uu

Ut b)) = U N(to, 1) = U (ta, 1) (3.18)

a trivialné z (3.17¢)
U(ts, t1) = Ults, t2)U(t2, 11). (3.18b)

Pokud navic hamiltonidn nezavisi na case,
Uty + T, to+T) = U(ty, to) = U(t; — to,0) =: U(t; — ty), (3.19)

muZeme zbavit evoluéni operétor jedné nezdvislé proménné.
PrepiSme Schrodingerovu rovnici (3.13) uZitim zavedeného unitdrniho evolu¢niho
operatoru U(t, ty):

o (0 )l (t0))) = A (0 1) (10))).

Muzeme na obou strandch zkratit obecny |¢(y)) a ziskat tak operatorovou diferencidlni

rovnici

W = A(H)U(t, ko). (3.20)

V ptipadé H # H(t) mé okamZité feseni

ih
U(t tg) = U(t —ty) = exp (—%(t - to)PI) , (3.21)

kde s operatorem v exponentu je mozno se vyporadat bud” uzitim Taylorova rozvoje,
nebo pomoci spektrdlniho rozkladu operétoru (viz Modra smrt)

el = /ei)‘dIASA.
Pokud navic A ma Gplny systém vlastnich vektorti (|n)),c »: H|n) = E,|n), potom
N i
exp <_EH(t - to)) |n) = exp (_ﬁEn(t - to)) |n),

a pro libovolny vektor |¢) € 7

exp (—4 =10 ) 1¢) = Zpwexp (3 Ealt—10) ) I,

=
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kde ¢, predstavuje pfislusny Fouriertiv koeficient i, = (n|¢).

Doposud jsme budovali kvantovou teorii v tzv. Schrodingerové reprezentaci, kterd
se v literatufe nejcastéji uziva. V této reprezentaci jsou operatory obvykle neménné
v Case, zatimco vInové funkce se v ¢ase méni podle Schrodingerovy rovnice. VyuZijeme
ziskanych poznatkt k zavedeni dal$ich, v literatufe uzivanych, reprezentaci kvantové
mechaniky ekvivalentnich k reprezentaci Schrodingerové: Heisenbergovy a Diracovy
reprezentace.

3.2.1 Heisenbergova reprezentace

Mgjme U(t, to) evoluéni operator definovany v (3.14). Predpoklddejme, Ze uvaZovand
kvantova &astice je popsdna vinovou funkci ve Schrodingerové reprezentaci |¢°(t)).
Definujme Heisenbergovu vinovou funkci [ (t)) zptisobem

(1)) = T (1 40) |95 () = U (1 t0) U(E t0) [9° (o)) = [¢° (t0))- (3.22)

Musi se ovSem zménit i operétor, aby pfedpovédi kvantové mechaniky ztstaly zacho-
vany. Bud’ AS operétor ve Schrodingerové reprezentaci. Potom dle (3.12) musi odpovi-
dajici operator v Heisenbergové reprezentaci A (t) mit tvar

AR(H) = U Y(t, 1) AS(AN) Ut tg) = U (¢, t9) ASUL(t, tg). (3.23)

Je zfejmé, Ze v Heisenbergové reprezentaci se vinové funkce s ¢asem neméni. Na
¢ase jsou namisto nich zdvislé operatory piifazené pozorovatelnym fyzikdlnim velici-
nam. Pokusme se najit obdobu Schrédingerovy rovnice, kterd bude popisovat ¢asovy
vyvoj operdtorti (nad rdmec jejich piipadné vlastni, explicitni ¢asové zavislosti A (t)).
Zderivujme podle ¢asu rovnost (3.23)

%AH(t) _ % (01, 10) A5 ()1t 1)) = %(U*(t, to)) AS(8)UI(t, o) +
+ Ut(t, to)%(/xs(t))a(t, to) + U (¢, to)AS(t)%(U(t, to)).

Sem dosadime ¢asové derivace operatort z (3.20) a zapiSeme pro kompaktnost bez ¢a-
sovych proménnych

1 A A ~ A A A N N N
—EU‘LHSASU +U E(AS)U +UrASA°U.



tedy

d A 1 ~ A A d ~ A
== [AH(t),HH(t)] + Utk to) - (A%(D) Ut to)- (3.25)

Rovnice (3.25) je pro pozorovatelné bez explicitni asové zavislosti A% pfimou obdo-
bou ¢asového vyvoje pozorovatelnych v klasické mechanice

0 ={a, H}, (3.26)

pokud chdpeme £ [, -] jako kvantovy analog klasické Poissonovy zévorky {, -}.

Vyhodou Heisenbergovy reprezentace je pfima analogie s klasickou mechanikou.
Neékdy je mozné ji s vihodou vyuzit k popisu rozptylu. Jeji nevyhodou oproti Schro-
dingeroveé reprezentaci v3ak zlistdva sloZitéjsi feSeni casového vyvoje, nebot’ misto par-
cidlnich diferencidlnich rovnic pro vektory z 7# mame podobné rovnice pro operatory.
Pozndmka. Snadno nahlédneme z rovnosti (3.23), Ze hamiltonidn systému, ktery neni
pod vlivem casové proménnych vnéjsich poli, je v Heisenbergové i Schrodingerové re-
prezentaci pfedstavovan timtéZ casové nezavislym operdtorem

Pak také

pro AS # AS(t).

3.2.2 Diracova reprezentace

Poruchovy nebo interakéni obraz, jak je nékdy Diracova reprezentace nazyvéana, kom-
binuje vlastnosti Schrodingerovy a Heisenbergovy reprezentace a s vyhodou se uzivd u
nékterych vypocta s casové zavislou poruchou (viz kapitola 5). Pfredpokladejme hamil-
tonidn ve tvaru

A(t) = Ay + V(¢t),

kde umime fesit Schrodingerovu rovnici s Hy # Hy(t) a ¢len V(t) ptredstavuje jeho
¢asové zavislou poruchu. Definujme nyni operator Uy zptisobem

a()(t, tl) = exp <—%H0(t — tl)) . (3.27)

Tento operator je jisté unitarni a bezpochyby je na zédkladé nasich pfedpokladii splnéna
operatorovéa rovnost (3.20) ve tvaru

ih%ﬁo(t, t1) = Holy(t, t1). (3.28)

36



Podobné jako u Heisenbergovy reprezentace definujeme vinovou funkci v Diracové
reprezentaci [P (t)) a operator AP pomoci nového unitarniho operéatoru Uy zptisobem

[pP (1) = Ug(t to) [¥° (1)), (3.29a)
AP () = Ul (t, t0) AS () Uy(t, to). (3.29b)

Zbyvé nalézt rovnice, jimiz se #di ¢asovy vyvoj |¢P(t)) a AP(t). Budeme postu-
povat obdobné jako v pfedchozim odstavci. Aplikujme ¢asovou derivaci nejprve na
rovnost (3.29a) (opét si dovolim v postupu neuvadét casové zavislosti)

ing ) = ins (0F) 19%) + i3, (19°)).

kde uZijeme rovnosti (3.28) pro ¢asovou derivaci operatoru U{ a Schrodingerovu rovnici
(3.13) pro Easovou derivaci | )

91 Dy _ Loty Y 1Sy (L argS

Dale pfechodem k Diracové reprezentaci pomoci vztahti (3.29a) (3.29b) dostdvame
. 0 Sty by ~ ~
i |97) = —UgHolo|p®) + UgAlo|y”) = —Hg'|") + AP |y") =
= VP ()P (1) (3.30)

Stejnym postupem jako u Heisenbergovy reprezentace bychom odvodili z rovnosti
(3.29b) vztah pro ¢asovou derivaci operédtoru

L 0 & A A U d, . n
ih=s AP(t) = [AD(t),HO] + i (1 to) = (A%(5) Lot to). (3.31)

V Diracové reprezentaci se ¢ast dynamiky systému odraZzi v ¢asové zavislosti stavo-
vych vektort (3.30) a ¢ast v zavislosti operédtort odpovidajicich dynamickym promén-
nym (3.31).

Tato reprezentace je vyhodnd, pokud umime najit evolu¢ni operator piislusejici Hy
(vyraz (3.27)) a chceme poruchovym vypoctem zjistit, jaky je casovy vyvoj systému
v piipadé zapodteni ¢asové zavislého potenciadlu V (t).

Ptiklad. ZapisSte operator polohy a hybnosti ¢astice v homogennim gravita¢nim poli
v Heisenbergové reprezentaci.
Budeme uvaZovat jednorozmérny piipad. Hamiltonidn ¢éstice ve Schrodingerové
reprezentaci zndme’
52
N p .
H = — +mgx.
2m me

V dalsim operatory bez indexu budou predstavovat operatory ve Schrodingerové reprezentaci.

37



Operatory pf, resp. £/ je moZno uréit bud’ defini¢né pomoci evoluéniho operatoru
(3.23), nebo pomoci odvozené diferencidlni operatorové rovnice (3.25), ktera je v tomto
pfipadé jednodussi cestou k cili. Snadno ur¢ime potfebné komutatory ve Schrodinge-
rove reprezentaci
. 1. A .
(%, H] = —ihp; [p,H] = —ihmg
m
a pouzitim (3.25) ziskdvame sadu operatorovych diferencidlnich rovnic

) . dpte
it om a4 &

Tuto soustavu miizeme fesit stejné jako rovnice pro ciselné funkce. Dospivame tak k
esenil0
feSeni b A
—gtc Gt 4

LU e

2 m
Pokud k tloze doddme poZadavek, aby v ¢ase t = 0 byly operétory polohy a hybnosti
v obou reprezentacich totozné, tedy p'(0) = po, £(0) = %o, ziskdvdme neurcené ope-
ratory Cy, G

ﬁH(t) = —mgt + Cy; ﬁH(t) =

5 T —8t*  pot .

pr(E) = —mgt+ po; #1() = 5=+ T 4 2
Podivame se jesté na vyvoj sttednich hodnot. Jestlize pocate¢ni stiedni hodnoty opera-
torti ve Schrodingerové reprezentaci mély hodnoty (p)y, = po, (£)y, = Xo, dostdvame
znamy casovy vyvoj operdtorti v Heisenbergoveé reprezentaci

~H ~H 2

(P = po—mgt,  (RH(0))y = x0+E% — g2
Priklad. Urcete ¢asovy vyvoj operdtoru komponenty spinu elektronu v homogennim
magnetickém poli B = (0,0, B). Gravitaci neuvazujte. Uzijte Heisenbergovu reprezen-
taci.
Hamiltonidn nabité ¢astice v magnetickém poli ma tvar

A =

H=-ji-B,

kde ji predstavuje operdtor vlastniho magnetického momentu (spinu), jenz je definovan
pomoci operatoru komponent spinu s
5

= 5= 5 (01,02, 83).

=D

Magneticky moment y nabyva pro elektron hodnoty u = % a spin s = 1/2. 0; pfed-
stavuji Pauliho matice

OMisto &iselnych integraénich konstant ziskavame vSak koeficienty operatorové.
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~ (01 ~ (0 —i . (1 0
01 = (1 O)/ 02 = (l O)/ 03 = (O _1)1 (332)
jez vyhovuji komuta¢nim relacim
[&i, 6']} = 2i€l-]-kf7k.
Hamiltonidn naseho systému je moZzno zapsat

hB
—”02 .

H =

Zajimaji nds operdtory 0, k jejichz uréeni uZijeme (3.25). VyuZzitim komutaénich
relaci Pauliho matic ziskdvdme rovnice
5H 5H
doy” () oy’ (t)
dt dt
jez dopInénim pocate¢nich podminek 67 (0) = ¢; (podminka stejného tvaru operatort
v Heisenbergoveé a Schrodingerové reprezentaci v poc¢ate¢nim case) vede na feSeni

= 1B} (t),

ot (t) = 07 cos(pugBt) + oo sin(ugBt), 3 (t) = 63,
o5 (t) = — 6 sin(pugBt) 4 & cos(uBt).

Pokud vektor projekce spinu g mél v pocate¢nim case tvar

P = (p1, P2, P3) = ({01) 1yo)r (02) 1) (F3) 19y ), Il =1,

je vyvoj sttednich hodnot (67 (t))y (a tedy i vyvoj projekce spinu (t)) uréen rovnicemi

(617 (t))p = p1cos(poBt) + pa sin(poBt),
(627 (t))p = —p1sin(poBt) + pa cos(poBt),
(03 (t)y = pa-
Vlivem magnetického pole tedy dochédzi k precesi spinu elektronu.

Priklad. Mé&me elektron v rotujicim magnetickém poli B = (B; cos(wt), By sin(wt), Bo).
Urcete jeho stav v libovolném ¢ase. Magnetické pole je dostatecné silné, aby bylo mozné
gravitaci zanedbat. UZijte Diracovu reprezentaci.

Hamiltonian m4 tvar (viz pfedchozi priklad)

A = hB hB
H=—-i-B= _,‘1402 063 — ﬂoz L [cos(wt)oy + sin(wt)d7) .

=b

Pro uZiti Diracovy reprezentace oddélime ¢asové nezdvislou ¢ast H (stejnou jako v mi-
nulém ptikladé) od ¢asové zavislé:

Ay =55 0(1) = 1P feos(wt)on + sin(w)on). (3.33)
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Casovy vyvoj stavu v Diracové reprezentaci je uréen rovnici (3.30). Potiebujeme tedy
uréit operator VP(t), k éemuz mame dvé moznosti. PouZit rovnost (3.31) a ziskat tak
gasovou derivaci 4 (VP (t)). To vak kvtili vlastni ¢asové zavislosti V(t) nedd nijak ele-
gantni rovnici, navic jsme tak jiZ postupovali v pfedchozich dvou pfikladech. UZijeme
proto nyni p¥imo definice transformace (3.29a) k nalezeni VP (t). Musime tedy ur&it
unitarni operatoru Uy (t). Zjednodusme jeho definici (3.27) volbou t; = 0

ao(t> = exp (—%Hot) = exp (Z'yozBoa'gt> .

Vyuzijeme vztahu dokazovaného v zimnim semestru

exp <itxfi : 3) = cos(a)l 4 isin(a)i - &,
kdea € C, ||ii]| =1, G = (61,00,03) ad; pfedstavuje Pauliho matice (3.32). Jeho pouzitim
dostavame
exp (itebe
. p (it 0
0 exp (—z%t)
Interakéni hamiltonian V (t) (viz (3.33)) je moZno rovnéz zapsat maticové

_ HohBy 0 exp (—iwt)
(8) = 2 (exp (icwt) 0 ) '

Tim v8ak méme vie p¥ipraveno pro uréeni VP (t). Na zdkladé (3.29b) mtiZeme psét

VP(t) = Ut () V() Uy(t) =

B _VOhBl e—i@t 0 0 e—iwt ei@t 0
B 2 0 ei@t et 0 0 e_i@t

a po rozndsobeni matic

~ hB 0 exp |—i(w + uoBo)t
7o) = _HOZ 1 (exp [i(w + poBo)t] Pl Z(WO Hofo) ])

Stav ¢4stice se spinem je popsan vektorem [P (t)) = (IEE:; ;) . Rovnice (3.30) prechazi

po dosazeni na soustavu

Zhah/]l) _ _I’thBl

exp [—i(w + poBo)t] [¢2),

of 2
.0 hB )
ih |g;2> = —y02 L exp [i(w + uoBo)t] |yn).

Tim tento pfiklad i kapitolu uzavieme.
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4 Matice hustoty a smiSené kvantové stavy

Ve fyzice se setkdvame se situacemi, kdy nelze experimentdlné ziskat dplnou informaci
o stavu systému v dany okamZik (napt. z dtvodu pfilis velkého poctu castic, nedo-
statecné kvality aparatury, ¢i z nemoZnosti dostatecné rychle zpracovat ziskana data).
V takovém ptipadé se uchylujeme ke statistickému popisu. Nejprve si pfipomeneme,
jak ke statistickému popisu pfistupuje klasickd hamiltonovska fyzika.

Ve statistické fyzice je stav systému popsén funkci p : TM — R, nazyvanou hus-
tota pravdépodobnosti, urcujici pravdépodobnostni rozdéleni na fdzovém prostoru.
Tato funkce musi spliiovat normaliza¢ni podminku

/ p(x,p)dxdp = 1.
™

Stfedni hodnota pozorovatelné A popsané funkci a(x, p) ve stavu uréeném hustotou
pravdépodobnosti p je ddna

(A)p = / a(x,p)p(x,p) dx dp.
™

Vyvoj hustoty pravdépodobnosti v ¢ase fidi rovnice kontinuity (viz [6])

do N T 9 dxy 0 dpx
%=k [ow () o ()|
Za ptfedpokladu, Ze pohyb kazdého bodu fazového prostoru je ur¢en Hamiltonovymi
pohybovymi rovnicemi

dg _oH =~ dpe _oH

dt N apk’ dt N axk'

plyne odsud pro ¢asovy vyvoj hustoty pravdépodobnosti Liouvillova véta

N [0H op  9H 9p

dp _ _
g—k; 9%, 9pe Opr s = {H,p}. (4.1)

Pozndmka. Nenechme se zmdst forméalni podobnosti s ¢asovym vyvojem ¢asové neza-
vislé pozorovatelné, uréenym téz Poissonovou zdvorkou, ovSem s opa¢nym znamén-
kem:

da
i {a, H} = —{H, a}.

V analogii ocekdvame, Ze kvantové hustoty pravdépodobnosti budou operatory na
S, které kazdému stavu pfifadi pravdépodobnost, Ze se v ném systém nachazi.

V dal$im odvozovéani uvazujeme kone¢ny pocet normalizovanych stavii (|¢,))" _;,
ve kterych se systém muiZe nachdzet. Zobecnéni vysledkd, jeZ obdrzime, na spocetny
pocet stavil se formuluji jako postulaty.
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Stav systému v kvantové mechanice je popsan vektorem |ip) € #. Tomuto stavu
je moZno piifadit projektor Py, = [¢)(¢|. Projektor P, ma tu vlastnost, Ze stav [¢)

(a libovolny jeho komplexni nasobek)'! je jeho vlastnim stavem piislusejicim vlastnimu
Cislu 1 a Ze stavy ortogondlni na |¢) patii do nulového prostoru (jadra). To budeme
interpretovat, Ze stavu |¢) je pfifazena pravdépodobnost 1 a vS§em staviim kolmym na
|¢) nulova.

Pokud stav systému nezname s jistotou, ale vime, Ze s pravdépodobnosti p,, mu Ize
pfifadit vektor |¢;,), mohli bychom zobecnénim stejné myslenky tuto védomost vyjad-
fit operatorem

n
0= Z m|¢m lpm| (4.2)
UkéaZeme, Ze takto sestaveny operator skutecné obsahuje veSkeré informace pro popis
kvantového systému a pfedpovédi vysledkt méteni.

Definice 4.1. Bud’' B operétor na ., (]i));c., ortonormalni baze .. Potom definujeme
stopu operatoru B dle pfedpisu

Tr B =) (i|Bli)
i

S touto definici je podminku normalizace

moZzno na trovni p vyjadfit jako Trp = 1.

Se stopou operatoru se v této kapitole budeme setkdvat casto, shriime proto (bez
dikazi) nékolik jejich zdkladnich vlastnosti. Ty plati pro tfidu tzv. jadernych operatort,
o kterych se prednasi vice ve funkciondlni analyze; v pfipadech, které budou pro nas
relevantni, nejsou pfedpoklady limitujicim faktorem.

1. Stopaje linedrni: Tr (¢ A + BB) = a Tr A + BTr B.

2. Hodnota Tr B nezéavisi na vybéru baze ([7)), jinymi slovy je téZ invariantni viici
podobnostni transformaci B +— SBS~! - Volbou béze, v niZ je operator diagonali-
zovatelny, snadno odvodime Tr B = ¥ (B), kde s¢itani bere v iivahu algebraické

nasobnosti.'?
1Obzvlast si viimnéme, Ze takto pfitazeny projektor nezavisi na vybéru faze, tedy pw = 1351,,,‘1/}),
Vo € R.

12Pfipomeﬁme, Ze dalsi znamy invariant podobnostnich transformaci, determinant, je zase roven sou-
¢inu vSech hodnot spektra.
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3. Pravidlo cyklické zamény: Tr(AB) = Tr(BA). To plati, i pokud operatory A, B
zobrazuji mezi rtiznymi Hilbertovy prostory (napiiklad pokud odpovidaji obdél-
nikovym maticim) a dokonce i pro bra, resp. kety. V pfipadé soucinu vice opera-
tort plati v libovolném uzavorkovani, napt. Tr(ABC) = Tr((AB)C) = Tr(CAB),
ne viak Tr(CBA).

Véta 4.2. Necht' p je operator definovany dle (4.2) s pravdépodobnostmi p,, > 0. Pak
pro kazdé |¢) € S plati

(Wlply) = 0.
(tedy p je pozitivni operétor).

Diikaz. Dle definice p plati

Vyndsobenim této rovnosti zleva bra (| dostavame

WIAle) = 3 pul o)

coZ je soucet samych nezdpornych ¢lenti. O

Operator (4.2) je tedy pozitivni, méa jednotkovou stopu a navic (jak snadno nahléd-
neme zjeho definice) je samosdruzeny. Kvantovd mechanika postuluje, Ze kazdy takovy
operétor popisuje mozny fyzikalni stav systému.

Definice 4.3 (Postulat 1). Stavy v kvantové mechanice jsou popsany operatory p nazy-
vanymi matice hustoty (operator hustoty, statisticky operator) s vlastnostmi

(i) Trp=1,
(ii) p je samosdruZeny (p = p*),
(iii) P je pozitivni (V|yp) € A : (P|p|yp) > 0).

Matice hustoty majici hodnost rovnu jedné (coZ jsou pravé vsechny projektory na jed-
norozmeérné podprostory .7°) nazyvame Cisté stavy. VSechny ostatni stavy nazyvame
smiSené.

Pozndmka. Podminky (i) + (ii7) implikuji omezenost p.

ProtoZe vypocet hodnosti neni v obecném ptipadé prakticky, setkdvdme se i s jinymi
ekvivalentnimi zptisoby, jak poznat ¢isté stavy od smiSenych, pfipadné miru smiSenosti
kvantifikovat. Zakladni takovou mérou je &istota stavu definovand jako Tr(p?). Cisté
stavy spliiuji Tr 9> = 1 a pro vSechny ostatni leZ{ ¢istota v intervalu (0, 1).
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Cisté stavy popisuje matice hustoty tvaru Opy = |)(]. Pfechod zpét k vektoro-
vému vyjadieni |¢) je nejednoznaény, matice hustoty smazava informaci o komplexni
tazi vektoru. To vSak fyzikdlné nicemu nevadi, protoZe vime, Ze i ve vektorové formu-
laci kvantové mechaniky faze (stejné jako délka vektoru) nema vtibec Zadnou fyzikalni
podstatu. V jistém ohledu je tak formulace pomoci matice hustoty dokonce blize méfi-
telné realité diky tomu, Ze tuto nejednoznacnost v popisu stavu neobsahuje.

Poznamenejme jesté, Ze ani v ramci projektort neni rozklad (4.2) jednoznacny: v obec-
ném piipadé miize existovat vice riznych kombinaci stavi a jejich pfifazenych pravdeé-
podobnosti, které davaji stejné p. Pomoci vzorcti, které jsou vyjddiené prostiednictvim
0, pak takové situace neni mozné vzajemné od sebe poznat, jejich chovéni je identické.

Vénujme se nyni casovému vyvoji 0. Pfedpokladejme, Ze se vyvoj kazdého ze stavii
| (t)) Fidi Schrodingerovou rovnici

B (1) = Alpu(), resp. — i (pu(0)] = (O] (43)

a Ze k jiné zméné smési (napt. dalsimu smésovani) stavii nedochdzi. Casovy vyvoj ma-
tice hustoty g je tedy moZno zapsat

= 3 Pl () (g 1)

Zderivovanim posledni rovnosti podle ¢asu a dosazenim ¢asovych derivaci stavii z (4.3)
dostavame

ZP = ih Z Pm _Zﬁhbm( )><¢m(t)|+%|¢m(t)><lpm(t)|ﬁ

= Hp( ) —p(H)H = [H,p(1)] .

Pozndmka. V tomto pfipadé plati pfesnd analogie s klasickou statistickou mechanikou,
viz (4.1). Znamena to ale také to, Ze je zde opacné znaménko (opacné pofadi v komuta-
toru), nez u ¢asového vyvoje operatoru v Heisenbergoveé obrazu (3.25)!

Definice 4.4 (Postulat 2). Pro izolovany fyzikdlni systém se ¢asovy vyvoj matice hustoty
p(t) ¥di rovnici'®

L d A
zrﬁp(t) = [H,p(t)] . (4.4)

Pozndmka. V soustavéch, které nejsou izolované, muZze dochazet i ke zméndm pravdé-
podobnostniho rozdéleni. Pro soustavy, které mohou jednosmérné interagovat s kla-
sickym okolim, pak existuje tplnéjsi verze vysSe uvedeného vztahu, zndma jako fidici
rovnice (master equation). Lindbladova verze této rovnice je

“o="11A, ﬁ]+Nilv (L oLt — 2 {LiL ﬁ}) (4.5)
R = k k B ks ’ .
" h = ko2 Uk

13Zndma je jako von Neumannova rovnice.
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kde N je dimenze matice hustoty p, ¥, jsou kladné konstanty popisujici silu interakce
s prosttedim a L jsou Lindbladovy operétory, které musi byt bezestopé. Je tudiz plné
vyjadfitelnd pomoci operétoru p, bez nutnosti znét detaily jeho rozkladu (4.2). V tomto
pfedmétu se ji nebudeme hloubéji vénovat.

Podivejme se nyni, jak bude potieba upravit nase dosavadni znalosti o méteni fyzi-
kalnich veli¢in v kvantové fyzice. Ve srovndni s minulym semestrem bude tfeba prefor-
mulovat

e pravdépodobnost naméreni vysledku a pozorovatelné A,
e stiedni hodnotu pozorovatelné A v daném fyzikalnim stavu,
e zménu stavu v dtisledku méfeni.

Ve vsech ptfipadech samoziejmé plati, Ze mtiZeme vysledky spocitat v jednotlivych ¢le-
nech |¢y,) rozkladu (4.2) a spocitat primér vazeny odpovidajicimi pravdépodobnostmi.
Tak budeme postupovat i pfi odvozeni o¢ekavanych tvart, které pak potvrdime formou
postulati.

Mgjme ortonormdlni bazi vektort (|a, k))!_; tvotici vlastni podprostor operdtoru A
(pfifazeného méftitelné velic¢iné A) prislusejici jeho vlastni hodnoté a, tedy

Ala, k) = ala, k) k=1,...,L

Ze zimy vime, Ze pravdépodobnost W;_, |, Ze pfi méfeni pozorovatelné A na systému

=a,|y
ve stavu |¢) naméfime hodnotu 4, je rovna

1 l
Wiy = kZiI(lPla 2= Y (lak)(a kly) = (p|Psi_, ),

k=1
kde Pj;_ je projekéni operator spliujici

l

Z a, k a k| 7 pA:a = :24:”_ (46)

Je pfirozené ocekavat, zZe pravdépodobnost W;_ » Naméfeni A = ana systému popsa-
ného matici hustoty p definované dle (4.2) bude rovna

WA:a,p - Zl meA:a,hpm) - Zl Pm<lpm|pA:a|¢’m>-
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K tpravé do péknéjsiho tvaru si dopomtizeme nasledujicim trikem, ktery pak vyuZi-
jeme i do budoucna. Bud’ (]7));c.» (libovolnd) ortonormdlni baze .7, potom

Wi—ap

Z P;_.|¢m) (rozklad jednotky)
i

m: ﬁm:

Z(i]pA:a |Qm) Pm(Pm|i)  (Cisla komutuiji)

m=1 i
=Tr | Ps_, Z \gbm)pm(tpm|> (definice stopy a linearita)
m=1
=Tr (P4_.0) (definice p).

Tyto pravdépodobnosti miZeme vyuZit k vypoctu stfedni hodnoty pfi méfeni ope-
ratoru A na stavu p (oznatme (A) p) — vyuZitim linearity stopy:

(A= ¥ aWip=Tr( L, c0a) i p) = Tr (Ap) .
aco(A) ~ ~~ .
spektralni rozklad A

Ke stejnému vysledku mazeme alternativné dospét i pouZitim vzorce pro (A) e

o= 2 pnlAhipy = 3 putpulAlpn) = 3 pu E(0ul A1) 1) =

= L. T gm)putpnl A1) = T (pultin) pul4) = Te (04).

Zbyvéa ndm vyfesit, jak se zméni matice hustoty , provedeme-li na systému méfeni
pozorovatelné A. Méjme Cisty stav |i), na némz naméfime hodnotu a pozorovatelné A.
V diisledku méfeni piejde systém do stavu P;__|), kde P;__ je projektor na vlastni
podprostor prislusejici vlastni hodnoté a (projekéni postulat). Tento stav neni norma-
lizovany, ale 1ze normalizovat pravé tehdy, kdyZ existuje nenulova pravdépodobnost
uddlosti. Fazi pfifazenou v nové normalizaci kvantovd mechanika ponechdva neurce-
nou.

Pokud vysledek a ziskdme pfi méfeni smiSeného stavu g, uvazujme opét konvexni
kombinaci vyslednych stavti po projekci, ale s pravdépodobnostmi p,, jeSté vynédsobe-
nymi pravdépodobnostmi, Ze konkrétni stav |¢,,) vysledek a vibec da:

\ (Paalm)) (Pa_ylom))”
- m<¢’m‘PA:a’lpm> A A
aeg(:/i) ’ A (Paalm)) (Paylm))

Druhy ¢len (skaldrni soucin) se pokrati s jmenovatelem tfettho diky samosdruZenosti
projektor a jejich idempotenci (4.6) a ztistane

(4.7)

A

Z pmpA:g|lpm><¢m|p:§:u = PA:appA:a'
aco(A)
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Takovy stav by ale nebyl sprdvné normalizovany. Ukazuje se, Ze jeho stopa je
A? 5. AD A P2
Tr pA:g = Tr( A=aP A:a) = Tr(p A:a) = Wflza,ﬁ'

Divod je jednoduchy, upravené pravdépodobnosti py (m|P4_, |m) vystupujici v (4.7)
netvofi pravdépodobnosti rozdéleni. Jejich sou¢tem misto jednotky je pravdépodob-
nost, Ze k méfeni a viibec dojde. Cely vyraz bychom tedy ji méli vydélit, protoZe pfi
zkoumdni stavu po méfeni nés uz zajimaji jen situace, kdy méfen{ probéhlo tspésné.'*
To vlastné znamend operator Tr o, 1, Opravit vydélenim jeho vlastni stopou:

Vidime, Ze vSechny vysledky vySe je mozné Vyjédfit pomoci operétoru p bez potieby
znalosti jeho kompozice tvaru (4.2). To shrnuje nas tieti postulat.

Definice 4.5 (Postulat 3). P¥i m&feni pozorovatelné A na kvantovém stavu popsaném
matici hustoty p mutze vysledek a € o(p) nastat s pravdépodobnosti

WA:a,p Tr( A= ap) (4-8)

Kvantovy stav v tom pfipadé piejde na

=a__ (4.9)

Stfedni hodnota pozorovatelné A odpovidajici témto vysledkdm je rovna
(A)s =Tr (pA) = Tr (Ap) . (4.10)

Formalizmus smiSenych stavi nAm umoZnuje klast si i novy druh otazky, na ktery
,vektorova” kvantovd mechanika nemohla nabidnout smysluplnou odpovéd’ — jmeno-
vité, jak popisovat méfeni, u kterych vysledek nedokdZeme rozlisit (napf. z ddvodu
velkého mnoZstvi méfeni, méfeni provedené jinym pozorovatelem, omezené rozliSo-
vaci schopnosti apod.) — a tim ilustrovat kvantovou operaci, u které dochdzi ke zménam
vlastnich &isel p.

V takovém pifipadé miZeme jednoduse matice hustoty (4.9) smisit s pravdépodob-
nostmi, kdy ktery pfipad nastane, danymi (4.8). Vysledkem je

p b
pi= Y, Tr( Ig— Y. P 0P, (4.11)
aco(A) ( P) aco(A)

14To jinymi slovy ¥ik4, Ze ve vyrazu (4.7) jsme spravné méli pouZit podminéné pravdépodobnosti.
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Transformace (4.11) typicky vyrabi i z &istych stavii smiSené a smiSenym staviim
dale sniZuje Cistotu. S podobnymi operacemi se mtiZeme setkat i v jinych situacich, nez
pfi provadéni kvantovych méfeni bez zaznamendvani vysledkt. Podobné transformace
popisuji dalsi jevy doprovazené ztratou kvantové koherence — vliv tepelného Sumu,
interakce s okolim v pfipadé nedostate¢né odizolovaného systému, ...

Priklad. Matice hustoty na /# = C2.

Matice hustoty p € C*? musi dle definice 4.3 spliiovat tfi podminky. P¥i jejim hle-
danim pfejdeme do baze (64, 0, 03, 1), kde ; jsou Pauliho matice (3.32) a 1 pfedstavuje
jednotkovy operator.

Jelikoz 6; = 07 a1 = 1%, je operétor p definovany obecnd linedrni kombinace

p = w0 +oa4ll, o €C

e

I
—_

1

samosdruZeny, a tak splnéna podminka (ii), pravé tehdy, kdy koeficienty a; jsou redlné.
Dale snadno nahlédneme, Ze Tro; = 0 a Tr 1 = 2. Abychom zarucili jednotkovou stopu
matice hustoty p, musi byt ay = 3. Budeme tedy niZe hledat jeji vyjadfeni p jiZ jen ve

tvaru 5
A_l ~ _1 14+a3 a1 —inp
p=5 (l+;alm> =5 (al Ve 1w ) (4.12)

kde bylo uzito explicitnich tvarti Pauliho matic (3.32) a navic jsme pro pohodlnost pie-
znadili o; — a;/2. Zbyva ndm zarucit pozitivnost p. Snadno nahlédneme, Ze vlastni ¢isla

matice (4.12) jsou rovna
/02 1 22 1 a2
= 1+ /a7 + a5+ a3

2 7

a tudiZ je podminkou pozitivity p nerovnost
0 +a3 +af < 1. (4.13)

Posledni nerovnost tvoii mnozinu, jeZ byva nazyvédna Blochovou kouli. MnoZina v3ech
kvantovych stavi je (i v obecnéjsich pfipadech) vzdy konvexni, pficemZ na jejim po-
vrchu leZi ¢isté stavy, uvnitf potom stavy smiSené.

Predpokladejme nyni pro ilustraci ¢isty stav, tedy rovnost v (4.13). Ta zaruci vlastni
¢isla A(t) = 1a A=) = 0. Vektor popisujici &isty stav |¢) je vlastnim vektorem p pi¥islu-
Sejici vlastnimu &islu A(+) = 1. Jeden z jeho moznych tvarti je

. 1 a1 — ing o
)= (202), v =1

Snadno nahlédneme, Ze

) (a1 +ing, 1—a3) =p.



Zkoumejme asovy vyvoj matice hustoty. Pfedpoklddejme hamiltonian H ve tvaru
A E y SR o A o e
H = <01 ]g), E; < E;. Polozme a; = w;(t). Vime, Ze Casovy vyvoj p se fidi von
2
Neumannovou rovnici (4.4), kterd po dosazeni H, p a po dpravé ziskava tvar

. 0'(3 0'(1 - iO'CZ o o 0 X1 — i(Xz
ih (1561 + io'cz 563 ) o (El Ez) (—061 — ith 0 ) ’

Redeni pro a3(t) je trividlni. ?eéeni a1(t), a1(t) se naleze elegantné pfechodem k nové
funkci z(t) = aq(f) — i (t). Casovy vyvoj matice hustoty p = p(t) je pak mozno zapsat

(1) = 1 1+ a3(0) [21(0) — i (0)] exp{—%(El—E2)t}
’ 2\ [w1(0) +ia(0)] eXP{ (Ex— Ez)t} 1—a3(0)

Dale zkusime urcit stfedni hodnotu energie v ¢ase t = 0 ve stavu p v piipadé vyse
zavedenych p a H. K tomuto ticelu si pojmenujeme standardni bazi v prostoru /# = C?:

= (om0

Ze (4.10) vime, Ze stfedni hodnota energie systému ve stavu p je urcena

2
) » 1
(H)p =Tr (pH) =) (ilp =5 [E1(1+a3) + E2(1 —a3)].
i=1
Snadno nahlédneme (H), € (E;, E;), nebot as € (—1,1). Pravdépodobnost Wr_k,
naméfeni H = E; je dle (4.8) rovna

o« . R 1
Wig, = Tr (Pa_g,0) = (1611) = 5(1+ ),

10
0 0)°

Po pritichodu filtrem pfechéazi matice hustoty ¢ na novou matici pp podle vztahu
(4.11). Pfimo mtiZeme psat

A 5 R 1 /1+a;3 0
P = Z Py_gp H_EZE( 0 1_“3)'

protoZe Py g, Pfedstavuje projekéni operator tvaru pH:E1 = [1)(1] =

Méfenim energie tedy byla vytvofena staciondrni matice hustoty.

Ptiklad. Méjme kanonicky soubor kvantovych jednorozmérnych harmonickych oscilé-
tor(i s ur¢enym multiplikdtorem g = kBLT' Urcete stfedni hodnotu energie a jeji rozptyl.
Vysledky ovéfte limitnimi pfechody g — 0, p — +co.
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Nejpravdépodobnéjsi rozdéleni p(x, p) klasického kanonického souboru popsaného
hamiltonidnem H (x, p) ma tvar (viz [6])

p(x,p) = A exp{—pH(x,p)},

kde A je normaliza¢ni konstanta. Ocekdvame, Ze kvantovémechanicky soubor urcéeny
hamiltonidnem H bude popsan matici hustoty ¢ definovanou
1 e_ [3 H

P= Tre—BH

4

Délenim stopou Tre P je zajisténa jednotkovd stopa p, samosdruZenost ¢ plyne ze
samosdruZenosti H a pozitivnost g je evidentni z pozitivity funkce exp ve vyjadfeni
v diagondlni bazi. p je tedy matici hustoty v korektnim smyslu. Ze zimy vime, Ze sou-
bor vlastnich funkci jednorozmérného harmonického oscildtoru (|n)) % tvoti tplnou
ortonormalni bazi J#. Navic

A 1
Hn) = hw (n + E) |n).
Stfedni hodnotu energie urc¢ime ze (4.10)

1 = 7oA
Z<n|e_ﬁHH|n).

Tr e_ﬁH n=0

(H)p = Tr (pH) =

S operédtorem v exponentu se vypordddme provedenim rozkladu dle jeho spektra, ha-
miltonidn v sumé mimo exponent nechdme ptisobit na ket |n)

A 1 e 1 1
L 2N\ ,—phw(n+3)
(H)p Fre (D H;Ohw(n +5)e 7). (4.14)

Oznacne

+o0 .
Z(‘B) _ Z o Phw(n+tsz)
n=0
Jedna se o geometrickou fadu, jeZ miZzeme secist s vysledkem

ez 1
T - P 2sinh (ﬁhTw> '

Z(p)

Vyraz (4.14) je mozno zapsat pomoci Z(p)

W1 —dzZ(p)
=z
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a tim snadno najit hledanou stfedni hodnotu

B—0 (T—+o0)

v hw Bhew LntlUnasiNueY
A), = 2 oth (B2
(H) 5 €0 ( 5 ) B—-+o0 (T—0) he.

Podobnymi tipravami ziskdme vyjadfeni pro rozptyl energie
B—0 (T—+c0)
- s

A N N o\ 2 1 +o0
o3 = (8~ 187 = (57) gy = { e '
4 4 2 sinh2 <ﬁh2w> B——+00 (T—0)

=N
I

0.

Zamysleni nad ziskanymi limitnimi vysledky ponechdme na ¢tenéfi.

4.1 Slozené systémy a provazané stavy

Mohlo by se zdét, Ze smiSené stavy viibec nemusime uvazovat v situacich, kdy mame
presné informace o systému, neni tomu ale tak.

Pfipomerime si nejprve posledni zbyvajici postulat kvantové mechaniky. Ten je ve
formulaci pomoci matice hustoty jen mélo odlisny od zimy:

Definice 4.6 (Postulét 4). Pro fyzikdIni systémy A, B s Hilbertovymi prostory ¢4, 73
pfifazujeme sloZenému systému AB Hilbertv prostor 4. Jestlize pak systémy A a B
jsou nezévisle pripraveny ve stavech p?, p?, p¥itazujeme slozenému systému stav

0B = pA @ pB. (4.15)

SloZené stavy mtizeme déle superponovat a nyni i michat. Zddna verze postulatu ale
nemluvi o opacéné dloze —jak zredukovat stav sloZeného systému na stav, ktery bychom
mohli pfifadit jedné jeho soucasti a vyuZivat k pocitani vysledk@t méfenych pouze na
ni.

Uvazujme pro ptiklad Hilbertdv prostor C* dany sloZzenim dvou identickych sys-
tém, kazdy s Hilbertovym prostorem C? (C? ® C? je izomorfni C*), 4 vektory baze
takového prostoru oznacime

{]00),101), |10}, [11)}, (4.16)

coz je zkraceny zapis tenzorového soucinu, zavedeny uz v zimé.
Zkoumejme linedrni superpozici
|00) + |11)
1) = ——-—". (4.17)
) ==

Na tomto stavu je zajimavé, Ze pokud zméiime jeden z podsystémi, zptisobime kolaps
celé vlnové funkce, po némz vime s jistotu také to, v jakém stavu je druhy podsys-
tém (to vede na EPR paradox,'® diskuzi mezi EPR trojici a N. Bohrem doporucujeme

15A. Einstein, B. Podolsky, N. Rosen 1935
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jako zajimavou Cetbu). To je disledkem skute¢nosti, Ze neexistuji stavy |a) a |b) takové,
aby |yn) = |a)|b), jak si snadno ovéfime. Stavy, které by takto $ly rozlozit, se nazyvaji
faktorizovatelné nebo separovatelné. Viechny ostatni stavy, mezi které patii 1), se
nazyvaji provazané.

(MtiZeme dokonce sestavit celou novou ortonormadlni bazi sestdvajici pouze z pro-
vazanych stavi, kdyz doplnime |i1) o

_100) —[11)
2) = — 5
_ ‘10) + |01>
¥3) = A
_|01) —10)

Této ¢tveftici se dohromady fika Bellovy nebo bellovské stavy.)

Pro faktorizované stavy na systému sloZeném z podsystémut A a B je moZné mluvit
o stavu, ve kterém se nachdazi kazdy z podsystémi zvlast' (aZ na fazi, kterd mtize v ten-
zorovém soucinu byt mezi oba ¢initele libovolné prerozdélena). Pro provdzané stavy ale
podsystémum pridélit jejich vlastni stav, ze kterého by stav celého systému bylo mozno
zrekonstruovat, nelze. Matice hustoty vSak nabizi alespori ¢aste¢nou pomoc.

Ozna¢me matici hustoty sloZeného systému p*B. Napiiklad pro bellovsky stav |¢;)

g0 — (LY (004 ). Wi

Pfipomernime kritérium ¢&istoty stavu pro kvadrat matice hustoty

je

Trp® <1, (4.19)

které pro p:'8 d4 jedni¢ku, jak ma.

Pokud pottebujeme mluvit oddélené o stavu podsystému A, pfitadime mu redu-
kovanou matici hustoty p*, ktery se z pB ziska operaci zvanou &4steéné stopa pres
systém B, oznacenou a definovanou jako

pA =Trp (pAB) )
Trp (|a1b1) (azba) :=[aq)(az| Tr (|b1) (b2]),

pro v8echna |a1), |ap) € 4, |b1),|b2) € 3. Hodnota ¢astecné stopy pro vechny
ostatni matice hustoty se ziskd rozkladem do béze operétort tvaru |a;by1) (azb,| a pied-
pokladem linearity operace Trp.

Takto ziskany stav dava spravné statistické pfedpovédi pro veskerd lokdlni méfeni
na podsystému A. Navic je kompatibilni s opa¢nou procedurou, kdy zndme stavy pod-
systémti a sloZzenému stavu pfifazujeme tenzorovy soudin jejich matic hustoty (4 ® p°):

Trp (o @ p”) = p™.
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Nejednd se vsak o reverzibilni operaci. Provdzanym staviim sloZeného systému AB pfi-
fadi ¢4stené stopy pres B, resp. A smigené stavy p, resp. pB, pro které obecné

ot @p® £ P

Konkrétné vysledek levé strany piedchozi rovnice bude v téchto pfipadech smiSeny
stav, pfestoze jsme zacinali s Cistym.

Vrat'me se nyni k naSemu bellovskému stavu (4.17) a ur¢eme pro ilustraci redukova-
nou matici hustoty podsystému A (pro B vychdzi stejné). Po kratkém vypoctu ziskdme

o = Tep (pf%) = Ty (|00><oo| + [11)(00] + [00) (11| + |11><11|>

P 2
_ 10)(0[(0]0) + [1){0]{0[1) + |0) (1[(1]0) + [1){1[{1]1)
2
1

A jelikoZ stopa jednotkové matice ve dvourozmérném systému je 2, pro ziskany stav
najdeme cistotu

T (o) = 5 <1,

takZe jsme dostali smiSeny stav z ¢istého. Jedna se dokonce o nejvice smiSeny stav, jaky
je na dvourozmérném stavovém prostoru mozny: pro libovolné bindrni méteni dava
pravdépodobnost 1/2 pro oba vysledky. Odsud vidime, Ze smiSené stavy maji v kvan-
tové mechanice vyuZiti i bez statistické neurcitosti.

Cistotu redukovaného stavu (za pfedpokladu ¢istého stavu slozeného systému) mi-
Zeme brat jako moZznou miru provdzanosti dvou podsystémii. V ramci daného tenzoro-
vého rozkladu systému na podsystémy je provdzanost stavu nezavisld na volbé jejich
jednotlivych bazi. To je evidentni z nezavislosti ¢astecné stopy na volbé baze systému,

ev ee

pfes néjz ji s¢itdme, a nezavislosti ¢istoty na volbé baze druhého.
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5 Pfiblizné metody v kvantové mechanice

5.1 WKB aproximace

Této metody'® se v matematické fyzice uziva pti hledani p¥iblizného tvaru spektra a
vlastnich funkci hamiltonidnu jednorozmérného systému v x-reprezentaci. Pfedpoklé-
dame tedy
) . n 42
A =L (R,dx), H=-——-——+V(x)x.
(R, dx) 2M dx? +V(x)

Spektrum hamiltonidnu H je uréeno hodnotami E splitujicimi
A W
Hy(x) = — 55 =759(x) + V(x)p(x) = Ep(x). 6.1)
Uvazujme nyni konkrétni hodnotu E nejprve jako klasickou hodnotu energie sys-
tému. ReSeni rozdélime na tfi Casti:
I. klasickd oblast, ve které E > V(x),tedy T = E — V(x) > 0,
II. klasicky nedostupné oblast, kde V(x) > E,

III. ptechodova oblast, kde hodnota energie je s potencidlem srovnatelnd.

Ocekévani je takové, Ze v oblasti I se bude ¢astice chovat semiklasicky, jako superpozice
postupnych vin odpovidajicich klasické (lokdlni) hodnoté hybnosti. V oblasti II by mél
byt vyskyt potlacen a pripady III by mély obé situace hladce napojovat. Potencidlovych
jam I, oddélenych potencidlovymi valy, miZeme uvazovat i vice, prozatim ztstaneme
u jedné. Toto rozdéleni pro jednu potencidlovou jamu ilustruje obrazek 1.

Klasicka oblast

Pti hledani vlastni funkce hamiltonidnu uzitim WKB aproximace za¢neme na oblasti I,
kde feSeni pfedpokldddme tvaru viny

P(x) = A(x)e'?),

O amplitudé A(x) € R budeme pfedpoklddat, Ze je na uvazZovaném intervalu nenulova
a kladn4, aby faze ¢(x) € R mohla byt v§ude dobfe definovéna. Dosazenim do (5.1)
dostdvame pro nase veli¢iny rovnici

hZ

—o (A" +2id'¢' — Ag?+iAg") = (E—-V)A,

16WKB metoda je pojmenovéna po jejich autorech (G. Wentzel, H. Kramers, L. Brillouin), jiZ ji spole¢né
v roce 1926 vyvinuli pro pfiblizné feSeni diferencidlnich rovnic. Kvantova teorie ji jen aplikuje.
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Obrazek 1: Rozdéleni soufadné osy x na intervaly klasické, klasicky nedostupné a pre-
chodové oblasti podle hodnot potencidlové funkce V(x) a volby energetické hladiny E.

v niZ si vS§imneme, Ze veskera zavislost na ¢ vystupuje ve tvaru vazeb pro jeho derivace.
Oznac¢ime proto

¢'(x) =k(x) : @(x)= / k(x)dx,

pak
hZ
- 2M

Diky omezeni na redlné hodnoty A(x) a ¢(x) muzeme rovnici (5.2) rozdélit na real-
nou a imagindrni ¢ast. Vyfesime nejprve imaginarni:

(A” +2iAk — AR + z'Ak’) = (E-V)A. (5.2)

2
_Zh_M 24k + AK) =0
A K (5.3)
AT 2k

A(x) = Ck(x)~1/?

Tato vazba je za pfedpokladu, Ze vlnové funkce na intervalu I neprotne nulu, pfesna.
Redlnd ¢ast ma tvar

hZ
- 2M

Sem bychom mohli dosadit z (5.3) a zkouSet fesit isté pro k(x). Rovnice se vSak vyrazné
zjednodusuje pro potencidly, které se v proménné x pfili§ prudce neméni. Konkrétné
budeme ptedpokladat, Ze na rozmérové skdle dané okamzitou hodnotou 1/k(x) (k(x)
md funkci vlnového &isla) se dostupna kinetickd energie E — V(x) zméni zanedbatelné
vuéi své stfedni hodnoté (viz obrdzek 2) a tento pfedpoklad pfeneseme i na A(x) s tim,
Ze platnost tohoto kroku oprdvnime zpétné po dofeseni. V j-tém fadu Taylorova rozvoje

(A” - Ak2> = (E-V)A. (5.4)

AV (x) (ﬁ)] < A(x), (5.5)
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AV(X) k—l

: ‘C/ IAV<<E—V

x

Obrazek 2: Tlustrace pfedpokladu pomalého vyvoje V(x) (pfesnéji efektivni kinetické
energie E — V(x)) vzhledem ke k(x). Jestlize plati AV < E — V, muzeme potencial na
intervalu délky k! nahradit konstantou.

konkrétné pro druhy fad

A// ( x)

— < A(x). 5.6

k ( X) 2 << (‘x) ( )
To ndm umozZni v (5.4) zanedbat prvni ¢len a zbytek rovnice 1ze vykratit A. To ponechd
jen trividlni rovnost

K(x)? = Zh—]\f(ls ~V(x)). (57)

Potfebujeme ale opravnit posledni pfedpoklad pro A(x), ktery ndm toto zanedbani
umoznil. Vyjadiime-li A(x) pomoci (5.3) a (5.7), ziskdvame A" (x) ve tvaru
\vald V/Z V/Z
A// — A,
(4(15 —VyTaE-— vy T eES V)z)

vidime tedy, ze pokud srovnéni tvaru (5.5) plati pro funkci E — V(x), tedy proj =1 a
proj =2

—<E-V, —<E-YV,

plyne odsud také (5.6).

Rovnice (5.7) tedy spolu s (5.3) ur¢uji vinovou funkci na intervalu I, ktera se chova
jako postupna vlna, jejiZ vinové ¢islo odpovida de Broglieho vinovému ¢islu pro hyb-
nost spo&itanou z kinetické energie E — V(x),

2 p 1
kip=—=3+=/2M(E-V
a jejiz amplituda je vyssi (niz§f) v mistech pomalejsi (rychlejsi) oscilace.!” Nezapomi-
nejme, Ze (5.7) mé dvé feSeni lisici se znaménkem, které ddvaji postupné viny ve dvou

7To je intuitivni: hustota pravdépodobnosti se chové jako pfevracend hodnota k(x), tedy pienesend
jako pfevracend hodnota rychlosti, kterou by klasicka ¢astice danym bodem prochézela.
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smérech. Obecné feseni I diky linearité (5.1) bude libovolna jejich superpozice

¥i(x) = %exp (i / k(x)dx) + \/%exp (—' / k(x)dx) (5.8)

¢i ekvivalentné c
Pr(x) = NGE) sin (/ k(x)dx + (pg) (5.9)

pro

k(x) = %\/21\/1(15 — V().

Klasicky nedostupna oblast

(5.7), kterd pro V(x) > E pfifazuje k(x) ryze imagindrni hodnotu. Pfeznac¢ime tedy

oM

k(x)? = —k(x)? = ?(V(x) —E) (>0)

a do vzorce (5.3) dosadime k(x) = ix(x). Tim okamzité dostdvame exponencidlné ros-
touci nebo klesajici feSeni

Yr(x) = \/%exp (/K(x)dx) + %exp (— /K(x)dx) (5.10)

Pfechodova oblast

Stejny trik nemtiZeme vyuZit v oblasti III, protoZe v ni nemtiZe byt splnéna podminka
|AV (x)| < |E — V(x)] (situaci dale nenapoméha, Ze amplituda i vinové délka diverguji,
jak V(x) — E). Pro dofesSeni tlohy na téchto kritickych tsecich potiebujeme uvazovat
V(x) véetné jeho zmén podél x.

WKB aproximace pfedpoklddd, Ze rozdéleni na oblasti I, II, III 1ze provést tak, Ze
v pfechodovych oblastech lze potencidl V(x) dobfe aproximovat tsetkou. Vyfesme
tedy , kanonicky” tvar

—¢"(x) + xp(x) = 0.

do kterého se vhodnou transformaci nezavislé proménné da (5.1) vzdy prevést.'®

18]e potieba trasformaci x + x — xo bod obratu posunout do x = 0, volbou hladiny nulové energie
E = 0 posunout odpovidajicim zptisobem vertikdlné potencidlovou funkci V(x) a nakonec $kdlovanim
x +— ax opravit konstanty. Hodnota nezndmé funkce 1(x) ztistane zachovdna. Pozor na to, Ze v jednom
bodé obratu bude potieba & > 0 a ve druhém a < 0.
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A2 Ai(x)
+ 0.5

Vi(x)

A
I

+-0.5

Obrazek 3: Graf Airyho funkce Ai(x) a jejich aproximaci pro kladnd a zadpornd x. Slabsi
¢arou potencidlova funkce (v nesouvisejicich jednotkach; voleno E = 0), jiZ by takové
feSeni odpovidalo.

Tuto rovnici Fesi libovolnd linedrni kombinace specidlnich Airyho funkci Ai(x) a
Bi(x). Obrazek 3 ukazuje graf funkce Ai(x) ajejich dvou aproximaci platnych pro x < 0
ax>0:

. X——00 1 . 2 3 7T
AI(X) ~ W Sin <§(—X)2 + Z) ,
X—+00 3

. 1 2 3
Ai(x) = 2\/%Wexp (—gxz) :
Druhé bazova funkce ma podobné chovani pro zdporna x, ale na kladné poloose se
chova jako kladna exponencidla a diverguje.
Vidime, Ze limitni tvary Airyho funkce jsou aplikovatelné jiz velmi blizko nuly, tedy
pfechodovou oblast staci volit relativné tizkou. Srovnejme navic tvary aproximaci (5.11)
s feSenimi (5.9) a (5.10) pro odpovidajici ,, potencial”

(5.11)

hZ

V(x) = i

a E = 0. Tehdy pro x < 0, resp. x > 0 ziskdvame

k(x) =+v—x, resp. x(x)=+/x.

Odpovidajici integraly vystupujici v (5.9), resp. (5.10) déavaji

2 2
/k(f)di = —S(-0)i+e /K(f)dﬁ? = Sxite
coZ jsou ¢leny objevujici se na stejnych pozicich v (5.11), dokonce i faktor 1/+/k(x) =
(—x~)_1 ~/ 4, resp. 1//x(x) = x71/* souhlasi. Vidime tedy, Ze vhodnou volbou konstant
C, C1, Gy, g bude i v obecném piipadé snadné feSeni oblasti I i II na odpovidajicim
zptisobem posunutou a protazenou funkci Ai(x) hladce napojit.
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Airyho funkce si pro vétsinu praktickych vypoctlh nemusime pamatovat, postaci
z pozorovani vyse vyextrahovat propojovaci formule:

Kl(x) exp (— /xj K(X)dX> > kz(x) sin (/xxo k(x)dx + g) (5.12a)

a podobné z asymptotiky Bi bychom ziskali

\/% exp (+ /}: K(x)dx) “ ﬁ cos (/xxo k(x)dx + %) : (5.12b)

(Oba vzorce plati pro potencidl rostouci napravo od bodu obratu x,, v opa¢ném p¥ipadé
plati s obracenymi mezemi vSech integralii.)

Napojeni vzorcti a vznik kvantiza¢ni podminky

Od feSeni bezcasové Schrodingerovy rovnice (5.1), aby byla vlastnimi funkcemi hamil-
tonidnu, vyZadujeme, aby byla normalizovatelna. Limitné tedy pro x — d-co musi kle-
sat k nule, coZ pro prvni klasicky nedostupnou oblast z obrdzku 1 umoZniuje pouze ¢len
(5.10) s kladnou exponencidlou a pro druhou se zdpornou. Podivejme se, co to bude
znamenat pfi napojovani ¢aste¢nych feSeni I, II, Il do tplného fesent:

Zaéneme v prvni nedostupné oblasti, kde volime v (5.10) C; = 0. Poté pouZijeme
propojovaci vzorec (5.12a) (s obracenymi mezemi) a napravo od bodu obratu ziskavame

asymptotiku 3
2C ) (/x . 7T>
sin k(x)dx + —
k(x) X1 ( ) 4

v disledku relaci (5.11). Ve stfedni oblasti I tedy volime C = 2Cy a 99 = 7/4. Pre-
chod mezi exponencidlnim a sinusovym feSenim je (oproti integraci od bodu obratu
x1) doprovazen fazovym zpomalenim o 7t/4. Stejnou funkci pak budeme chtit ve dru-
hém bodé obratu x; napojit opét na exponencidlu klesajici do x — +o00, na ¢emzZ dojde
k dalsimu zpomaleni o 7t/4. Na intervalu (x1, x7) vinova funkce ziské celkovou fazi

X
/ ’ k(x)dx 42 x E,
X1 4

kterd musi byt celo¢iselnym (a zfejmé pfirozenym) ndsobkem 7, aby néjaky (kladny
nebo zdporny) ndsobek pravé strany (5.11) Sel se ziskanou funkci v oblasti I dat do
rovnosti. Vzhledem k tomu, Ze soucasti pfedpisu (5.7) pro funkci k(x) je energie E, do-
stdvame podminku, kterd mhzZe platit jen pro nékteré specialni hodnoty volby E a pro
ostatni vede k nenormalizovatelné funkci ¢(x) — tedy kvantizacni podminku uvazo-
vaného systému. Pfiklad spravného navazani pro vhodné zvolenou energii E ukazuje
obrazek 4.
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Obrazek 4: P¥iklad vinové funkce nalezené WKB aproximaci pro potencidlovou funkci
z obrazku 1. Modry, resp. zeleny, resp. cerveny graf ukazuji ¢asti sinusového, resp. ex-
ponencialniho, resp. pfechodového feSeni. VytaZena je také amplitudova ¢ast feSeni
(5.9) klasické oblasti. Vzorce ve spodni ¢asti ukazuji piispévky k fazi oscilaci v celém

intervalu mezi body obratu x; a x;.

Vénujme se vyznamu integralu

/ dx—/ \/ZME V(x))dx = ;z xzp(x)dx,

kde p(x) je klasickd hybnost vymezend kinetickou energii zbyvajici ¢astici z celkové
energie E v misté x po odelteni potencidlni slozky V(x). Integral této veli¢iny mezi
body obratu zname z Teoretické fyziky jako polovinu redukované akce Sy. Podminku

X2 7T X2 1
/ k(x)dx + 5 =nmn e N, piip. k(x)dx = (n + E) mr,n € No, (5.13)
X

1 X1

tedy mGZeme ekvivalentné psat jako

So= (2n+1)mth = <n+%) h,

coz je presnéjsi verze historické Bohr—-Sommerfeldovy kvantizace (oproti které je navic
oprava % k ndsobku Planckovy konstanty), pouzivané k odhadim energetickych spek-
ter pfed vyvinutim dnes$ni podoby kvantové mechaniky. WKB aproximace tedy tento
vzorec nejen opraviiuje, navic pfidava tuto opravu a pfedevsim dopliiuje i o pfiblizny
tvar vlnovych funkci odpovidajicich ziskanym energiim.

Ptiklad. Méjme castici hmotnosti M v nekone¢né hluboké potencidlové jameé. Urcete
WKB aproximaci mozné hodnoty energie. Srovnejte je s pfesnym vysledkem ze zimy:.
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Uvazujme potencidl V(x) definovany

0 - ’
Vi(x) = - a<x<a
+oo jinde.
Body obratu ¢astice jsou pochopitelné x; = —a a x, = a. Dle (5.13) pfipustné hod-

noty energie E, splituji

_/a\/zh—];/I(En—V(az))daz:_/a,/zh—]\z/IEndaz: (n-l—%) 7T,

coz po integraci dava
h? 1\2
En=—— -] .
" §Ma? (" * 2)

Energetické hladiny jsme dostali nespravné, oproti pfesnému vysledku ze zimy

2.2
heme 5

E,= T
" 8Ma2n

(5.14)
piebyva J pfittend k n. To mé4 snadné odtivodnéni. Presné tento faktor je oprava pfidand
WKB aproximaci k Bohr-Sommerfeldové tvaru kvantovaci podminky za pfechodové
oblasti, nicméné v naem pi¥ipadé Z4dné prechodové oblasti neexistuji. Regeni musi
piejit ze sinusového tvaru na (—a,a) okamzité na nulu (kterou by pfipravené vzorce
pfedpovédély ve tvaru e”®). Sprdvnd kvantovaci podminka tedy pro tuto situaci zni

X
/ ’ k(x)dx =nm, n €Ny
X

1

a dava skute¢né vysledek (5.14).

Ptiklad. Mé&me céstici hmotnosti M v poli jednorozmérného harmonického oscilatoru.
Urcete mozné hodnoty energie WKB aproximaci a porovnejte je s pfesnymi hodnotami.

Z klasického hamiltonidnu jednorozmérného harmonického oscildtoru nejprve ur-
¢ime body obratu:

1 2E
H(p,x) = ZP_M + §Mw2x2 = Xp== M2’

Vyjdeme opét z (5.13), kde po dosazeni integrac¢nich mezi a potencidlu dostdvame pro
mozné hodnoty energie E;, rovnost

X
2M Mw? 1
A - ~2 X pr— —
/\/h2 (En > x)dx (n—i—z)n
X1




Obrazek 5: Vlnova funkce ziskanda WKB aproximaci pro 10. excitovany stav kvanto-
vého harmonického oscildtoru. Barevné oznaceni navdzanych ¢asti odpovidd obrazku 4.

V pozadi Sir§Sim tahem pro srovnani pfesné feSeni pomoci Hermitova polynomu. Vy-
znacena je téZ amplituda feSeni v klasické oblasti a klasické body obratu.

2WVi(x)

Obrazek 6: Situace uvazovana pii studiu tunelového jevu

a po integraci

1
En:hw<n+§),

coz pfesné souhlasi s velmi pracné ziskanym vysledkem ze zimy. Srovnani vlnovych
funkci ukazuje obrazek 5. Aproximace pro vinové funkce funguje nejlépe pro vyssi exci-
tace, pro nizké hodnoty n vychdzi energie sprdvné, ale napojeni nefunguje velmi hladce
v diisledku nepftilis zfetelného oddélent oblasti I a IIl blizko dna paraboly.

Ptiklad. (Tunelovy jev)

Méjme systém jako na obrazku 6, kde E = %. Potencial V(x) mé limity O v obou
nekonecnech, takZe umoziiuje rovhomérny pohyb s hybnosti py, v jisté oblasti vSak pfe-
kracuje hodnotu E. Jedna se tak o situaci pfesné opacnou k potencidlové jamé, tentokrat
jsou klasicky dostupné oblasti A a C na krajich a klasicky nedostupnéa oblast B mezi
nimi.

Abychom ukazali, Ze kvantova ¢édstice mtiZe bariérou protunelovat, a spocetli, s ja-
kou pravdépodobnosti, budeme hledat staciondrni feseni, které se asymptoticky bude
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chovat v sektoru A jako linedrni superpozice dopadajici a odraZené viny

—ipgx

Ya(x) = At + RAe (5.15a)

a v sektoru C jako vlna prosla .
Pe(x) = TAe T . (5.15b)

V sektoru B nepozadujeme Zadnou asymptotiku.

Budeme postupovat zprava doleva: na pravé strané od potencidlové bariéry budeme
postulovat feSeni tvaru (5.8) s C; = 0 a vhodnym fdzovym posunem (integra¢ni kon-
stantou), které se asymptoticky (kdyz V — 0) chové jako

. C . * 7T ~ h M“'i(PO_ m
Pe(x) = mexp (z/xz k(x)+z4dx) NC”Poe ; = const. e 7,

a kosinovou a sinovou ¢ast tohoto feseni navaZeme dle propojovacich formuli (5.12a) a
(5.12b) (s ozrcadlenymi mezemi) na sektor B:

Yp = f(x) (exp (/xxzx(x)dx) + %exp (— /xxz;c(x)dx)) :

Z hlediska bodu x1 je integrédly v exponentech moZzné prepsat jako

/xxz k(x)dx = /:2 K(x)dx — /xxx(x)dx,

N—_————
const.

tedy

kde

Q=exp (/):2 K(x)dx> :

Tento zdapis je pfipraven k opétovnému pouZiti propojovacich formuli, tektokrat k pte-
chodu pfes bod x; do oblasti A:

=m0 om0 5)

Nakonec opét uvazujeme asymptotickou oblast x — —oo, kde V' — 0:

Pa(x) zC\/% (ZQsin (—%—F(p ) +Zcos <_p7(:1 + ¢ ))
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Pfevodem sin, cos zpét na exponencidlni tvar a porovndnim nalezenych tvartt 4 (x),
Pc(x) s (5.15) dostaneme koeficienty priichodu a odrazu pro amplitudy

2
T — _jel(Potep) 4Q . R= eZiﬁvéﬂ'
1+4Q2 1+4Q2

Intenzita tedy projde s transmitivitou

2

4Q

_ T2 _
T=T _'1+4Q2

Tento vzorec funguje dobie hlavné pro potencidly s pozvolnymi a dobfe definovanymi
linedrnimi pfechodovymi oblastmi (podminky WKB aproximace). Dale pro Q > 1
(velmi vysoka a/nebo Siroka bariéra) dostdvame

ThQ2= ef% 2 \/2M(V(x)fE)dJZ’

tedy exponenciilni snizovani koeficientu prtichodu se sitkou bariéry.
Yy Y-

5.2 Ritzova variaéni metoda

Varia¢ni metody nachdzeji pouZiti v situacich, kdy jiné pfiblizné metody hledani spek-
tra nebo vlastnich funkci hamiltonidnu selZou. Zde se seznamime s Ritzovou varia¢ni
metodou. Jeji zdkladni myslenka je zaloZena na prostém faktu, Ze sttedni hodnota libo-
volné veli¢iny nemtiZe byt mensi, neZ nejnizsi hodnota ze spektra jejich hodnot. Ritzovu
metodu ukdZeme pro Hilbertovy prostory spocetné dimenze s hamiltonidny s ¢isté bo-
dovym spektrem.

Je-li Eg energie zakladniho stavu systému popsaného hamiltonidnem H, mtizeme
princip Ritzovy varia¢ni metody vystihnout nerovnosti

< 480

platnou pro v8echny nenulové vektory |¢) € . Bud’ (|¢;))ien, ortonormalni soubor
vlastnich vektort H spliiujicich

Hlyp:) = Eilgi), Eo<E <..., Y |y)(y;] =1

i€Ng

Potom

wly) ($lyp) ; (ply)  —

pFi¢emz rovnost nastava pro ) = |¢y).

<¢|H|tp) - Z <¢|¢z><lpz|H|¢] lP]\lP Z (p[wi) 7~P1|¢> > E,,
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Minimalizace funkciondlu vystupujiciho na pravé strané nerovnosti (5.16) neni na
celém 7 tlohou o nic snazsi, neZ feSeni vlastnich hodnot operédtoru H. Proto se v praxi
provadi vybér n-parametrické t¥idy vektort | (aq, ..., a,)) a minimalizuje se vyraz

B (gb(ocl,...,an)\lfl\gb(ocl,...,oan))
E(ay, ..., an) = Blan e [B(ar, o)) (5.17)

Je-li vyraz na pravé strané spocitatelny, jedna se o hleddani minima funkce n promén-
nych, tudiz fesime

oE .

87(1-(“1'”"“") =0, i=1,...,n,
odkud nalezneme bod (zx(l),. ..,&%), v némZ funkce E(aq,...,ay) nabyva minima. Hle-
dand aproximace energie zakladniho stavu Eévar) je potom rovna Eévar) =E(a?,...,a9).

Ji pfislusi vlastni vektor |1[Jévar)) = |p(a?,...,a9)).

Aproximaci prvniho excitovaného stavu uré¢ime rovnéz hleddnim minima funkce
(5.17), nyni v8ak s dodate¢nou vazbou

<¢(“1/ A /“n)'lpc()var)> - 0.

Regenfm této tlohy ziskdme bod (al,...,al), energii 1. excitovaného stavu EYW) =

YV

E(a},...,a}) a pHslusny vlastni vektor |¢§Var)> = |¢p(a},...,a})). Do vyssich excitova-
nych hladin postupujeme analogicky.

2z v z ~ : z s . v 2 st . var
Pozndmka. Obecné 1ze ukézat, Ze nejen zdkladni, ale i obecné k-t nejnizsi energie E ,E )

ziskand varia¢ni metodou je vétsi nebo rovna k-té nejniZsi energii ze spektra hamiltoni-
anu H.
Pozndmka. V zavislosti na charakteru zvolené t¥idy vektort feSeni tlohy pro vyssi exci-
tované stavy miize a nemusi existovat, napiiklad se miiZe stat, Ze mnozina neobsahuje
Zddnou dvojici vzajemné ortogonalnich nenulovych vektort.

Castd volba tfidy vektort je linedrni obal n pevné zvolenych linedrné nezavislych
vektort (|¢1), ..., |¢n)) (nemusi tvofit ortonormélni soubor). Potom volime

lP(a1, ..., an)) = a1|@1) + ...+ &n|@n).

Definujme podprostor
W=llen),-- lon)lr

a kanonickou inkluzi
Py W — 2 : x — x.

Sdruzené zobrazeni P}, : # — W je ortogondlni projekce na podprostor W. Minimum
funkce (5.17) je potom nejmensi vlastni hodnotou hermitovského operatoru Hyy, defi-

novaného
Hy = P}, HDy, (5.18)
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na kone¢nérozmérném prostoru W. Problém hledéani spektra H je tim pfeveden na hle-
dani spektra matice Hyy v libovolné bazi.
Uvedeme zde bez dtikazu vétu, jez déva do souvislosti vlastni hodnoty H a Hy."”

Véta 5.1. Bud'te Ey < E; < ... < E,_1 n nejmensich vlastnich hodnot operatoru A
(kaZdou vlastni hodnotu je tfeba zapocitat tolikrat, kolik je jeji degenerace). Oznacme
ep < e <... < e, vlastni hodnoty operdtoru Hyy definovaného dle (5.18). Potom

E]'Sej, j:0,1,...,n—1.
Pozndmka. PovSimnéme si, Ze v tomto piipadé da varia¢ni metoda vZdy tolik hodnot,
jakou jsme zvolili dimenzi podprostoru.
Matici Hy mtize byt nesnadné zkonstruovat. V bazi (|¢y))?_, by jeji (k, I)-ty element

Hy; splitoval

n
Hyle) = Y Hylgx),
=1

n
H|¢)) = Y Hulox) + Eleny ortogonélnina W,
k=1
Typicky mdme pouze piistup k maticovym elementiim danym vzorci

n

(pilHlp1) = Y (@jlx) H,
k=1

které, uspofddané do matice, odpovidaji matici (Hj;)?,_, operdtoru Hy vyndsobené
zleva Gramovou matici G nasi baze. Podminku vlastnich ¢isel

det(Ay — A1) =0

tedy rovnéz vynasobime det G a ziskdame ekvivalentni tvar
y y

det((g;|flgr) — Agjlgn) ) =0,

ve kterém se vlastni energie nejcastéji hledaj.

Pozndmka. Je obtiZzné odhadnout chybu této aproximace. Pokud napi. pro jednoroz-
mérny harmonicky oscildtor s bazi vlastnich funkci (|1)),en, zvolime nep¥ili§ vhodnou
parametrizaci

|p(ay, ..., a5)) = a1|10) + ... + as|14),

je zfejmé, Ze Ritzovou varia¢ni metodou ziskdme hodnotu energie zdkladniho stavu
Eévar) = hw(10 4 1/2) misto skute¢né hodnoty Ey = F%

vvvvvv
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Nez pfestoupime k piikladu, dokdZeme si kvantovou obdobu viridlového teorému.
Bud'te T resp. V(X) kinetickd resp. potencidlni energie soustavy. Viridlem v klasické
mechanice rozumime funkci

X-VV (%),
pricemz plati, Ze ¢asovéa stfedni hodnota viridlu je rovna dvojnasobku ¢asové stfedni
hodnoty kinetické energie, tj.

(x-VV(X)) =2(T).
Ocekavame obdobu v kvantové mechanice.
Véta 5.2 (Viridlovy teorém). Necht hamiltonidn H # H(t) m4 tvar

5

Bud’ |¢) jeho stacionarni stav splitujici H|¢) = E|p). Oznaéme T = 213]\24 Potom plati

2(T) ) = (X-VV (). (5.19)

Diikaz. Ze zimy vime, Ze &asovy vyvoj stfedni hodnoty pozorovatelné A # A(t) ve
stavu |¢) je uréen rovnici

o -
iz (A)y) = (A H])jy)-

Navic pro stacionarni stav |1) a operator A # A(t) plati

d .
g1 A =0,
protoZe |¢) se vyviji pouze ve fazi a na té stfedni hodnota nezavisi (vyzkousejte si).

Bud’' A = P- X a |¢) stacionarni stav z pfedpokladt véty. Uréili jsme tedy

< [P X, H] >|¢> — 0. (5.20)
Uzitim komuta¢nich relaci (1.1) a (1.2) uréime komutator na levé strané (5.20)
s (BB
P-XA| =P [%, A+ [B, A] X = P | &, S|+ [B, V(®)] & =

= %ﬁz — V() X

a dosazenim ziskaného vysledku do (5.20)
(. P .

Tim je vSak formule (5.19) dokazana. Il



Priklad. UZiti Ritzovy varia¢ni metody k urceni energie zakladniho stavu atomu helia.

Atom helia je ve velmi dobré aproximaci mozno povazovat za systém tvofeni dvéma
elektrony nachazejicimi se v coulombickém poli jddra. Hamiltonidn zkoumaného sys-
téme ma tvar

3»2 4\2 . . .
0 Py Mo ze 78 4 a (5.21)
MM X g Xl 1Xa) - Xl
kde v piipadé helia klademe Z = 2. Déle jsme zavedli oznadeni &> = 473;0. Bud’ Hy

hamiltonidn bez posledniho ¢lenu, A’ bud’ posledni ¢len, zprostfedkovavajici vzajem-
nou interakci elektronti. Ze zimy zname explicitni tvar vlnové funkce 4109 popisujici
zékladni stav elektronu v iontu He™

1 (Z\*? _&
Pro0(r, 8, 9) = N (E) e, (5.22)

kde a pfedstavuje Bohrtiv polomeér

hZ

a=—:>z.
Me?

V zakladnim stavu |¢) atomu helia se nachazeji oba elektrony ve stavu 190 (7, 9, ¢ ), kam
se ,vejdou” ve shodé s Pauliho vylu¢ovacim principem diky rozdilnému spinu (spin i
vylucovaci princip pro tcely nynéjsSiho vypoctu zcela odignorujeme). VInova funkce
lp) € L2(RS, d3x(1)d3x(2)), jeZ je vlastni funkci Hy piislusejici energii zakladniho stavu

E(()O), ma tvar

1(2\° 2
1) = P100(r1, 01, 1) P100(r2, B2, @2) = - (;) e (n+72), (5.23)
Energie E(()O) je urena vyrazem
_272
EY = eaZ . (5.24)

V zimé jsme rovné urcovali energii zdkladniho stavu atomu helia pomoci poruchové

(1)

teorie do 1. fadu s uvdZenim poruchového ¢lenu H'. Piislusnd oprava energie E; ' vysla

5 5087
E = (| A'|y) = s (5.25)
a
kde |¢p) je vlastni funkce (5.23) operatoru Hy. Pro energii zédkladniho stavu jsme tak
dostali
Eo = E\” + E) = —108.8 4 34.0 = —74.8¢V. (5.26)
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Nyni pouZijeme Ritzovu varia¢ni metodu k ziskédni jiného odhadu. UZijeme pfitom
jednoparametrickou tfidu zkusSebnich vektorti popsanych vlnovymi funkcemi

1 —C\T T
|@(r1, @1, 01,72, 2, 02, €)) = —eC(nr2), (5.27)

T
kde variujeme hodnotu vystupujici na misté zlomku Z/a ve vyrazu (5.23). (PovSim-
néme si, Ze pfi volbé { = Z/a prechdzi (5.27) na (5.23).) Pro V¢ € R jsou vlnové funkce
(5.27) normalizované k jedniéce. Dle (5.17) hleddme minimum funkce

E@Z) = (e(0)H|e(Z)) = (9(5)[Holp(2)) + (@(&)|H'|p(£))- (5.28)

Druhy skaldrni souc¢in na pravé strané posledni rovnosti ziskdme pfimo z (5.25) zame-
nou Z/a — ¢, nebot’ operator H' je na Z nezavisly, tj.

(P@)IA9(E) = 22 (5.29)

Prvni skaldrni soucin na pravé strané (5.28) je mozno vyfesit rovnéz bez pocitani in-
tegralu. Operator Hy je vSak tfeba rozdélit, nebot' v jeho potencidlni &4sti explicitng
vystupuje zavislost na Z. Abychom mohli pfi pevném Z provést pro V¢ € R zdménu
Z/a — & musime operator Hy = Hy(Z) rozepsat jako

N Z

Ay(2) =T+ V(Z) =T+ =V (Za), (5.30)

SR
EN

kde operator kinetické energie T je pfedstavovan prvnimi dvéma ¢leny formule (5.21),
v niz druhé dva ¢&leny reprezentuji operator V(Z).
Viridlovy teorém (5.19) v p¥ipadé naseho potencidlu ma podobu

2(T) o) = = (V) jp(2))-

Navic z (5.24) musi platit
(T+V(ga)|p(g)) = —2°Cal9(C))-

Z poslednich dvou formuli je mozZno ziskat

<T>|qv(€)> = &%, <V>|(p(('j)) = —28°Fa.

Na zédkladé rovnosti (5.30) musi byt

(@(2)|Ho(2)]9(¢)) = &¢(2a —2Z)

coz ve spojeni s pfedchozim vysledkem (5.29) déva

E(8) = 26(2a— 27 + 2

2) (5.31)
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Tato funkce nabyva minima v bodé &, = 1 (Z — &) a hledand hodnota energie je rovna

—2 52
EV = E(@E) = —= (Z2— =) = -775eV, (5.32)
a 16
CoZ s experimentalni hodnotou E(()eXp) = —78.9eV souhlasi podstatné 1épe, nez vysledek

(5.26).

Ziskany vysledek (5.32) je moZzno chédpat (se zpétnym pohledem na (5.24)) jako ener-
gii zdkladniho stavu, kde odpudivé sila mezi elektrony zptsobila odstinéni ¢asti ndboje
kazdého z nich.

5.3 Nestacionarni poruchova teorie

Predpoklddejme hamiltonidn ve tvaru
A = Fy + eV (), (533)

kde Hy nezavisi na ase.’ Jak tvar hamiltonidnu napovidé, budeme déle uzivat Di-
racovy reprezentace. Pfedpokladejme, Ze v pocate¢nim Case tp mdme systém ve stavu
|(to)) a Ze jeho Casovy vyvoj umime vyftesit v piipadé e = 0. Pro tento pfipad je tasovy
vyvoj stavu | (o)) moZno popsat Diracovym evoluénim operatorem Uy(t, ty), zavede-
nym v kapitole 3.2.2 rovnosti (3.28)

[p(t)) = Uo(t, to) [p(to))- (5.34)

V dal$im se budeme zabyvat tilohou, v niZ mdme zaddan stav systému | (tp)) v Case
to a zajimd nas, s jakou pravdépodobnosti pfejde systém po provedeni méfeni v Case t¢
do stavu |¢f¢), tedy uréenim vyrazu

[(Welw (). (5.35)

Zaved'me za timto ti¢elem evoluéni operdtor ve Schrodingerové reprezentaci U(t, ty)
zohlednujici cely hamiltonian (5.33) (v dal$im operétory a stavy bez dodate¢nych in-
dexti znamenaji Schrodingerovu reprezentaci)

[p(t)) = U(t, to) [p(to)). (5.36)

Podobné pro vyvoj stavii v Diracové reprezentaci zavedeme operator UP (¢, ty) spl-
Hujici?!

9P (£)) = UP(t, t0) [$P (o)) (5.37)

20Nestacionarni poruchova teorie se lii od poruchové teorie zavedené v zimé zavislosti poruchového
¢lenu V = V(t) na Case, ale také t¢elem — nezkoumame stacionarni stavy, ale ¢asovy vyvoj.

2IMame tedy uz celkem 3 evoluéni operatory: Uy(t, to), U(t, tg) a UP(t,ty). Piipometime, Ze viechny
jsou unitarni.
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Vztah mezi stavy v Diracové a Schrodingeroveé reprezentaci popisuje rovnice (3.29a)

9P (1) = Ug (£, to) | 9(1)).-

Za predpokladu |¢(to)) = [¢P(tg)) =: |¢o) (tedy Ze obé reprezentace se v Case to sho-
duji), miizeme posledni rovnost uzitim (5.36) piepsat jako

9P (1)) = Ug (£, to) U(t, to) o),
odkud srovndnim s (5.37) ziskavame rovnost mezi zavedenymi evolu¢nimi operatory
Ua-(t/ tO)a(t/ tO) = aD(tl tO) (538)

Déle na zakladé rovnosti (3.30) popisujici ¢asovy vyvoj stavli v Diracové reprezen-
taci musi platit

i 1gP(1) = 000 (1),

odkud dosazenim z (5.37) dostdvame diferencidlni rovnici pro operator UP (¢, t;)

ih%UD(t, o) = eV (TP (1, o). (5.39)

Vrat'me se nyni k vyrazu (5.35) a dosad'me do néj z (5.36) a (5.38)
(sl (t)) [P = [l U ks, o) [o) [* = || Uo(ts, to)UP ks, to) [iho) |-

Protoze +
(r1Go(ts, to) = (Tolty to) lipy) ) = [¢P)",

ptevedli jsme ptivodni tilohu na hleddni maticovych elementi®?

(el (te)) = (7 1T (5, to) | ¢o) (5.40)

operéatoru UP (¢ f,to), ktery se budeme snaZit ziskat na zakladé rovnosti (5.39). Pfedpo-
klddejme poruchovy rozvoj UP (¢, t) ve tvaru

tf/ i'o Z S LID i'f,t()) (541)

Cleny rozvoje UP " (tf,to) uréime dosazenim posledni rovnosti do diferencidlni rov-

nice (5.39) a porovnanim clent se stejnymi mocninami ¢. Clen s nultou mocninou ¢ se
vyskytuje pouze na levé stranég, tedy
d

ihEHD@(t, ty) =0

22Diky rovnosti reprezentaci stavu v &ase t jsou viechny komponenty ziskaného vyrazu v Diracové
obraze.
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a protoze (P (to, o) = 1, také

HD(O) (tf, to) =1.

Daéle porovnanim ¢&lentt tumérnych ¢, resp. €2 atd. ziskdvame pro dalsi ¢leny rozvoie
y y )

(5.41) rovnice

d
resp.

d

a déle dle stejného vzoru, které maji okamzité feSeni

~ (1) —1 N
ar” (tr to) = 7/‘/1)(1‘1) dtq,

in dt aP (¢, tg) = V(UL (1 1) = VP (1),

i dtuD (t.t0) = VPO UPY (4, 1),

(5.42a)

tf 15)
—1
uP (tf,to /VD t) uD (tp, to) dty = ( ) /dtz/dth (t2)VP (1),
to to

fo

atd. Obecné pro n-ty ¢len rozvoje (5.41)

(P! (tf,to (_1> /dtn /dtz/dtlv (t) ... VP(£)VP (1)

_ (‘7) /// dtydty .. dta VP (t) ... VP (8) VP (1),

f0<t1<t2<...<tn<ff

(5.42b)

(5.42¢)

V literatufe je mozno potkat operator UP " (tf, to) zapsany pomoci formalniho ope-

ratoru ¢asového usporadani T.

Definice 5.3. Bud’ A = fl(t) jednoparametrickd tfidd operatorti, bud'te t1, t, libovolné

¢asy. Casové uspotradany soutin operatorti A(t;) a A(t,) definujeme jako

A

T[A(h)A (k)] = {f}<f1)z}<tz),

kdyz
A(tz) (tl), kdyi

Analogicky definujeme ¢asové uspofadany souiin libovolného poctu operatortt A(t;) -

- A(tN).
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Vénujme pozornost nasledujicimu integralu:

b b
/dtz/dtlf[A(tl)A(tz)] = /(fltz/dtlA(tz tl —|—/dt2/dt1A tl tz (5.43)
to to fo to

~
th>t t2<t1

Formdlni zdménou t; < t; ve druhém integralu

b tr
/dtl/dtzA(tz)A t
to t

a naslednou zdménou integra¢niho potadi zjistime, Ze oba integraly na pravé strané
(5.43) se shoduji. Dostdvdme tak

/dtZ/dtl (t))A /dtl/dtzT (t2)].

Nahrazenim explicitnich mezi na levé strané celym integratnim rozsahem (to, ts) a ¢a-
sovym uspofadddnim soucinu v integrandu jsme zapocitali kazdou dvojici ¢asti (ty, ty),
ty > t, dvakrat (jednoujako (ty, t,) ajednoujako (t,, ty)) a to je zfejmé tfeba opravit vy-
délenim integralu dvojkou. Obecné pro vyssi fady miizeme integrovat pies cely rozsah
ve vSech proménnych a délit po¢tem permutaci proménnych:

b t3 ty 1 ty b ty
/dtn---/dtz/dtlA(tn)...A(tl) = m/altl/dt2.../altn"f[A(tl)...A(tn)].
fo fo to "o fo to

Rozvoj operatoru UP(tf, t) (5.41) je pak mozno elegantnéji zapsat

ty ty ty
N Toen s\ A .
UP(ts, to) = Z%)E (7) /dtl/dtz.../dtnT[VD(tl)...VD(tn)}, (5.44)
= to to to

coz je fada pfipominajici rozvoj exponencidly. Zaved'me forméalné

b b foo
Texp /dEA(E) = ]1+/dt1A(t1) +%/dt1/dt2T[A(t1)A(t2)} + ...
i fo ty  to
Vyjadreni (5.44) je pak moZno prevést do findlniho tvaru
Ll
0P (¢, t9) = Texp —%/VD(E)dE
fo
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Pozndmka. Srovnejte tvar tohoto zapisu feseni (5.39) s feSenim (3.21) rovnice (3.20) s kon-
stantnim operatorem Hj.

V dal$fm pfedpoklddejme nejhrubsi moznou aproximaci operatoru UP ( . to), tedy

oy
UP (tf, tg) ~ 1 — %S/VD(tl)dtl. (5.45)

fo

Dale bud’ Ho|l/)()> = Eoll[)0> a H()’lllf> = Eﬂl[]f>, takze

YRy = e B0y,

Tvar maticového elementu ve vyrazu (5.40) budeme fesit zvlast' pro (¢r|gp) = 0 a
($¢lo) = 1. UvaZujme nejprve prvni z pfipadti a dosad'me pfedpoklddany tvar fesent
(5.45) do (5.40). Dostavame

~
~

= oAt g, o) o) |
2 2

I / D & / D
~ | Grlgo) — et [ PPl = 5 |(yl [ VP (t)anlgo)|
to fo

(97 1T (t5, to) | o)

kde je moZno pievést operator VP (t;) do Schrodingerovy reprezentace uzitim (3.29b) a
zaménit pofadi integrace a vytknout konstanty ze skaldrniho sou¢inu. Vysledkem je

tf 2
2 82 i(t _t )(E _E ) N
‘ T2 /eh BRI (Y| V() [go)dt| . (5.46)

fo

(9P |UP (t5, to) o)

(Je nutné si uvédomit, Ze i ket [¢p) je v Diracové obraze, proto je v pfedchozim ¢lenu v
exponenciale i Ey.) Pfi nejhrubsi aproximaci musi pro ortogondlni stavy platit, ze prav-
dépodobnost, Ze astice, jez byla v Case ty ve stavu |p), bude po provedeni méfeni v
Case t¢ ptevedena do stavu |ipy), je stejnd jako pravdépodobnost, Ze méfeni v Case t¢
prevede Céstici, jez byla v Case tg ve stavu |¢¢), do stavu |¢y), §j. invariantni vici Casové
inverzi.

Vezméme si nyni ptipad (¢r|¢o) = 1 a zkoumejme stejnym zptsobem vyraz

2

ty
N 2 ] N
WPIOP (k. o)lgo)| = | ylo) — 5 (sl [ VP (1) dalgo)
fo
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Vyraz na pravé strané je > 1, nebot’ redlnd ¢ast vyrazu v absolutni hodnoté je tvofena
pouze (P¢|ipo) a je rovna jedné. K ni pfispé&je ryze imagindrni druhy ¢len, %3 a tak hod-

nota posledniho vyrazu musi byt > 1. V tomto p¥ipadé je tfeba v rozvoji UP (tr to)

uvazovat ¢leny timérné alespoti €2, abychom ziskali smysluplny vysledek.
Vratme se k ptipadu (¢[¢po) = 0. Zde se mlize v nejhrubsi aproximaci stat, Ze

pravdépodobnost prechodu |(y|p(tf)) ‘2 je mald v porovnani s pravdépodobnostmi
pfechodti do jinych stavti |1/J}> Pro nejhrubsi smysluplnou aproximaci muZe byt tfeba
zapotitat i ¢leny vyssiho fadu rozvoje. Podivejme se, jak dopadne aproximace do €.
Uzitim explicitntho vyjadteni P (t, ty) (5.42b) dostavéme

W10 e o)) | =~ |t / VP (t)dn — - /dh /dtzv (1)VP(t2) | lo)

Uvazujme libovolnou ortonormalni bazi (|iy) )k, potom lze posledni vyraz upravit

2
(g — /V (h dtl——/dtl/dtzVD t) (Zhl’k ¢k|> P(t2) o) | =

2
ff

= |5 [ @AV ) o)t - 55 / t / dta Y {1V ) ) (0 VP 12 o)

to

(5.47)

Pokud byla do prvniho #adu poruchového rozvoje UP (t f,to) pravdépodobnost pte-

(tr,to)|wo) ‘ ,mald”, bude v poslednim vyrazu pfevazovat ¢len s dvoj-
nym integrélem. Ten je mozno chépat jako preskok pfes mezistav, ktery umoznil sys-
tému dostat se v dlisledku naseho méfeni v ¢ase ¢ do findlniho stavu |¢r). Nejsme totiz
schopni rozlisit, zda systém v néjakém mezistavu byl ¢i nikoliv. Za povSimnuti rovnéz
stoji, Ze uvniti absolutni hodnoty se s¢itaji amplitudy pravdépodobnosti — tim padem

miiZze dochdzet k interferenci. Je snadno uvéfitelné, Ze pfi zapocitani vyssich ¢lenti roz-
voje (5.41) zohlednime vice moznych pfeskokti pies mezistavy.

Priklad. Interakce elektromagnetického zafeni s latkou

Predpoklddejme zafeni popsané klasicky, tedy Maxwellovymi rovnicemi pomoci
vektoru intenzity elektrického pole E a vektoru magnetické indukce B. Abychom tento
predpoklad ospravedlnili, budeme uvazovat zafeni s dlouhymi vinovymi délkami v po-
rovndni s rozméry atomt (vzpomerime na Comptonuv rozptyl). Déle pfedpoklddejme,

ZDle uvazovaného predpokladu je [pf) = [t) a integrdl zachovéva samosdruzenost integrandu

VP (t;). Skaladrni soutin ve druhém &lenu je tedy stftedni hodnotou samosdruZeného operatoru, a proto
redlny.

75



Ze zafeni neinteraguje s jddry — tedy Ze dochazi ke zméné pouze v atomovych obalech
(excitace, deexcitace). JelikoZ E ma na néboje urychlujici, resp. zpomalujici G&inek, za-
timco B pouze naté¢i smér pohybu naboje, budeme v prvnim ptibliZeni zkoumat vliv
pouze E. Hamiltonidn jednoho atomu zapiseme

A
=

A= HO—I—ZeE )X (k)
k=1

kde Hy popisuje elektrony vazané v coulombickém potencialu jadra, zatimco suma na
pravé strané popisuje jejich interakci s vnéjsim elektrickym polem (dopadajicim zate-
nim).

Zavedeme operétor celkového elektrického dipélového momentu vSech elektronii

D vztahem

A nooA
ZX

Za ptedpokladu, ze dopadajici EM zafeni je hnearne polarizované, 1ze volbou soustavy

v__ sV

soufadnic docilit, aby E(t)||D;. Interakéni ¢len V(t) je moZno zapsat
V(t) = E(t)Dy.

Zabyvejme se nyni otdzkou, s jakou pravdépodobnosti Wiy 4 (fo, 1) v prvnim
fadu nestaciondrniho poruchového rozvoje piejde systém, jenz byl v Case t; ve stavu
o), do ortogonalniho stavu |¢;) v Case t1. Za timto ti¢elem predpokladejme Hy|iy) =
Eolo), Holp1) = E1|w1). Dle (5.46), kde klademe & = 1, je hledana pravdépodobnost

t 2

1 i _ R
Wige) =) (o, 11) = 72 /eh(t ) (Er=Fo) () | DyE(t) | o)dt| =
fo

t 2

A 2 1 _
= {11 D1lyo)|" /eh(t ) (E1=E0) £ (£)dt (5.48)
fo

Z Klasické elektrodynamiky je zndm vzorec pro energii I(v) EM zéfeni dopadajiciho

na jednotku plochy na jednotkovy rozsah frekvenci kolem v za ¢as t; — tg

t 2
— c€o 27iv(t—tg)
I(v) = 2 /e E(t)dt|
to

kde E(t) v integrandu pfedstavuje intenzitu kolmo dopadajici slozky elektrického pole.

Oznadime-li v = 1B hE°|
finalni podoby

je moZno uzitim posledni rovnosti zjednodusit vyraz (5.48) do

2 A
Wige)—py) (fo, 1) = 7;2 | (1 Do) |* 1(v)
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Pravdépodobnost excitace (resp. deexcitace) Eg <+ E1 je tedy imérné &lenu |(y1|D1[¢po) ]2
(jejZ je tfeba brat jako konstantu) a hustoté energie slozky EM vInéni o frekvenci blizké

|E1—Eo| Eo|
V= "3

Priklad. Poruchovy rozvoj v nejniz$im fadu pro potencidl V # V(t) (v Diracové obraze
muze byt VP = VP (1))

Budeme postupovat obdobné jako v pfedchozim piikladu. Mé&me systém v case tg
vestavu [¢y). V Case t; provddime méfeni. Zajima nds pravdépodobnost W)y, ) ~+lg) (to, t1),
Ze jim pfevedeme systém do stavu |¢;). Hamiltonidn ma tvar H = Hy + V, pficem?
predpokladame (i |go) = 0, Ho|wo) = Eolwo), Holp1) = E1|¢:1). Hledana pravdépo-
dobnost je dle (5.46), kde klademe ¢ = 1, po jednoduché tpravée rovna

t 2
1 NN
Wigo) gy (for 1) = = [ (91 Vo)) /ehusl Eolt g
to

t24

Posledni integral je moZno spocitat™ s vysledkem

41| VIgo))* ., (E1— Eo
W\¢o>—>|¢1>(t0’t1) (Ex — E)2 S

Zavedeme-li oznaceni

It(w) = % sin’ (;wT) (5.49)
(viz graf na obrdzku 7), pak
1 A 2 Ei1—E
Wigo) i) (b0, 1) = o [ (W1 VIo) " Ty ( — °> . (5.50)

Tohoto vysledku vyuZijeme v nédsledujicim pfikladé. PovSimnéme si vyrazného po-
tlaceni posledniho vyrazu pro velké rozdily energii E; — Eg. Rovnéz je moZzno nalezeny

[l Vlgo)[* .. |11V 1go)|?
‘(EiEo;)Zl i T | (1 —t0)*

vyraz odhadnout shora hodnotami

Priklad. Nabita ¢éstice v krabici.

Mé&jme &éstici o hmotnosti M a néboji e v krabici (0,a) x (0,b) x (0,c) v potatetnim
stavu |grs). V Case t = 0 zapneme elektrické pole E = (E,0,0) a v &ase T jej vypneme.
S jakou pravdépodobnosti po zméfeni energie v ¢ase t > T najdeme ¢éstici ve stavu

|QRS), pticemz (Q,R,S) # (q,7,5)?

24Vypocet se provede bud’ exaktné matematicky s rozdélenim integrandu na redlnou a imaginarni &ast,
nebo podstatné rychlej$imi barbarskymi fyzikalnimi zplisoby okamzZitou integraci, pfi niz i pfedstavuje
jen symbol. Rozhodnuti nechdvam na vkusu poctare. Obé cesty vedou ke stejnému cili.
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Predpoklddejme, Ze castice nemtzZe z krabice uniknout. Pracujeme tedy na J# =
L%((0,a) x (0,b) x (0,c),d%x). Céstici v krabici je moZno chépat jako ¢astici v nekone¢né
hluboké trojrozmérné potencidlové jame. V pfipadé ¢éstice v jednorozmérné nekonecné
hluboké potencidlové jamé, kde V(x) = 0 pro x € (0,a), maji vlastni funkce ¢, (x) tvar

y(x) = \/% sin (%) : (5.51)

Pro g € IN tvofi tyto funkce ortonormalni soubor. Oc¢ekdvame, Ze vlastni funkce ¢astice
v krabici budou tvaru

8 . rmgxy .
lgrs) =4/ e (7) sin

apro g,7,s € IN budou rovnéz tvofit ON soubor, tedy (q7s|QRS) = 5,00,rJss. Oznaéme

(%) sin (E) (5.52)

c

2
H=Hy+V, HozmA, V = —eEx-.

K fesSeni ulohy vyuZzijeme vysledku pfedchoziho pifikladu (5.50). Budeme potiebovat
vlastni hodnoty E,s hamiltonidnu H. Jeho ptisobeni na ket |grs) je trividlni. Plati

Hyl|grs) = % l(”q)z + (%)2 + (?)21 |qrs) = Egrs|qrs). (5.53)

a

Déle bude tfeba urtit vyraz (QRS|V|grs). Uzitim tvaru vinovych funkci (5.52) a do-
sazenim za operdtor V = —eEx- dostdvame
) <

a b c
. _ —8¢E . (TIgXN .
(QRS|V|grs) = a—bco/dxo/dy()/dz{xsm <7> sm<

sin (%) sin (nTRy) sin (%) sin (NTSZ) }

Vyuzitim ortonormality vlastnich funkci (5.51) se integral zjednodusi na

a
—2eE . (mgxN . [ mTQx
p 0ROsS /xsm <7> sin (T) dx.
0

TQx
a

Po ru¢nim zintegrovani zbytku se vysledek rozpadne na dva podptipady

(5.54)

A 0 pro (4 + Q) sude,
RS|V\grs) = iché
(QRS|V]grs) {&Réss‘?ff’fﬁ pro (g + Q) liché.
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AIT((U) [HZ]

— T =4u
-==T=3u
----- T=2u
4 5w’

Obrazek 7: Prabéh Ir(w) pro rtizné hodnoty T. u je vhodna jednotka ¢asu, naptiklad

Y. s Y

us. Pro delsi interakéni ¢asy popisuje IT(w) uzsi spektrum energii.

Vysledné pravdépodobnost Wi, ors) (T), Ze Eastici, jeZ byla na pocatku ve stavu
\grs) ptevedeme mé&fenim provedeném po Case T do stavu |QRS), je dle (5.50) rovna

8aeE | gQ \?. [Eors— Egs
W\qrs)%\QRS)(T) = ( 25 ) ((Q2 — q2)2> It (T) 0rRIss,

pfi¢emz musi navic ¢ # Q, (9 + Q) liché. V 1. ¥adu poruchové teorie mtize systém
pfeskocit pouze do stavti s Q lisicim se o liché ¢islo. Pfeskok do zbylych stavii by se
objevil ve vys$im fddu poruchové teorie (viz (5.47)), kde by byl reprezentovdn dvéma
pfeskoky.

Vénujme chvili pozornost funkci I7(w) definované (5.49). Tato funkce nabyva ma-
xima pro w = 0, pf¥i¢emz nulové hodnoty nabyva v bodech wr = 27, kde k € Z\ {0}.
Priabéh pro T = 2,3, 4 je na obrazku 7.

Z grafu vidime, Ze pro T malé je Ir(w) dost $iroké, tj. nezanedbatelné pro velky
pocet moznych energii. Naproti tomu pro T velké je It(w) nezanedbatelné pouze v malé
oblasti kolem nuly. Cim delsi tedy je ptisobeni pole, tim mensi bude rozptyl nalézanych
energii cilového stavu. Toto je moZno chépat jako projev principu neurdcitosti energie:
Pfi méfeni trvajicim cas T jsme schopni urcit energii E s pfesnosti maximalné fadu 7/ T.

5.4 NA&ahla zména hamiltonianu

V posledni ze zde probiranych pfibliZnych metod budeme uvaZzovat systém, jeZ je v ¢ase
to < 0 popsan hamiltonidnem H_. V ¢ase t = 0 dojde ke zméné v systému. Systém je
v Case t > 0 popsdn novym hamiltonidnem H  (mtZe se jednat o chemickou reakci,
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zménu parametrtt HO, rozpad jadra...). Budeme se zabyvat otdzkou, s jakou pravdépo-
dobnosti pfi méfeni energie v ¢ase t > 0 naméfime energii E, pokud byl systém v case
to < 0 ve staciondrnim stavu |_): H_|p_) = E_|p_).>

Piedpoklddejme, Ze zndme spektrum i vlastni vektory operatortt H_, H, . Casovy
vyvoj pocéatetniho stacionarniho stavu |¢_) = |¢_(tp)) je pro Cas t < 0 uréen rovnici

p-() = e # (1)),
Pro ¢as t = 0 potom '
[¥-(0)) = ehE-Rly_(t0))- (5.55)
Za ptedpokladu, Ze vlastni funkce operéatoru H,. tvori ON bazi 5 (|¢;))ic.s: Hy|p;)) =
Ej|¢;), je moZno zapsat vyvoj poééteénﬂ}o stavu | (t)) v ase t > 0 pomoci rozkladu
vektoru (5.55) do baze vlastnich funkci Hy, jejichZ ¢asovy vyvoj zndme:

- (D) = Y. em 5 {gjlp-(0)) ;). (5.56)
jes
Predpoklddejme, Ze v ¢ase t; > 0 provadime méfeni energie a zajima nds, s jakou prav-
dépodobnosti Wiy, |y, (to, t1) pfevedeme systém do staciondrntho stavu [¢p4) = |@1).
Dle o¢ekavani je tato pravdépodobnost rovna

Wip sl (for t1) = [ (1) [ = [(p— (1) @1) |,

kam dosazenim za [¢—(t1)) z (5.56) a (5.55) a vyuZitim ortonormality baze (|¢;))c.»
dostaneme

2

HEHE fofy_|gp)|” =

Wiy ysipoy (to tr) = | X enFiftenE oy ;) (g;]p1)
jer

= [(p-lo) " = [(p-lp-)I*.

(5.57)
Vysledny vztah byl obdrZen za velmi zjednodusSujicich podminek — pfedev$im jsme
poZadovali znalosti spekter i vlastnich funkci obou hamiltonidntét H_, H. Ziskany vy-
sledek nicméné uZijeme v nésledujicich pfikladech.
Priklad. Nekonetné hlubokd jednorozmérnd potencidlni jama 8itky 4, tj. x € (0,a),
zdvojndasobi v ¢ase t = 0 svou §itku, tj. x € (—a,a). S jakou pravdépodobnosti najdeme
systém, ktery v ¢ase t < 0 byl v zdkladnim stavu, v zdkladnim stavu v ¢ase t > 0?

Tvar vlnovych funkci je na zdkladé (5.51) nasledujici:

)= 2an (P2). e = Fen ()

ZJednd se o piibliznou metodu z diavodu predpokladu okamZité zmény hamiltonidnu v ase t = 0.
Vhodnéjsi by bylo predpokléddat, Ze ke zméné hamiltonidnu dochazi v ¢asovém intervalu (—¢, €).
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Zé&kladni stav [p_o), resp. |P1) ziskdme pii volbé g = 1. JelikoZ |i_¢) neni na (—a,0)
definovano, bude hledana pravdépodobnost Wiy, )y, ) (t) déna dle (5.57) vyrazem

a
2 N2 [ . ymx\ . (7x
Wip_o)= .o (B) = [{—ol¢+0)|” = = /sm <7) sin <Z> ,

0

coZ po integraci dava
32 .
W|1P70>%|1j,7+0>(t) = W = 36%.

Ptiklad. Méjme atom tricia s elektronem v zdkladnim stavu. V ¢ase t = 0 dojde k -
rozpadu

1 A 3Het.
Ur¢ete pravdépodobnost, Ze po rozpadu nalezneme elektron v obalu jHe™ v zdkladnim
stavu. S jakou pravdépodobnosti v prvnim excitovaném stavu?
Normalizované vlastn{ funkce pro elektron v zdkladnim stavu atomu vodiku |y!)
resp. kationtu helia [§'®) maji tvar (viz (5.22))

1 (Z\** _,
po(r, ¢, 0) = NG <%) e #1/m, (5.58)
kde v ptfipadé vodiku klademe Z = 1, v pfipadé helia Z = 2. ay zde pfedstavuje Bohrtiv

polomér pro atom vodiku. Pravdépodobnost W, P s [ ghe) s Ze elektron v heliovém iontu

nalezneme v zdkladnim stavu, je dle (5.57) rovna

2

W gty s gty = ‘<¢5{!¢5Ie>

Dosazenim explicitniho tvaru vinovych funkci (5.58) a po urceni skalarntho souc¢inu

dostdvame 519
Wiyttt = 719 = /0%
Pfechod do 1. excitovaného stavu je komplikovanéjsi z diivodu degenerace 1. excito-

vaného stavu atomu He ™. Diky Wigner-Eckartové teorému?® ale systém muize z [¢}],)

prejit pouze do
1 Z\*"? Zr Zr/2a
= - 0

|1200) 1o ( a()) (2 ﬂo) e , (5.59)

kde opét v ptipadé iontu He™ klademe Z = 2. Pravdépodobnost pfechodu se rovna

1 o,
Wiyt —lgipe) = g = 257

26Skalarni soudin <IIJS§1 [ytl,), v pravdépodobnosti pfechodu vystupujici, 1ze interpretovat jako mati-
covy element skaldrniho operatoru 1. Kvantova ¢isla I a m se tedy museji shodovat s ketem, aby soudin
mohl byt nenulovy.
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Predpoklddejme déle, Ze mdme rovnovahu mezi B-rozpadem tricia a deexcitaci elek-
tront v obalu atomu helia [}¢) — [yf’). V diisledku této deexcitace je vyzéfen foton
o energii 40,8 eV (spada do UV svétla). Tento foton je moZno absorbovat jinym ma-
teridlem a pfevést tak jeho energii ve viditelné svétlo (predpokladejme, Ze se tak déje
s acinosti 100 %). Polocas rozpadu tricia je T;,, = 13.3 let. Urcete, kolik tricia je tfeba
k ziskani zdroje svétla o svételném vykonu 1 W.

Postup nechdm na bujné fantazii poctare. Vysledek by mél byt kolem 1.85 kg.
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6 Propagator

Otéazka drahového integrdlu a propagatorti se historicky vaZze hlavné k postavé Ri-
charda Feynmana, jehoZ pojednani o Stérbinovém experimentu Ize doporucit jako zaji-
mavou Cetbu pro rozsifeni motivacni ¢asti pozndmek. Tato kapitola jinak vychdzi hlavné
z knihy Quantum Field Theory [3].

6.1 VSechny mozné historie

Uvazujme vlnovou funkci (pro jednoduchost jednorozmérnou) ¥(g;, t;) v Case t;. Propa-
gétor K (g s ti) je jednoznaéné urcené integra¢ni jadro, které nam umozni napsat
vlnovou funkci v néjakém pozdéjsim Case {y podobné jako v Huygens-Fresnelové prin-
cipu pro vInéni:

P(qp te) = (qelU(ts, b)) = /K (a5t qiti) 9(qi ti)dg; (6.1)

Pokud bychom za pocétecni stav formalné dosadili zobecnény vlastni stav polohy, z{-
stal by na pravé strané (6.1) propagétor samotny, ktery je tak moZné interpretovat jako
amplitudu pravdépodobnosti pfechodu z mista q; v ¢ase t; do gy v Case ty. Nicméné
odpovidajici rozdéleni pravdépodobnosti je pochopitelné nenormalizovatelné (protoze
takové bylo pro pocéate¢ni stav).

Rozdélme nyni tasovy interval (t;, tf) do dvou podintervalt (t;, t,,) a (tm, t). Po-
kud pouZijeme definici propagatoru dvakrét pro vypocet ¥ (qs,tr) z (q;,t;) pres po-
mocnou funkci ¢ (g, tm), dostaneme

coz ndm déva rovnost platnou pro propagator

Jinymi slovy na pfechod z (g;,t;) do (qf,tf) mtZeme nahliZet jako na pfechod skrz
vsechny moZné mezibody q,, které mohou leZet i kdekoli mimo interval vymezeny g;
a q, jak ukazuje obr. 8.

Hezka ilustrace tohoto principu je priichod svétla optickou $térbinou. Vime, Ze do-
chézi k difrakci (ohybu), namisto toho, aby nékteré paprsky prosly a jiné byly pohlceny.
Teprve kdyZ tloust’ka stérbiny jde k nekone¢nu a svételné viny tak skrz ni mohou projit
kterymkoli bodem roviny, dostdvdme v limité neporuseny priichod paprsku.

UkdZeme nyni, Ze propagator je vlastné maticovy element operatoru ¢asového vy-
voje. Ve Schrodingerové obraze

p(ap ty) = aglp(te)) = aplUts t) (k) = / (qr|ULty, i)lgi) (qilg () dgi-

K(aptqiti) ¥(qiti)
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Obrazek 8: MoZné vyvoje systému mezi fixnimi polohami g; v Case t; a q¢ v Case tg,
uvazujeme-li mezistav v ¢ase t,;, t; <t <t f-

Jesté elegantnéjsi zapis ziskdme v Heisenbergoveé obraze, kde

) = Ut o) Mg (1)

pro libovolné fixné zvoleny referen¢ni &as t. Definujme zobecnény stav |g, t), ktery od-
povida zobecnénému vlastnimu stavu |g) v Case ¢, tedy

lg,t) == U(t,to) ' |q).

Tyto stavy maji vyznam pohybujici se vztazné soustavy, protoZe

(q,t[p™) = (glU(t, ) [9°(t)) = (gl (t)) = ¥(q,1). (6:4)

Diky tomu, Ze ortonormalni baze stavii zlistdva p¥i casovém vyvoji ortonormdlni, mi-
Zzeme psat

(p telp™) = /(% trlqi, ti) qi, til ") dg;, (6.5)
coz diky (6.4) znamena
(qp tr) = /(fifz trlgi ti)(qi ti)dq;, (6.6)
odsud plyne zapis
K (qr tr:qiti) = (ar trlqi ti)- (6.7)
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6.2 Rovnice pro propagator
Jakou rovnici propagétor musi spliiovat zjistime, kdyz zkusime spocitat jeho ¢asovou
derivaci (a qf, tf pfeznac¢ime na g, ):
. d o d o o
ih o K(q,t:qi 1) = (qlin U 4)|gi) = (q[HU(E 1) |g:)
[ avlalAly) W 1) la) = [yl AYK (v Lait). ©8)
Je-li A = Zma 2+ V(q,t), potom

. n? 92
Hly) = —5—=50(@q—-y) +V(qt)d(q—y), (6.9)

(4] 2m 3

a po pretazeni derivace z delta funkce k propagatoru dostaneme
. d 2\ 9
ih K(q,t:qi ti) = / dyd(q—y) | =5 | 52K W Laiti) +
Yy (6.10)
+ /dyV(q, 1o(q —y)K (Y, ;g ti).
To dava:
. d w92
lhﬁK (q/ £ qi, tl) = __a_qu (q/ [ qi, tl) + V(q/ t)K (q/ t; qi, tl) ’ (611)
coz je hledand rovnice, kterd by ve 3D vypadala (postup tplné stejny):

2
ZH%K (3_5, t; J_C)i/ ti) = —Zh—AK( ir ti) + V(f, t)K (3?, t; 3_61'/ ti) . (612)

Neboli K (X, t; X;, t;) je feSenim Schrodingerovy rovnice (jakozto funkce proménné X pa-
rametrizovand ¢asem t) s pocate¢ni podminkou

K(% t;; %, t;) = 6 (¥ - %). (6.13)

Mnoho vypocth se pozdé&ji zjednodusi, kdyz navic zavedeme propagatory respektu-
jici kauzalitu, tj. nulové pro ty < t; resp. ty > t;: retardovany propagétor

K( ) (xf,tf,xl, ) —Q(tf—t) (ff,tf,'fi,ti) (6.14)
a advancovany propagator

K( ) (xf,tf,xl, ) = 9(t — tf) (xf/tf;fi/ti) P (615)

kde 6 je Heavisideova funkce.
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6.3 Volna ¢astice

Zde se budeme, jak nizev napovida, zabyvat systémem s hamiltonidnem H = Zﬁ_m‘
Abychom si usnadnili postup, pfejdeme nyni do hybnosti reprezentace, kde
K(ﬁ/ t/ ﬁi/ tl) = <ﬁ/t’ﬁi/ ti>/ (616)

podobné jako dfive. KdyZ se podivame na Schrddingerovu rovnici v této reprezentaci,
obdrzime

Ld o T

ZFZ&K (p/ t; Pi, ti) = zp_mK (p/ t; Pi, ti) . (617)
Ta ma feSeni L

R (B, t; pit;) = e7 =150 (5 — ), (6.18)

resp. pro retardovany/advancovany propagator obdobné:

—i

=2
RS (5,65, 1) = 0 (£(t — 1)) 6O (F — i) e T =10, (6.19)

N4S cil je ovSem propagétor v g-reprezentaci. Abychom se k nému dostali, pfipome-

neme si ,

(27h)?

a prepiSeme vysledek v hybnosti reprezentaci do g-reprezentace

=l

(X|p) = e, (6.20)

R&E) (%1%, t;) = /(ﬂﬁ)K(i) (. t; pi t:) (Pi| %) pdp;

(6.21)
coz je ale divergentni integrél. To pro nds ale neni pfekvapivé, i na levé strané je zobec-
nénd funkce. Integral Ize pfesto riiznymi zptisoby spocitat. Jedna cesta vedouci k cili by
byla vektor |¥;) v (6.21) nahradit funkci k J-funkci konvergujici a limitu provést az jako
na tomto snadném piikladu ilustrujeme.

Regularizaci provedeme nahrazenim?’

i i
— — — 22
2m 2m Te (6.22)
ve findlnim tvaru integralu v (6.21), diky ¢emuZ dostaneme v (6.21) integral gaussov-

ského typu s kladnou redlnou ¢ésti koeficientu, ktery rozhoduje o konvergenci. To ndm
umozni integral vycislit, pro¢ez provedeme limitu a posleme ¢ do nuly.

?7Casto se potké ve tvaru funkéné ekvivalentniho pozadavku n — m + ie.

86



Pro zapomnétlivé pfipomeneme vzorecek platny pro Rea > 0

/ dxe= ™ +bx — Mze%. (6.23)
R a

Po nahrazeni a pouZiti tohoto vzorecku dostdvame

0(£(t—t)) T 2 exp —(¥—%)?

lim , ,
&0 (27th)° %(ﬁ;is) (t—t) an?i (ﬁﬂpis) (t—t)

coz po zkrdceni konstant a provedeni limity ddva vysledek

2 im(% — 7;)2
K& (7,65, ) = 0 (£(t — 1)) (%) exp (%) , (6.25)

ktery si dobfe zapamatujeme, protoZe spolu s vysledkem v hybnostni reprezentaci ho
budeme extenzivné vyuzivat v dalsich kapitolach.

6.3.1 Rozplyvani vinového baliku

Nyni znovu navstivime prvni cviceni z prvniho semestru kvantové mechaniky. Necht'
je na poc¢atku nas systém ve stavu jednorozmérného gaussovského baliku, zbaveného
fyzikélnich rozmér,

¥i(x, t =0) = <—> e (6.26)

¢asovy vyvoj tohoto stavu je uren propagétorem volné ¢éstice jako

P(x, t) = (%) ' /dx’K (x, 5", ¢ =0) ¢;(x), (6.27)

pokud oznacime & = »z;, dosadime za propagator z pfedchozi kapitolky a za ¥; dosa-
dime gaussovsky balik, dostaneme

1
Plxt) = (%) [y, (6.28)

coz je gaussovsky integral. Za pomoci (6.23) tak dostdvdame

2 74v¢2x2
) = — 4(1—ia)
plx1) (n) V ir 1—11xe
2 —in .2
- (;) ‘/ux—fm P (6.29)
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Z tohoto feSeni dostaneme hustotu pravdépodobnosti

2062 242 2

= 2 _ 1442
p =[x, )" = me , (6.30)

a to je na prvni pohled Gaussovo rozdéleni se stfedni kvadratickou odchylkou

1 4a% [m? 4 (2ht)?

VInovy balik se rozplyva stejné jako v zimé. VSimnéme si hlavné limit pro t — 0, kde
dostavame ptivodni vinovou funkci, a t — +o00, kde ¢ roste asymptoticky linedrné
v Case (shodné jako u Brownova pohybu).
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7 Drahovy integral

Propagator uddva ¢asovy vyvoj systému. Z minulé kapitoly vime, Ze bychom ho mohli
dostat z feSeni Schrodingerovy rovnice. OvSem propagator se dd ziskat i z drdhového
integralu, coz je objekt, ktery se pokusime osvétlit v této kapitole.

7.1 Opravdu vSechny moZné historie

V kapitole 6 jsme pro propagétor odvodili vztah (6.3). Neni divod, pro¢ misto jednoho
meziasu t, nezjemnit rozdéleni na N intervalfi, jak ukazuje obrazek 9, a pfipadné zku-
sit uvazovat limitu N — +o0. UvaZujme tedy propagator zapsany jako maticovy ele-
ment

(%f, t5] %5 i) = (Xp|U(t s, 1)| %5, 1), (7.1)

kde ¢asovy vyvoj na intervalu (t;, tr) rozdélime na malé podintervaly doby At, kde
a=2"" Nen 7.2
- N+1 © 7.2)

Daéle v ¢asech t; = t; 4+ kAt rozepiSeme mezistav vZdy pomoci rozkladu jednotky

1= [ d ) (3 (7.3)

a dostaneme tak

<ff, tf|9_fi, ti> = /d3X1 .. .d3x
(ZelU(tg, tn)13N) (NI (EN, 1) [N -1) - - (F U ()] 5) (7.4)

; N+1
= /d xp...dxy H (% U (b be1) [ % 1),
—1

kde jsme pro pohodlnost oznacili téZ (o, tn1) = (£, tf) a (¥o, Xn11) = (X5, Xf).

Z rovnice (3.20) je zfejmé, Ze pro maléd At

Ot teq) ~ I — %AtPI(tk). (7.5)

Pokud navic predpokldddme H(t) = f; + V(%,t) (jak ve zbytku kapitoly budeme),
pouzitim vztahti (1+az)(1+bz) = 1+ (a+b)zae* = 1+ z, obou platnych do prvniho
fadu v z, dostavame

h 2m h h h 2m
(7.6)

. i PP 5 i 3 P
Uty tio1) = T — -Att— — AtV (X, t;) = exp (——AtV(x, tk)) exp ——At
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al

tf = IN+1

Obrézek 9: Nékolik moZnych trajektorii mezi dvéma fixnimi polohami v ekvidistantnim
déleni ¢asu na N + 1 intervald.

Tento piepis obloZime vektory |X;) a pouZijeme vysledek (6.25) minulé kapitoly:
(%l Ut te1) [ To—1) ~

e , VLAY
~ exp <—ﬁAtV(xk, tk)> (Xk| exp <_ﬁAt2p_m> |Xe_1)
_ 1 ” m im (X — X_1)? (7.7)
- P < RV (ke tk)) (27Tih(tk - fkl)) eX ( )

2n(t — ty—1)
3 . N N 2 .
m 2 m Xy — X1 i -
= AR ) AT
(27tihAt> xp (2;1 t ( P ) ALV (%, tk)>

Vsimnéme si peclivé vyrazu vzniklého timto vypoctem v exponencidle, ve kterém jiz
vystupuji samé klasické proménné (zZaddné operatory). Po vytknuti spole¢nych faktort

NI

zbyva

. > o 2

1 m [ Xp — Xk—1 N

At - | ——F—— | — .

h (2 ( be =t ) Ve tk)) ' 79
kde vyraz ve velké zavorce je hodnota (klasického) lagrangidnu s formélné dosazenou
rychlosti

L (xk, /S Y tk) . 7.9)
b — tk—1

V pfedchozim jsme pouZili fadu aproximaci platnych do prvniho fadu v At. Budou
vysledku v limit¢ N — +o0, kde At — 0. Tehdy také integrace v (7.4) pfes vSechny
kombinace (x1, x,. .., xN) piejde v integraci pies vSechny trajektorie a argument v (7.9)
skute¢né v rychlost v ¢ase t = t; dané trajektorii odpovidajici. Detaily opravnénosti a
existence takové limity se ve vétsiné fyzikalnich publikaci nerozebiraji.
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Dosazenim (7.7) do (7.4) a uvaZovanim limity N — +oo tedy dospivdme k vysledku

N+1 3
m 2 1
- ,t _",t' — I d3 o d3 ( ) hL(xk,(xk Xg_ 1)/At i’k)A
(Xp, tp|%i, ti) Naraoy Bl N H 2minat) €
m NH i vN+1
— 1 ( : ) /d3 %Zkzl L(xk,(xk—xk,l)/At,tk)At,
N oo \27TiTIAE wdae

(7.10)
coz je defini¢ni vztah drdhového integralu. Pro zjednodusSeni zapisu se symbolicky za-
vadi ,mira” na prostoru vSech trajektorii spojujicich x; s x; v odpovidajicich pevnych
Casech t; atf

3(N+1)

B m(N +1) ’
7%(t) = lim (Hd3 ) (Wptl)) (7.11)

a rovnice zapisuje ve tvaru

i
(%p, t|%, 1) = / 97 (t)eh i LERD / DR(t)ehSED)], (7.12)

kde v exponentu v integrandu rozpozndvame (klasickou) akci, dobfe zndmou z teo-
retické fyziky. Tento integrdl se interpretuje jako integral pfes vSechny dréhy spojujici
pocétecni a koncovy bod v odpovidajicich ¢asech.

Obecné se Ize setkat s tvrzenim, Ze do integralu (7.12) pfispivaji hlavné trajektorie
blizké trajektorii extremadlni, klasické. To souvisi s pozorovanim, Ze zména akce s vy-
chylkou od trajektorie je v oblastech vzdélenych od klasické trajektorie linedrni, takze
pouhym zvétsovanim vychylky l1ze snadno najit dvojice trajektorii, které k drahovému
integralu pfispéji s opacnymi znaménky. Vychylky od extremalni trajektorie akci méni
az ve druhém ¥adu, takZe jejich ¢leny e interferuji konstruktivné.

7.1.1 Vyhody a nevyhody drahového integralu

Zapis pomoci drahového integrdlu umozZiuje snadno zkonstruovat poruchovy rozvoj
propagétoru (ano tonas éeké a nemine) a pfes matematickou nekorektnost, kterou jsme
vého, pr1stupu

Nebylo dokdzano, zda ZX je mirou v pravém slova smyslu, a tak vypocty integralt
jsou matematicky nekorektni. (Vyzva pro dalsi generaci fyziki!)

Obdobnd tvrzeni plati i v kvantové teorii pole: co 1ze kvantovat kanonickym (ope-
ratorovym) piistupem, lze popsat i pomoci drahového (funkciondlniho) integralu a fy-
zikalné méfitelné pfedpovédi jsou stejné. Ve vétsiné piipadi je ale postup s drdhovym
integralem mnohem snazsi (napt. kalibra¢ni teorie ve standardnim modelu) a fadu sys-
tému fyzikové jinak neZ pomoci drdhového integralu popsat viibec neumi. Proto se
funkciondlni integral vieobecné v QFT (Quantum Field Theory) pouZziva navzdory ma-
tematické nekorektnosti.
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7.2 Volna ¢astice

N4&s nové nabity kanén nechdme pochopitelné poprvé vystfelit na volnou ¢éstici a spo-
¢itame jeji propagétor piimo z defini¢ni limity drahového integralu.

Jiz pfi prvnim pohledu na vypocet, ktery nas ceké, je vidét, Ze bychom si méli pfi-
pravit ndsledujici vzorecek (zobecnéni gaussovskych integralii)

N
AL -1 dy . dan = 4 | W (N1 X0) 71
/]RNe 1 X1...dxy (NN N , (7.13)

platny pro Re A > 0. DokdZeme ho indukcdi.
Prvni krok N = 1 dokdZeme pomoci gaussovskych integrali (konvergentnich diky
stejné podmince na A):

4A2 +
/ efA((xl—x0)2+(x27x1) x2+x3) / T xo Yz / —%(x0—x2)?
R

indukéni krok provedeme od N — 1 k N:

—)\Zn L —xp-1)? d / — 4 (xn—x0)2 A (xn41—2N)
Xq . de = ————¢ N de =
fove e

[ N—1 472 (xg+Nxy 1)
T e **xo /\XNH TONZ(N+D)
NA N + 1

— - N 1 (xN41— Xo 714
(N+ 1))\ e 7.14)
Zpét k prikladu.
N+1 3(N+1)
5 Lo 3 m 2 i N7+1£H_ﬂ_2
Ko (¥t ki) = z&lflo/ H Cx(gmmag) | H AT, @)

kazdy z téchto integrali je dlvergentm, opét provedeme regularizaci
im . i(m+ie)
2nAt T 2nAt
a provedeme vypocet pomoci pfipraveného vzorecku a posleme ¢ do nuly:

m o\ S5 2mhAt 1 im
1\11—>oo <2mhAt) < —im ) (N+1)% exp <WN+1)(XN+1 Xo) ) (7.17)

VyuZijeme, Ze At(N +1) = tf —t; a Ze (X¥o,¥ny1) = (¥, Xf) a po zkrdceni konstant
dostdvame

A=—

(7.16)

- 3 im(¥p—)>
Ko (X¢,t5 %) = | =——7—— =t 7.1
o (Xp tr; %o ti) (27‘(ih(tf — tz')) e (7.18)

To je stejny vysledek, jako jsme dostali dfive v (6.25). Znaceni propagatoru volné ¢astice
jako Ko(...) zde zavedené uz budeme dodrzovat az do konce poznamek.
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7.3 Harmonicky oscilator

UkéaZeme si nyni na pfikladu harmonického oscilatoru, které trajektorie pfispivaji do
drahového integralu nejvic. UvaZujeme tedy langrangian 1D harmonického oscildtoru:

.2 1
L= % — Smes (7.19)

Budeme néjak potfebovat formalizovat vSechny trajektorie v konfigura¢nim pro-
storu, to udéldme rozdélenim obecné trajektorie x(t) nasledovné:

x(t) = x(t) +y(t), (7.20)

kde x(t) je klasicka trajektorie, kterou lze ziskat nap¥. z variace akce, a y(t) je n&jaka
funkce, kterd ndm préavé umozni probéhnout vSechny mozné trajektorie. Obé funkce
museji zaroven odpovidat urc¢itym okrajovym podminkdm, zvolime je takto:

x(t) = x;i = x(t;) +0, (7.21)
x(tf) = Xf = xkl(tf) + 0.

Radi bychom nyni vyuzili zdpisu (7.12) k vypoctu propagatoru. Tusime, Ze se nam bude
hodit si pfipomenout, Ze pro klasickou trajektorii plati

5S=0=10 ( / Ldt) . (7.22)

Podivejme se na akci v exponentu (7.12)

tr (m(dg+9)*  mw?

S[x()] = Stua() + (0] = [ (MEEEL M 2 ) 02
vnitfek integrélu lze rozepsat a dostat tak akci podél klasické trajektorie, akci podél y ()
a smiSené ¢leny

S[x(t)] = S[xa ()] + S[y()] + / e (7.24)
Posledni ¢len se da rozepsat pomoci Taylorova rozvoje funkce dvou proménnych. Pro
harmonicky oscildtor a obecné pro tzv. separovatelné lagrangiany (lagrangidny kvad-
ratické v x a x) plati, Ze diky Euler-Lagrangeovym rovnicim pro klasickou trajektorii a
okrajovym podminkdm (7.21), je posledni integral roven nule. Pro ostatni lagrangidny

to diky E.—L. rovnicim plati pouze pro prvni ¢len jeho Taylorova rozvoje.
Rozepisme nyni vztah (7.12) s vyuZitim nové nabytych znalosti

/ Dx(t)eh SO = ¢S () /y . Dy(t)ehSW)], (7.25)
=

y ff):()

a véimneme si, Ze integral uz nezavisi na xy(¢;) ani x4(5) a je to pouze funkce (tf —t;).
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Vy¢islime nyni akci podél klasické trajektorie (viz téz piiklad 5.43 v [4]), studenti
ttetitho ro¢niku jiz védi, Ze E.~L. rovnice pro 1D LHO maji obecné feSeni ve tvaru

Xy = asinwt + b cos wt, (7.26)
kde konstanty a a b ur¢ime z podminek (7.21)

X; = asinwt; + bcos wt;, (7.27)
xf = asinwts+bcoswty. (7.28)
Kazdy by tuto soustavu vyfesil svoji oblibenou metodou a nasel by

Xfcoswt; — xjcoswiy
a =

sinw(tf — t;) ’ (7.29)

Xfsinwt; — x;jsinwty

b= - . (7.30)
sinw(tf — t;)

Po pomérné rozséhlém vypoctu integralu S[xi ()], kam dosadime klasickou trajektorii
vletné konstant a a b, obdrzime

2., .2
_mw (xf +x7) cosw(ty — ti) — 2x;xy
S[xkl(t)] = sinw(tf — tj) . (7.31)

Zbyvajici ¢ast v (7.25) uré¢ime pomoci dvou trikidl. Za prvé vyuZijeme unitarnosti
¢asového vyvoje, ktery si vhodné zapiSeme pomoci propagéatoru

W(xt) = [ QuK (w g, h) plt), 7.32)
¥(x, ty) = /de (a,tr;z,t) (2, ;). (7.33)

Unitarnost vyvoje dava
[ oGt tde = 9 m)pix tdx, (7.34)

kam kdyZ vlevo dosadime pomoci propagatoru, dostaneme

/dxdyde (x, tey, ti) W¢(y, t(z,t;), (7.35)
coz dohromady ddva podminku na propagator
/de(x,t—f;z,ti)K (x,try,t) =0(z—y). (7.36)
Jak uz jsme dfive zjistili, hledany propagator LHO ma tvar
K (x,t5;y,t;) = enSta@IF(e, — 1), (7.37)
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coz kdyZ dosadime do podminky (7.36), po nékolika tpravach obdzime podminku na
absolutni hodnotu F, kterd d4 feSeni

2 mw
IFI" = 2rthsinw(ty —t;)’ (7.38)

neboli

1 mew
|F| o E\/E\/nhsinw(tf—t,-)' (7-39)

Fazi F téméf urc¢ime z druhého triku, budeme poZadovat, aby pro w — 0 propagéator
presel v propagétor volné castice. Je konvence vysledek zapisovat takto

1 —imw
Flty —t) = iﬂ\/nh sinw(ty — t;)’ (7.40)
coz celkové d4 hledany vysledek ve tvaru

K (e 1t = 1 T (szf + x7) cos w(ty — t;) — 2x;xf —2imw
Xp,tpixiti) = S exp | — sinw(ty — t) mhsinw(ty —t;)’
(7.41)
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8 Teorie rozptylu

8.1 Propagator poruchové

Poruchovy rozvoj propagétoru je klicovym objektem pro kvantovou teorii rozptylu. Bu-
deme uvazovat nejjednodussi ptipad klasického hamiltonidnu

=2

P
H=_+eV(Tt). (8.1)

Rozvoj K (¥ £t X, t;) 1ze odvodit p¥imo z formulky pro operator ¢asového vyvoje
(5.41) se ¢leny (5.42), ziskanymi prostfedky nestacionarni poruchové teorie. Postaci pre-
vést zpét z Diracova do Schrodingerova obrazu:

Ut ti) = Uo(ty, ti Z eruP” (tr, i) Z U (1, )
a(n)(tf; tl) = uO(tf/ tl)u (tf/ tl) =
—i\" A ) ) /

to<t; <ty <..<ty <ty
(8.2)
Vyuzitim
VP(t) = Uy(t, to) "V (1) Uy(t, to)

a vztahti (3.18) platnych pro Uy dostavame po trose Gsili zapis ve Schrodingerové obraze

™ty t;) = (%)n /// dtydt, . .. dt

ty<ty <to<..<t, <t (8.3)
Uo(tf, tn) V (tn) Uo(tn, ta—1) - - . Uo(ta, t1) V (t1) Up(t1, to).

Vzpomeneme si, e propagétor je jednoduse maticovym elementem U/(t £, ti), tedy
plati

—+o0
K (ff, tf; D?i, ti) = Z EnK(n) (ff, tf; fi, ti) ,
n=0

S —i\"
K(n) (Xf, tf; Xi, ti) = (7) // s / dtldtz .. .dtn
fo<tq <tr<..<tp <ty
(Z¢|Uo(t s, tn)V (tn)Uo(tn, tn-1) - - - Uo(ta, t1)V (t1)Uo(t1, o) |X7).-
(8.4)
Mezi kazdou dvojici operdtorti vloZme rozklad jednotky. Mezipoloh posta¢i uvazovat
n, protoZe maticovy element V(t) v x-reprezentaci je Gmérny J-funkci. Tim pfepiseme
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Obrazek 10: Usetka a vrchol ve Feynmanové diagramu

vSechny evolu¢ni operatory v poslednim vztahu na propagatory:

\ N
KM (%, %, 1) = (%) / / . / dtdt, . .. dt, / Bz, / Bz, .. / Bz,
to<ti <ty <..<ty<ts
KO (ff, tf,' fn, tn) V(fn, tn)K() (fn, tu; fn—lr tn—l) V(fn—ll tn—l) X
... XKy (fz, tr; X1, i’l) V(fl, tl)Ko (fl, t1; Xo, to) .
(8.5)

Zavislost mezi integralu jsme v kapitole 5.3 vyfesili zavedenim operdtoru ¢asového
uspotradani T. Formalizmus propagatoru ndm umoZiiuje nové elegantni fegeni poui-
tim retardovaného propagatoru, ktery si ,ohlidd” sprdvné uspofddani mezi sdm a jinak
se redukuje na nulu. MaZeme tedy rozdélit vSechny integrély a dospét k findlni podobé
poruchového ¢lenu (avaha funguje pouze, pokud jsme méli spravné uspofadané t; < tr
na zalatku, proto K(*) i na levé strané):

KO (2 7,0) = (20) T1( [z [ a
Fptpit) = (=) TT{ [ 4% | du
k=1 bi

K(()Jr) (ff’ tf; Xn, t”) V(fnrtn)K(()+) (fn; tn; Xn—1, tn—l) X

oo X K(()+) (552, t2;3?1, tl) V(fl, tl)K(()+) (fl,tl; .’fo, t()) .

(8.6)

8.1.1 Feynmanovy diagramy

Existuje velmi jednoduchy a slavny zptisob, jak si n-ty ¢len rozvoje zapamatovat: po-
prvé se zde setkavame s Feynmanovymi diagramy, témi nejzdkladnéjsimi. Nas Feyn-
mantiv diagram bude pouze lomend ¢ara a body na ni. Kazd4 tsecka spojujici misto ¥,
v Case t,; s X v Case t, odpovidd v integrélu (8.6) propagatoru volné ¢astice mezi témito
misty a ¢asy. Kazdy bod zlomu odpovidd potencidlu v misté X a ¢ase t (obrazek 10).

Vsechny takto ziskané ¢leny se vyndsobi a vyraz se integruje pfes soufadnice zlomu
na care, které sméji byt kdekoli v prostoru. n-ty ¢len tak odpovidd lomené cate s n
zlomy, po¢atku a konci lomené ¢ary se ptipisi X;, t; a X, t¢ a k-tému zlomu ¥y, t. Napf.
Feynmantiv diagram druhého ¢lenu (8.6) by byl jako na obrdzku 11.
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(Xf,tf)

(%, ti)

Obrazek 11: Feynmantiv diagram popisujici élen K(+)? (X tg X, 1)

V QFT se pak Feynmanovy diagramy hodi mnohem vic, protoZe spojnice mohou byt
rizné (vlnovka, ...) a reprezentovat tak riizné druhy ¢astic a body mohou spojovat i vic
neZ jednu ¢éstici a popisovat tak riizné interakce vice druhti ¢astic. Pro n-ty ¥ad vypoctu
potom diagramy slouzi jako jednoduchd pomiticka pro nalezeni vSech piispévki do
propagétoru (kazdé interakci bude odpovidat jiny diagram a najit vSechny diagramy
je relativné snadné).

8.2 Pouziti drahového integrdlu pro popis rozptylu

Predpokladame, Ze pocatecni podminkou pro popis rozptylu je stav s pfesné uréenou
hybnosti (7;) a energii, rovinna vina [5]

S

1 Pi% i
. f’t — eZT_ mt, 8.7

=
N

ocekdvame, Ze Céstice je v pocatetnim stavu dostate¢né daleko od oblasti interakce,
takze vliv potencidlu na ni lze zanedbat. Rovinna vlna je vSak zcela delokalizovan4,
proto abychom se nedostali do sporu, pfedpokladdme adiabatickou hypotézu”®

V(% t) —s 0. (8.8)

t—+oo

Tento stav se vyviji podle rovnice

() = UL 1) [ in (1)),

kde, aby interakce méla ¢as se plné projevit, uvazujeme limitu ¢; — —oo.
Obvykle nds zajima pravdépodobnost nalezeni Castice v Case tf — +oco s danou
hodnotou hybnosti p¢, tj. asymptoticky ve stacionarnim stavu

1 i
g€ "
(27th)2

S~

Ny

§‘\\NN
-

Pout (¥, t) = (8.9)

ZBTento i dalsi predpoklady plynou z idealizace stavii; kdybychom pouzili vinovy balik, problémy by
zmizely, ale konkrétni pfedpovédi by byly mnohem tézsf na vypocet.
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Vsimneme si, Ze oba limitni stavy lze zapsat pomoci ¢asového vyvoje volné &astice (Up)
jako

lpin/out(f/ t) = uO(t/ 0)‘ﬁz/f> (810)
Uvazujme vyraz

S =, WM (our (b)) (4)) = Tim  Tm (our(t5) Ut 1) [9in (1)), (8.11)

tf—>+oo tf—>—|-oo tj——00
ve kterém pfevedeme bra i ket pravé strany pomoci (8.10) a prepiSeme jako

S lim  lim (F¢|Uo(0,tr)U(ts, t;)Uo(t;,0)|Fi)- (8.12)

pf’pi o ff—>+00 tj——00

Toto jsou maticové elementy operdtoru, ktery se nazyva S-matice nebo matice/operator
rozptylu: A
S= lim lim UO(O, tf)U(tf, ti)UO(ti,O), (8.13)

tf—>—|—00 t;——o0

a Casto se rozklddd na soucin Mellerovych operatorti

O = Lim U(0,t)Uy(t,0)

t—Foo
jako
A A t /A
§ = (QH) (Q<+>). (8.14)
Operétor ¢asového vyvoje v (8.11) vyjadiime pomoci propagatoru,
Sp.p = ti/}i_rgFoo dPxid®x out (Rp, t) KT (Rp, 15 i, 1) i (3, 11),

a ten rozepiSeme pomoci (8.6):

SPr = L i our (X, 1)K (B, b %) i (% 1) +

_q t
+(ZE) tim [ dPrdPrpdin / "
) tiyp=geo ti
PYour (X, tf)K(()+) (X tg; %, 1) V (&, 0)KST (R, b % ) Yin (B 1) +
+ ...

(8.15)
Ukazuje se, Ze pro explicitni vypocet jednotlivych elementt je vyhodné prejit do
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hybnostn{ reprezentace, kde*’

Binsout (P t) = 6@ (B — Piyp)e o,

K(()+) (Po, t2; P1 1) = O(tr — )0 (p — ﬁ1)€_ﬁw(t2_tl),

V- put = [ e i

a rozvoj (8.15) prechédzi na tvar

.52

— iR
Sppp; =, lim /d?’PllPout(Plrtf)@(ff—tz‘)e ot G (B ) +

l’i/f—)$oo

().t fani
(s R, 5 -y (5
Pout (P2, tf)0(t — ty)e n2m V(P2 — P1,t1)0(t1 — t)e nzn 1y, (7, ¢

+ ...

(8.16)

a po dosazeni explicitniho tvaru ¢
I — 6@ (5, — B
S =, im0ty — )0 (7 — ) +

-

V(7 = _ihi
(pf - plr tl)@(tl — tl)e thtl +

N U
\\N

—1E

+ (7) lim dtl (tf — tl) ﬁ

z/f‘ﬁFoo
+ ...

V poslednim vyrazu je snadné vyhodnotit limity po¢ate¢niho a koncového ¢asu inter-
akce. Z Casovych integrélii od t; do tf se stanou integraly od —oco do +oo a 6-funkce
zahrnujici jeden z krajnich ¢asti vymizi (nahradi se 1). Vnitini 0-funkce ztistanou, jak
ukazuje dalsi ¢len rozvoje:

5®)

(Pr—Pi) +
(%) /dtlehzm 1V(pf pit1)e” hgmtl +
( ) (8.17)

D / dtdtdpy

) 3 pz
oo 2V (Br — Pr, t2)B(ty — tr)e n 22"V () — iy, ty)e o't +

T

2Rozdil hybnosti v argumentu V reprezentuje stejnou zavislost maticovych elementti (72| V (t)|71).
Déle vyuzivame toho, Ze plati (¥;|H|¥1) = Hé(X; — X7).
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. N > (DO _ ()
> K(+) =K;

KOV ()
K®O? (.2)

Obréazek 12: Mozné drahy castice odpovidajici poruchovym ¢lentim 0., 1. a 2. fadu pii
prichodu interakéni oblasti

tp P 72
7 T Oty —ty)eTnzm i)

Pa IR -
=~ © =5V (py —Pa, t)

Obrazek 13: Usetky a vrcholy v budovéni lenti rozvoje propagatoru v p-reprezentaci

Tento rozvoj se interpretuje tak, Ze prvni ¢len odpovida situaci, kdy k Zadné interakci
nedojde a ¢éstice pouze proleti beze zmény hybnosti, a pro tucely rozptylu se ignoruje.
Druhy ¢len odpovidéd jednomu zaptisobeni poruchy dané operatorem V' (t), které miize
probéhnout v jakykoli okamzik t; € (—o0, +00) a mtZze zménit hybnost dle maticového
elementu V(t) v hybnostni reprezentaci. Dalsi &leny obsahuji ¢asové uspotddany soudin
(diky pfitomnosti funkci 6) vice takovych udalosti a jsou timérné vyssim mocnindm
poruchového parametru e. Tuto interpretaci ukazuje obrazek 12.

Feynmanovy diagramy pro zapamatovani vysledku je potieba trochu upravit vzhle-
dem k faktu, Ze v dtisledku pfechodu od x- k p-reprezentaci pfestal byt operator po-
tencialni energie V (t) multiplikativni (nebo v jazyce maticovych elementt diagonalni).
Zato propagator hybnost zachovava. Proto pfispévek k integrandu za kazdy vrchol
bude potieba urcit ze vstupni a vystupni hybnosti a ¢asu ¢, zatimco ¢len odpovidajici
tsecce obsahuje pocate¢ni a koncovy ¢as a hybnost podél pohybu. Obrazek 10 se tedy
zméni tak, Ze misto indext ¥ u vrcholii budou indexy 7 u spojnic, viz obrazek 13.

8.2.1 Od casu k energii

Je také mozné, i kdyZ pro nase tcely ponékud zbytné, provést Fourierovu transformaci
v Case. Tento postup je bézny hlavné v QFT a je to tedy pfiprava na dalsi rok.
Nejprve si potfebujeme pfipravit vzorecek pro regularizovanou Fourierovu trans-
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— 5, T1€

Pa NEb =
o < _%V(ﬁb — Pa,Ep — Eu)

Obrazek 14: Feynmanovy diagramy v energii a hybnosti

formaci 6(t),*

/ ei(w+ie)t6(t)dt _ /°° pllwrie)t 44 — 1 [ei(w+is)t]°° _ —1 _ i .
R 0 i(w + ie) 0 i(wHie) w+ie

Pokud nyni ozna¢ime

<u

(P2 — P1, E2 — E1) = ﬁ / Erdteh(B-E)=(P-P)V) Y (7, 1),
. (f ) 4 | (8.18)
R (o By, 1) = g [ dindioeh™2RE) (i by i ) e hE,

uz mame skoro vSechno pfipravené na rozvoj v energii, jesté vycislime explicitné K
propagator volné castice. Kratky vypocet s regularizaci a pouzitim odvozeného vzo-
recku dé

I%é” (P2, Ea; 1, E1) = lim 6®) (B, — p1)0(Ea — E1)Z—z, (8.19)
=07 E| — 279_1 + i
m

kde limitu z regularizace nemtiZeme hned odstranit, protoze kdybychom za Ey dosadili,
méli bychom problém s divergenci.

n-ty ¢len rozvoje propagatoru opét dostaneme z upravenych Feynmanovych dia-
gramt, kde kazdé tsecce je prifazena hybnost a energie a ¢len se ziskd poskladdnim
¢lent dle obrazku 14. Krajnim tsetkdm diagramu ptitfadime E;, p; a E¢, Py, vnitinim oin-
dexované dvojice. Za E; a Ey se do integralu dosadi p?/2ma ﬁj% /2m a pfes vnitfni ener-
gie a hybnosti se integruje. Vysledek vyjde opét v energetické reprezentaci a je mozné jej
pfevést do hybnostni pomoci inverzniho vztahu k (8.18). Jako posledni krok se provede
limita e — 0. Typicky k vypoctu budete potfebovat rezidualni vétu z analyzy.

30Limita 1ze provést pouze ve smyslu zobecnénych funkci, nahrazeni e — 0 by dalo nespravny vysle-
dek.
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8.2.2 Coulombuv rozptyl

Odvozeny vztah (8.17) Ize vyzkouSet na Coulombové rozptylu, ktery nas v prvnim fadu
dovede k Rutherfordové formuli, znamé z Teoretické fyziky. Jako prvni krok bude po-
tfeba si pfipravit Fourierovu transformaci Coulombova potencidlu

Ze?

V= , 8.20
4rregr ( )

tedy bude tieba spocitat

zet o (B2 — 7))
~dx =to(fr—p1). (821
471¢e) / (27th)3 x v(p2 — P1) ( )
To je divergentni integrdl a opét ho musime regularizovat, to provedeme pfendsobe-

nim vnitku integradlu e™*, a > 0, a nakonec poloZime a — 0. Integraci provedeme ve
sférickych soufadnicich s osou z nato¢enou ve sméru p

V(pa— P t) =

762 / exp (—%ﬁa‘c’— ar) 1d3x

o(p) = 471 (27th)3
a=0
Ze? / i
= = [ e apreost-ar, oin 9dodrd
47te(27th)3 4 4—0

2 0 .
— %Z—e/n ] +;/ e~ (iPcosf+a)r 4y gin 9O
0

eo(27th)3 ~ a+ ;pcosf Jo
a=0

_ Ze?

~ (27)3¢eohp?’
kde p = |p|. Tento mezivysledek dosadime (8.17) s volbou € = 1 (malost opravy pfed-
pokladdame jiz vyjadfenou malou hodnotou konstanty e). Podivdme se pouze na opravu
prvniho fadu: nulty ¥ad odpovidd minuti rozptylového jadra a vyssi fady zanedbame.>!
V integraci pfes ¢as najdeme Fourierovu transformaci jednicky, ktera dé jako vysledek

é-funkci
_ i Pr_
Sprdi = R (27‘[)380h /dtl P ( <2m 2m
_ i Ze? 5 Pf 7
h(2r)2e0(pr —pi)> \2m  2m )

31Poctivéjsi vypotet by ukdzal, Ze zanedbdvame nekone¢no, ale vytegeni takové drobné nep¥ijemnosti
pfenechame &asticovym fyziktim.
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&L_//,

//—7\
Obréazek 15: Parametry dopadajici viny

N4&s konecny cil je urcit zavislost ti¢inného prifezu rozptylu na prostorovém thlu,
to jest
do dpP

kde A pfedstavuje plosny prifez svazku dopadajicich ¢astic. Nastdva rozpor s dfive
poloZenym predpokladem rovinné dopadajici viny, protoZe ta ma nekonecny priiez.
Pfedvedeme si tedy (protentokrat) Gplny vypocet, ve kterém uvaZujeme superpozici
rovinnych vin s hybnostmi blizkymi py,

(Ap)?

1 T2 = ~
) = [ 00 rzme 7 IFo+ 07,

kde o}, ur¢uje rozptyl hybnosti < |pol. To je minimalizujici vinovy balik, ktery v ase
t = 0 prochdazi pocatkem soufadnic se sttedni hybnosti fjy. Potom amplituda pravdépo-
dobnosti naméfeni vysledné hybnosti f¢ je

_(ap)?

A 1 2
— 3 o
(PrlSlpin) = /d APW€ 7 Spypo+ap

i 1 77 (Fo+ P2 Y
:——/d3Ap s L AT AP g
(2rco3)3/4hr (Pf—Po—Ap)> \ 2m 2m
(8.23)
kde
_ Ze?
a 47‘(80'

Argument é-funkce rozepiSeme jako

B (Bo+ AP Fr— P — 200 AP
- — +
2m 2m 2m

a uvazujeme py = (0,0, po), tedy

=2 o o =2 2
s(Pr_ (Pot 82\ _sfpo(,, FroFo
2m 2m m \ P 2p0
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Protoze déle je integrand nezanedbatelny pouze pro |Ap| < 0, < po (diky exponen-
cidle) a pro |p¢| = |Po + Ap| = po (diky J-funkci), mlizeme v argumentu nahradit

- . .
P¥ (Fo+DP)* _ po (UPsl = po)(IBrl + o)\ _ po i}
m T om S | BP— 200 ~ o (Apz = (IFf| = po)) -

To ndm umozZni ¢astecné zintegrovat (8.23) pies Ap,:
g2 UFrl=po)?

A iom 1 2 2
5oASlw:, ) ~ — /dZA 40 4o
<pf| |lI]m> (27(0}2;)3/4th0 P (pf Po — AP) P P

Dale v integrandu diky stejnému pozorovéani o velikosti s aproximujeme

(P — Po — AP)* = B} + o — 25 - o + O(|8P) = 2p5(1 — cos 9) = 4pgsin® 5, (8.24)

kde ¢ je thel rozptylené viny p; od sméru dopadajici viny py (osy z). Zanedbali jsme
Ap v jakékoli mocniné, aby se sndze integrovalo ve zbytku, coz je jiZ jen dvourozmérny
Gausstv integrél

. (Iiﬁf\*rio)2 (AF)2
= | & em 1 N 402 2 T 402
(BrlSln) ~ - —ge T [dape
(2%0%)3/47171';70 4p% sin? g
, (17¢l-po)?
inm 1 - v}
=— e Y 47wrzJ

(2c03)3/ 4t po 4p3 sin® §
P
402
47

. (17¢l
m, /op fi

— e
(27)3/4hp sin? §

Tento vysledek odpovidé hustoté pravdépodobnosti naméfent ¢

2 (Ffd-po)
(—’ ) _ Up am ei 2(7%
w\pr) = (27)3/2 71]98 sinzg

a celkové pravdépodobnosti (integrované ve sférickych soufadnicich pouZzitim prosto-
rového thlu dQ) = sin dddd¢)

(17 f1-po)?
_ 2 =\ Op am o2
P = /pfdpfdﬂw(pf) = /dQ(Zn)?’/z (sz i g> /dpfpfe 205

2
~ [aodt (L
hpo sin® 5

dP/dQ
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Nakonec si vzpomeneme, Ze neurcitost hybnosti v x a v y velikosti 0, odpovidaji
diky Heisenbergovym relacim neurcitosti v poloze (viz obrazek 15)

h

Ux:(fy:E

a tedy plose svazku A o 7(h/ (ZUP))Z, a dosadime do (8.22)*

) 2 2 9 2
d_o* s (i) Tp am _ xm - Ze 1 (8.25)
dQ) 20p) 27 \ hpsin® § 2pZsin? & 8regmvl | sintd

To je slavna Rutherfordova formule. Sviij ndzev nese po autorovi experimentu,
ktery ukazal rozloZeni ndboje v latce a prosadil planetarni model atomu nad pudin-
govym. Experimenty probihaly v letech 1909-1914 a prvni vysvétleni jejich vysledku
podal E. Rutherford v roce 1911. Jednalo se o bombardovéni zlaté folie o ¢asticemi,
podle pudingového modelu by se pfi srdZeni ¢astice nemély rozptylovat do prostoru
(i zpétné), ale pouze mirné vychylovat z ptivodniho sméru. Zatimco kdyby naboj byl
soustfedén v protonovém jddre, dochédzelo by ke zpétnym odraziim a i odraztm do
rtiznych smért. Pfi pohledu na vzorecek, ktery pozdéji dostal jméno Rutherfordv, vi-
dime, Ze se Rutherford nespletl se svoji, ryze kinematickou, pfedpovédi (nezapominejte,
Ze jsme napsali pouze derivaci tc¢inného prafezu, ne pfimo vztah pro priifez samotny).
Nutno poznamenat, Ze sami objevitelé nejprve chtéli pozorovat rozptylovani ¢astic na
pudingovém modelu, ale detektory za folii ne a ne dévat spravné hodnoty (dokonce je
kvili tomu podeziivali, Ze nefunguji), vSe se ale napravilo, kdyZ detektor umistili pfed
folii i do dalsich mist kolem a nasli chybé&jici ¢astice, které se rozptylovaly i zpétné.

V soucasnosti Rutherfordova formule hraje nezastupitelnou roli v HEIS (High-energy
ion scattering) metoddch ve spektroskopii. Méfenim dcinného prtifezu srdzek v riiz-
nych prostorovych tihlech lze totiZ urcit protonové ¢islo latky, kterou bombardujeme,
a tim i urcit jeji prvkové sloZeni. Pti zapocitani rozptylovani na elektronech lze urcit
hloubku, do které zafeni v materidlu pronikne v z4vislosti na energii dopadajiciho z&-
feni (stopping power). Dohromady je tak moZné zjistit fadu informaci o zkoumaném
materidlu.

Pfi pohledu na vysledek (8.25) a aproximaci (8.24) vidime, Ze vSechny fyzikalné pod-
statné Cleny lze ziskat pouzitim Sy £, jako amplitudy pravdépodobnosti a umocnénim
na druhou. To samoziejmé neni mozné kvuli pfitomnosti J-funkce. Nicméné po jejim
Skrtnuti a umocnéni na druhou zbyde rozdil jiZ jen v pFitomnosti nékolik konstant (277
a hmotnosti). Proto takto kompletni postup staéi obvykle provést jednou a zapamatovat
si tyto rozdily jako ,,opravu” pro ostatni instance.

32Gaussovsky svazek o rozptylu oy nemd jasnou hranici, ale blizko stfedu md hustotu pravdépodob-
nosti blizkou konstant& 1/ (27t02). Dosadime tedy plogny obsah A = 2712, odpovidajici rovnomérnému
rozdéleni po celé plose.

106



9 Partiéni suma

Nezavisi-li H explicitné na ¢ase, 1ze propagator ptepsat s pomocibaze (|1;))jc.», H|1p;) =
Ejlj) na
AR

K (Xp,tp; X1, t1) =: K(Xp; X5 t2 — t1) = (X, 12| X1, t1)
X2, to|Pn) (W |X1, 1)

=5
Tewp (3 Ealta— 1)) (), ()

Pokud se formdlné oznadi ty — t; = —iph, dostdvdme matici hustoty Gibbsova rozdélent
v x-reprezentaci

K (% %15 —iph) = Y e PErp, ()1, (%)) = (Tale P 7y).

Metody vypoctu propagétoru tedy miiZeme pouzit pro ziskani tohoto objektu.
Z nezdvislosti stopy na volbé baze a jejich vzorch v energetické a v x-reprezentaci
muZeme urdit parti¢ni funkci

Z(B) = Ze‘ﬁE” =Tr (e_ﬁH) = /d3xK(5c'; X; —ihp),

Uplné stejné jako ve statistické fyzice se nyni mtize odvodit, Ze stfedni hodnoty a
daldi momenty se daji vyjadrit jako

(B} = =55 I(Z(P)),
2
(E— (E))})s = aa—ﬁzmzus)),

9.1 Pouziti k vypoctu sttednich hodnot pozorovatelnych ve vakuo-
vém stavu

Uvazujme pozorovatelnou A a stav |0) s minimalni energii. Uloha uréeni stfedni hod-

noty (A)|oy je obzvlast’ dilezitd v teorii pole, se kterou se setkdme v posledni kapitole,

a kde je mnoho problémt moZno pfevést na hledani vakuovych sttednich hodnot.
Trik, ktery se pouZzije k vypoctu takové sttedni hodnoty operatoru A, zavisejiciho jen
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na A = A(X), je nasledujici:

T (Ap(T) _ o Tr(40(B))
OIA10) = fim. =75y = sim. ~Z(p)
3 —BEwypy (VD () A(%
= lim fd xzne l/Jn(X)llJn(X)A(.X) (91)
prtoo Z(ﬁ)
3
_ lim [ d>xA(X)K(%; z,Bh)
pytoo Z(ﬁ)
Do (9.1) dosadime za propagétor pomoci drahového integralu
0[AJ0) = 1i D% L (20, 7 d
01410) = fim s [ 77 AGO) e (5 [ Lo ((7), 20, 7)),

kde se integruje pres vSechny uzavtené trajektorie ¥(7) : (0, Bi) — R?, #(0) = ¥(Bh) a
Lgyk. ziskdme nahrazenim:

I — —iT, 9.2)
dt — —idr, 9.3)
d .d

Toto nahrazeni dava ,
L= imx2 —V(X)
1. (9.5)
— Lpuu. = —Emfz - V(),
takZe Lgy. < 0 pro kladné V. Abychom mohli pokracovat dal, musime si definovat
dalsi pojem.

9.1.1 Funkciondlni derivace

Bez soustfedéni se na matematickou korektnost se zde struéné sezndmime s funkcio-
nalni derivaci. Je-li

:/GmmmHJNHMn (9.6)
kde 77 : (a,b) — R s pFislusnymi derivacemi, zavedeme funkcionélni derivaci
OF
— (9.7)
an(t)
pomoci vypoctu variace F:
b 6F
O0F|n] = | —=on(t)dt. 9.8
=] s 9-8)
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Ptiklad takového systému jsme uz vidéli v [4]

b
Stl = [ L(y,1)dt, 9.9)

kde ( ) déavéa pfesné levou stranu Euler-Lagrangeovych rovnic. Pfi vypoctu tedy roz-

vineme funkcdi G(#, 1,1, ..., (k ) do Taylorovy fady a ponechdme jen prvni fad.
-] n,1,1 n y yrady ap jenp
Casto Ize psat

5;75?) = lim i (Flp +es(t)] = Flyl), (9.10)

podobné jako jsme to provedli pfi vypoctu propagatoru LHO drdhovym integralem.
Vrat'me se k vypoctu stiedni hodnoty pozorovatelné A ve stavu |0). Oznacime si

21p,7) = [ 77(x)exp (% [ (20,720, 0) 4 7(0) ()} dr), ©.11)

kde dréhovy integral je opét pfes vSechny uzavtené trajektorie X : (0,18) — R5.
ZapiSme A(X) pomoci vytvorfujiciho funkcionalu (Taylorova rozvoje)

¥) = Y apx)'xb2xld = Y apE, (9.12)
7] 7

potom

(0|A|0) = lim /@x Za X" exp( / {Lgu. +x17}dr>

ﬁ%+a>z

77=0

k
kde kazdé x¥(0) rozepiSeme pomoci funkciondlni derivace jako (%) diky expo-
nencidle, kterd za nimi ndsleduje. Obdrzime tak vysledek ve velmi kompaktni formé,
zapsany pomoci zavedeného oznaceni

(0I4]0) = ﬁlirfoo Z(lﬁ)A (

ho ho ho
on1(0)" 6112(0)” 6173(0)

) Z[B, 1] (9.13)

i(t)=0

To je mimofadné uZite¢ny vztah pro zdjemce o QFT. Zapisem funkciondlnich derivaci
v zdvorce mame na mysli dosazeni za pfislusné slozky ¥ do vytvorujictho funkciondlu

pro A(X).
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10 Reprezentace vicecasticovych systémiu

Necht' Hilberttiv prostor jedné ¢astice je néjaky separabilni .7#, na némz zvolime konec-
nou nebo spocetnou bazi (|1), 2),...) = (|i))ic.r-
UvaZujme n Castic stejného typu, t.j. nerozlisitelnych; jak vypada béaze pfislusného
Hilbertova prostoru
S(AHRA...HH),

H, = n-kréat (10.1)
A(AQH ... HRH),

Ve
n-krat

kde . a &/ oznacuje symetrickou ¢&i antisymetrickou ¢édst? (Pro¢ ty jsou pro nerozlisi-
telné ¢istice nutné, jsme odvozovali v [5].)

Oznacéme si my index vektoru v bazi k-tého Hilbertova prostoru v (10.1), dohromady
tak dostaneme vektor pfirozenych &isel — multiindex (my, ..., my,) € IN". Ten paramet-
rizuje bazi celkového Hilbertova prostoru, protoZe ta je tvofena normovanymi vektory

SLd (Jmy) @ |ma) @...® |my))
[l '

kde .7, resp. <7 ptisobici na vektor znaci jeho ortogondlni projekci na odpovidajici sta-
vovy prostor. Takto bychom ovSem mnoho stavil zapocitali nékolikrat, pfi vycislovani
baze si tedy zavedeme podminku my < mp < ... < my, coz takovym kolizim zabrani.
Pro fermiony je podminku jesté potieba posilit na m; < my < ... < my, jinak by antisy-
metrizace v pfipadech s rovnosti davala nulové vektory.

(10.2)

10.1 Obsazovaci ¢isla, Fockav prostor

Ukazuje se byti uzite¢nym misto (mj,...,m,) parametrizovat bazi tzv. obsazovacimi
¢isly (nq,np,...), n; € NgaY,c,n; = n, kterd se definuji jako

Tli:#{kEfl:mk:i},

kde 1 = {1,2,...,n}. Obsazovaci &islo n; tedy predstavuje pocet &astic ve stavu |i).
Pomoci obsazovacich ¢isel zapiSeme stav (10.2) jako
nq-krét ny-krat

(N e.. ohe2e...02)...
1,12, . Mgy .. = (1) |||->--||| ) 2 ). (10.3)

Pro ferminony musfme vyZadovat Vi : n; € {0,1}.%® P¥i pfekroceni jednoho fermionu na
bazovy stav by antisymetrizace dala nulovy vektor a normalizace by nebyla definovana.

33To znamena, Ze v (10.3) budou hodnoty 1; znadit pfitomnost nebo neptitomnost daného &lenu.
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Nasim cilem je formalizovat Hilberttiv prostor pro libovolny pocet ¢astic, tj. prostor,
ktery by obsahoval stavy se vSéemi moznymi pocty ¢astic v riznych stavech a jejich su-
perpozice. Tento prostor se nazyva Focktiv prostor a pro fermiony a bosony se definuje
zv]ast. Oznac¢me

A=, . @A, (10.4)
k-krat

kde  je stéle Hilberttv prostor jedné ¢astice, a kde dodefinujeme 5#®? = C. S pomoci
této notace napi. pro bosony hned umime napsat hledany prostor jako direktni soucet
prostoru pro vakuum (C), prostoru jedné ¢astice, dvou, ...

—+o0
Fp(H)=CoH S (AN D...= Y F(H), (10.5)
k=0
a stejné tak pro fermiony
o0
Fe(H)=CoH DA (A ®...= Y o (HF). (10.6)
k=0

Je hned vidét, Ze pro dim J# < oo tak dostdvame
dim Fp () = oo,
dim .Zp () = 24im 7
Z konstrukce Fockova prostoru déle vyplyvé, Ze pokud J# je separabilni, %5 () i

F () jsou separabilni Hilbertovy prostory, pokud dodefinujeme skaldrni sou&in pro
ny # ny, |P) € A a|p) € A" jako

(Ylp) =0 (10.7)

a pro ny = ny = n vyuZijeme definice skaldrniho sou¢inu na tenzorovém soucinu pro-
stortt — pro [P1) ... |Pu), |@1) - .. |@n) definujeme

(] (@al) (1) - l@n)) = (W1l@1) - . (Pl @n)- (10.8)

S pomoci téchto skaldrnich sou¢int uz umime spocitat skaldrni soucin libovolnych dvou
vektorti z Fockova prostoru, obecny direktni soucet by se rozlozil na soucet jednotlivych
skalarnich soucinf, jak je zvykem.

10.2 Bosonové kreaéni a anihilaéni operatory

Zavadeét Fockliv prostor nemda mnoho vyznamu bez operatorti, které by vyjadiovaly
zobrazeni mezi jednotlivymi ¢4dstmi direktniho souctu, tj. ménily pocet castic v sys-
tému. Zavedeme zde krea¢ni a anihila¢ni operatory, které maji velky vyznam pro dru-
hou kvantizaci.**

3Jestlize vam pripominaji formalizmus kolem harmonického oscilatoru ze zimy, jste na dobré cesté.
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Prvné se soustfed’'me na bosonové operatory v bosonovém Fockové prostoru. Bu-
deme pozadovat, aby krea¢ni operdtor 4] ptidaval do systému jednu &astici v i-tém
stavu, tj. pro bazové vektory

ﬁjng(%) %EB(%) :&Hnl,...,ni,...) :,Bnl.|n1,...,ni+1,...),

kde konstanta f,,; prozatim zlistdvd neurcena. KdyZz uz budeme mit krea¢ni operétor,
odpovidajici anihilaéni operator definujeme pomoci hermitovského sdruzeni

a; = (ah)". (10.9)

1

Abychom vidéli, jaké konstanty f;, zvolit u anihila¢nich operétorti, rozepiseme si
jejich ptisobeni ve skalarnim soucinu

A\ T ~
(my,...,mi,...[(a1) |ny, ... 0, ... = (my,...,mg.. &8 jmy, .. mg, )

= Bu,(n1,..., 0. My, mi+1,000)
== ﬁni5n1’m1 .. '5ni1mi+1 . e

~J0  pron; =0
B pron; >0

:,Bnl._l(nl,...,ni—l,...|m1,...,ml~,...>

= ,Bni_l(ml,...,mi,... |n1,...,ni—1,...>,

neboli vidime, Ze

dilny, ... mi,..) = o pron; =0, (10.10)
ani_1|Vl1,...,1’li — 1,> pron; > 0.

Vhodnou volbu konstant 8, najdeme z volby komutac¢nich relaci krea¢niho a anihilac-
niho operatoru. Nejprve si ale pfipravime [4;, 4;] pro n, n; > 0
[ﬁz,ﬁ]} ’1’11,. o ng, .. .,7’1]',. . > = ,311,-—1:311]‘—1‘”1/' N (T 1,. . .,1’1]' — 1,. . >
— ,an_lﬁni_llnl,. N (e 1,. . .,Tl]' — 1,. . >

=0,

pro n; = 0V n; = 0nebo proi = jje vysledek stejny trividlné. Uplné stejné by se
ukdzalo, Ze kreaéni operatory vzdjemné komutuji. Zkusme nyni pro i # j

[ﬁl,ﬁ;} |7l1,...,1’li,...,7”l]',...> = [Sni_lﬁnj]nl,...,ni—1,...,n]~+1,...>

—,Bn]-,Bn,'71|n1""'nl’_1""/nj+1"">
=0
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a nakonec proi = j

[fl,,flﬂ |n1,...,n,-,...> = ‘B_nl.ﬁni|n1,...,7’li,...> — ‘Bni,h@ni,ﬂﬂl,...,Tli,...>.

Posledni komutator poloZime roven jedni¢ce, abychom se co nejvice pfibliZili linear-
nimu harmonickému oscilatoru. Celkové tedy pokladame

[ai,aﬂ — 5. (10.11)
Ke splnéni postaci volba B, = /n; + 1:

ﬁ_mﬁni_ﬁn,-—lmz \/ni+1\/ni+1—\/ﬁi\/n_i:1,

Shrnuti nasi volby tedy je

ﬁi|n1,...,ni,...> = \/E-|n1,...,ni—1,...>,

ﬁ”nl,...,ni,...> = \/ni—i—l\nl,...,ni—l—l,...).

Nyni stav s danymi obsazovacimi ¢isly mtiZzeme zapsat vyhodné jako

ﬁ.{nl ﬁ;nz
|n1,n2,...):\/n_1!\/n_2!...|0>,

kde |0) je vakuovy stav, ktery spliiuje
4;]0) = 0,vj € .7, (10.12)

a diky tomu lze Focktiv prostor napsat jako

at™
Fp(H) = span{ (H ! ) |0)

.l
ic.y Vi

Zn,-<+oo}.

ics
10.2.1 Operdtory poctu castic

Pomoci krea¢nich a anihila¢nich operator(i 1ze zavést operdtor poctu cdstic v i-tém
stavu

At A
Nl' = 4a; aj, (10.13)

podivejme se, jak ptisobi:

I
I
~
=
~
‘; x>
/N
E)
/~
>
Bl
——
=
N——
=
S~
I
\*




kde jsme vyuZili toho, Ze operatory stejného druhu komutuji a stejné tak komutuji kre-
acni a anihilaéni operatory s riznymi indexy, dale pouzijeme n;-krat zndmy komutator
(10.11)

= 1’li|1’11,. o g, .>,
a vidime, Ze operétor N; je vérny svému nazvu.
Pomoci téchto operatorti 1ze dale definovat operator celkového poctu ¢astic
- - o a
N=)Y N=) aja. (10.14)
<84 84

Lo e y > AR ve . . oo
Také si vSimnéme toho, Ze {N;},” | tvoiina Fp(#) tplny soubor komutujicich ope-
ratort se spole¢nymi vlastnimi vektory |ny,...,n;,...).

10.2.2 Casovy vyvoj

UvaZzujme nejprve soustavu n neinteragujicich ¢astic. Z hlediska operédtoru ¢asového
vyvoje se kazdd vyviji nezavisle na ostatnich, tedy evoluci n ¢astic jsme schopni zapsat
pomoci jednocasticovych operatorti casového vyvoje jako

U (t, to) = Ui (t, t) @ Uy (t,tg) @ ... @ Uy (t, to) =: Uy(t, t)™". (10.15)

Hamiltonian celkového systému ziskdme ¢asovou derivaci (10.15). Podle Leibnizova
pravidla, ohnutého pro tenzorovy soucin,

H=M®I®..0l + IoH1®I®...0] + ... + [®...@ H = H".

Pokud (|i));c.s je baze vlastnich stavii energie v 2, H,|i) = E;|i), mfizeme p¥epsat
pusobeni takového hamiltonidnu do formalizmu obsazovacich ¢isel jako

Hli’ll,. o ng, .. > = 2 niE,'|n1,. o ng, . .>, (1016)
i€y
coZ je vzorec pouZitelny nejen pro pevny celkovy pocet ¢astic 1, ale i na Fockové pro-
storu. Odsud uz je jen krok k pfepisu pomoci operétort poctu ¢éstic,
H|1’ll, e N, > = Z EiNi]nl, e g, > (1017)
se4
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ProtoZe jsme tak rozepsali ptisobeni operdtoru na kazdém bazickém vektoru, plati i
operatorove

H =

'MS

[y

Z iata, (10.18)
i= cJ
pro neinteragujici ¢astice na .Fp ().
Pokud budeme chtit zapocitat interakci, musime pfidat dalsi ¢leny do hamiltoni-
anu, které také zapiSeme pomoci kreacnich a anihila¢nich operétort. Vyznamnou tfidu
takovych operétorti tvofi ty, pro které

[A,N] =0, (10.19)

které zachovavaji celkovy pocet castic.

10.2.3 Spojité stupné volnosti

Formdlné 1ze uvaZovat popis interakce pomoci obsazovacich ¢isel prislusejicich i opera-
tortim se spojitym spektrem ¢i kombinacim komutujicich operétort, obvykle hybnosti
a spinu. Ozna¢me odpovidajici krea¢ni a anihila¢ni operatory jako
At A
5z 5, (10.20)
kde p predepisuje tti slozky hybnosti a § spin ¢astice, kterou takovy operator vytvoii
nebo anihiluje
At _
i+ 10) <— P52(X). (10.21)

Tteba
ik <% < 10), (10.22)

odpovida stavu se dvéma &ésticemi s danym spinem a hybnostmi j a ', neboli stavu
popsaném vinovou funkei . (Y5, (X) 5 2 (7))

Postulujeme komuta¢ni relace dle stejné logiky jako vyse, ale s Diracovou funkci
misto Kroneckerovy delty u spojitych index:

ﬁﬁ/é, ﬁﬁ/lé/- - O,

sttt ]

ety =0

6’\1 g -l—-*(;:/_ :5515/5(3)(ﬁ—ﬁ/)1

Ve vyjadieni pro obecny vektor z takového Fockova prostoru je pak potfeba sumu na-
hradit integralem,

k
H/dSP] ‘XPL /PkH ;; (10.23)
= 1/ Y k =1

kde v koeficientech apj,... p; jsou schované informace o stavu.
€10 Gk
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10.3 Fermionové kreacni a anihila¢ni operatory

Podobné jako pro bosony zavedeme fermionovy kreaéni operator le;.r. Rozepiseme jeho
pusobeni na stav s obsazovacimi &isly (n;);c » a budeme uvaZovat, Ze konzistentné pfi-
dava j-ty stav nalevo od jiz existujicich stavii.>® To je dtileZité, protoZe antisymetrizace
pak pfida spravny znaménkovy faktor:

N (1) @ 2)0 @

A (e e2)*"me...)

B [l
(—1)2;;ﬁnk%(I1>®"l®|2>7”2<|z|9---®\f>®---)

i—1
= (15 |y, =1,

Suma v predchozim vyrazu pocitd, kolik stavli pfed j—tym je obsazeno. Fermionovy
anihilaéni operétor je potom

B| | 0 pron; =0,
imi,...,nj,...) = j—1
] ] (_1)Zk:1nk |1’11,...,n; - 0/> pro 7’1]' =1

Podivejme se, jaké relace nasSe operatory spliiuji. Bez Gjmy na obecnosti necht’ i < j.
Pokud n; nebo n; jsou 1, pak

ISZTI}}L|n1,...,ni,...,n]-,...):A}“BQL|n1,...,ni,...,n]-,...):O,
jinak
b bf |my,...,0,...,0,...) =
= (~)TA" B |y, 0,..,1,.0)
— (—D) DA (DT Ny, T,
— ()T ™, 1,1,0,
podobné

%Pochopitelné j-ty stav nesmi jiZ byt obsazen, proto uvazujeme n i =0.
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takZe ve vSech situacich
ft ot ftnt
b; b]- n1,. o Ny ) = —b]- b; |n1,...,ni,...,nj,...>. (10.24)

Z toho vidime, oproti bosonovym operatortim, Ze krea¢ni operatory fermiont anti-
komutuiji!®®

{6161} =B bF + 815 =o. (10.25)

Podobné by se ukazalo

a diky tomu lze fermionovy stav zapsat pomoci obsazovacich ¢isel jako

1, om0 ) =6 BT 0). (10.26)

1

(V tomto piipadé, na rozdil od bosonti, na potfadi operatora zélezi!) Z antikomutaénich

relaci je také hned vidét
1

o =2 [t} =0, (10.27)

coZ je elegantné zapsany Pauliho vylucovaci princip.

10.3.1 Operatory poctu castic

Obdobné jako v pfipadé bosonti 1ze zavést operatory poctu Castic v j-tém stavu stejnym
vztahem i pro fermiony,

A ~

— it

Ty navic maji zajimavou vlastnost

2 = bbbt b, = bt (16, 6T\ — bbb = bt h, = N

NZ =5} bbby = 6 ({b;, 6} —b15;) by = b} b = N

kterd dava opét jinak zapsany Pauliho vylucovaci princip, nebot’ jedind nezaporna celd

¢isla, kterd splnuji n]Z = nj, a tedy mohou byt ve spektru N;, jsou jednicka a nula.
V naprosté analogii s bosony lze zavést operator celkového poctu ¢astic

8 X .
N=) Ni=) bb. (10.28)
j€I j€S

36P¥isti rok v QFT ukéZete, Ze n&jaké krea¢ni a anihilagni operatory komutuji/antikomutuji a z toho
usoudjite, Ze jste popisovali bosony/fermiony.
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10.3.2 Hamiltonidn
Pro neinteragujici ¢astice mtiZeme opét zapsat hamiltonidn soustavy fermiont
T = N: = b b
H= Z E]N] o Z E]bj b]’
jeSfg j€ESI

pokud ([}));c.~ je baze vlastnich stavii jednocésticového hamiltonidnu.
UZite¢nd identita pro préci s fermiony je

[AB,C] = ABC + (ACB — ACB) —CAB = A{B,C} —{A,C} B,
kterou vyuZzijeme napftiklad v situacich
[11,61] = £ [675, 61 = £, (51 {b,51) — {6,67} ) = E. 61,
R
[H, Bz} = —Eib;

pro neinteragujici ¢ast hamiltonidnti.

10.3.3 Vice druht ¢astic

Pokud potiebujeme teorii popisujici vice druhii ¢astic, je odpovidajici Fockiiv prostor
tenzorovym soucinem Fockovych prostorti jednotlivych druhti ¢éstic

F = LQZB(%l) ... @M@B(%A) @h@p(ﬁ?l) ... @hﬁ}“(ﬁ?z), (10.29)

kde A je pocet druhti bosonti a X je pocet druhti fermionti. Je konvence oznacit ﬁj\,ﬁ,cf bo-
sonovy krea¢ni operator A-té Castice s danou hybnosti a spinem {—s,, —sy +1,...,5,}
a obdobné pro fermiony B;ﬁ/é" Dale je obvyklé platnost komutac¢nich relaci uvedenych
vyse rozsifit i na rizné druhy castic,

gz | = 0wded® (F— ),
{bopabope} =0={B 50 blns)
{B 0P8 B;’,ﬁ’é’} = 80010gz0® (5 = '),

a nechat vSechny moZzné kombinace réiznych (fermionovych vs. bosonovych) operatort
komutovat,®’

[a, B] — 0. (10.30)

Lze jesté napsat obecny vektor pro tento systém, ale je to jen komplikovanéjsi, zobec-
nénd analogie vztahu (10.23).

370 této volbé bude jesté mluvit vyucujici QFT p¥isti rok.
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11 Kvantovani klasickych poli

Tato, posledni, kapitola pozndmek si klade za cil stru¢né shrnuti latky z pfednasky, ale je
na misté poznamenat, Ze kvantovanim poli se bude p¥isti rok zabyvat dvousemestralni
predmét a tudiz zde neni ani zdaleka mozné projit vSechny aspekty latky. Berte kapitolu
jako pfipravu na dalsi rok. Z historickych d@ivodl se tomuto postupu nékdy fika druhé

kvantovdini, kvantovani poli je ale ndzev vérnéjsi.

11.1 Pfipomenuti: klasicka teorie pole

Zac¢neme stru¢nym zopakovanim zdkladnich vzorct a poucek klasické teorie pole v Lag-
rangeové a Hamiltonové formalismu.

Hustota lagrangianu

Centrélni vyznam lagrangidnu L(ql, R ql, ..., 4%, t) v teorii pole piebira hustota lagran-
gidnu
L9 @@L @, X), (11.1)

z niz mizZeme urcit L = [ £dV.V takto utvofeném lagrangidnu na misté obecnych
soufadnic vystupuji pole ¢'(x"), typicky zavisejici na soufadnicich a ¢ase, kompaktné
dohromady zapsanych jako ¢tvefice prostorocasovych soufadnic. V hustoté lagrangi-
&nu se kromé obecnych rychlosti ¢ := (pft := 0;¢' muiZe vyskytovat zavislost i na deri-
vacich ¢ podle x, y, z. Tomuto museji byt uzptisobeny Euler-Lagrangeovy rovnice, které
ziskdvaji tvar
0 0 0%
; oxt d¢t, ¢’

= 0. (11.2)

Derivace zcela vlevo se rozumi po¢itand v soustavé soufadnic (x/), tedy ¢’ apod. se v ni
jiz neuvaZzuji jako nezdvislé proménné lagrangidnu, ale jako funkce soufadnic a casu.
V soustaveé jedné proménné by se takto chovala tiplna ¢asova derivace.

Hustota hamiltonianu

Teorii pole miZeme formulovat i v Hamiltonové formalismu. Na rozdil od pfedchoziho
pfipadu, nezavislého na volbé vztazné soustavy, v Hamiltonové formalismu ziskdva
¢asova soufadnice vyhradni roli oproti prostorovym. Volime tedy obecné hybnosti jako
derivace podle ¢asové zmény ¢,

Y _ a7

= 0L 0L (11.3)
dply 99!
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a Legendreovu transformaci provedeme téZ pouze v zdméné ¢' <+ I1;. Vysledkem je
hamiltonian, ktery lze psét opét jako integral H = [ #°dV z hustoty hamiltonidnu

H=TL9' =L =H(¢", ..., 0% ¢, 9% Th,... T, 2, t) (11.4)

Vénujte pozornost nezavislym proménnym: obecna rychlost @' se nahradila obecnou
hybnosti IT;, ale ostatni (prostorové) derivace ¢' zlistavaji! To ma vliv na mnoho aspektii
teorie. Zejména pohybové rovnice je tfeba psat pomoci funkciondlnich (¢i varia¢nich)

derivaci®®

.i()_c, £ = 0H 07 (%, t)
P T SLGE Y T e e
o SH 9. (%, 1) 9 97 (%,1) (11.5)
(%) = o=+ ) g,
S@H(X, ) ¢ T 0xk ¢t

které berou ohled na moZnost vyskytu nezavislé polni proménné i jejich derivaci.

Poissonovy zavorky

Podobnym zptisobem jako pohybové rovnice je potieba upravit Poissonovy zavorky.
V kazdy okamZik mtZeme vyhodnotit Poissonovu zdvorku dvou stavovych funkci jako

6G OF 6G ) (11.6)

s SF
F - [ d3 : - :
{F.G) / dx ; (54)1(55,,5) SIL(Z, 1) OIL(%, 1) 69l (%, 1)

Pohyb soustavy pak mtiZeme tradi¢né psat jako Poissonovu zdvorku s hamiltonidnem
(ne hustotou). Ponékud je ale tfeba upravit kanonické Poissonovy zavorky: zejména ne-
miiZeme pouZivat samotné @', IT;, protoZe se nejedna o stavové funkce. Na skute¢né
trajektorii soustavy budou jak ¢ tak I'l; funkcemi soufadnic a ¢asu, a o stavovych funk-
cich tak mtiZeme mluvit pouze po vyhodnoceni téchto veli¢in v néjakych soufadnicich
(ale stejném case). Jejich Poissonova zavorka vede na zobecnéné funkce:

{¢'(%,1), TL;(§, )} = 6;0°(% — 7). (11.7)

11.2 Jak kvantovat klasicka pole
Kvantovani se standardné provadi podle ndvodu:

1. UvaZujte klasickou volnou (neinteragujici) polni teorii danou hustotou lagrangi-
anu. (Interakce za¢lenime pozdéji.)

2. Naleznéte feSeni pohybovych rovnic z Lagrangeova formalismu ve formé super-
pozice rovinnych vIn.

3Jak jsme je zavedli v kapitole 9.1.1.
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3. Vyjadrete amplitudy rovinnych vin ai(k) a jejich komplexni sdruzeni pomoci poli
a jejich kanonickych hybnosti (11.3), pro které klasicky postulujeme Poissonovy
zavorky (11.7).

4. Pieskalujte velitiny a’(k), aby platilo

in{a(k), @ (k') } = 6;;6°(k — k'). (11.8)

5. Zaved'te # = I1;¢' — £, z n&j spotitejte H = [ d3x 7 a ovéite, Ze

—

H= 2 / SKE(i, B)a (F)a' (F) (11.9)

je souctem energii uvaZované superpozice rovinnych vin.

6. Kvantujte pouZitim principu korespondence

(11.10)

Pv‘l

Odsud okamZité plyne [&i,E, ﬁ;,rj,] = 51']'53 (E —K), jak ma platit pro spojité bosonové
kreac¢ni a anihila¢ni operatory. VSimnéte si, Ze hamiltonidn se pfepisuje v ,normal-
nim usporadani”. Pocitat jej pfimo ndhradou ¢, Il za operétory ve vzorci pro ¢
by vedlo k zdkefnym nekone¢ntim, ktera se pak museji sloZité odstrariovat.

7. Postulujte existenci a jedine¢nost normalizovaného stavu s nejnizsi energif, va-
kua |0), spltiujiciho (10.12). Focktv prostor pak generujeme pusobenim operétort
4! na |0). Takto ziskané stavy (&Zl ...4} |0)) interpretujeme jako stavy obsahu-
jici n kvant pole ¢. Tyto stavy pak maji energii/hybnost danou jako soucet ener-
gif/hybnosti stavi 4} |0), proto stav 4} |0) interpretujeme jako &astici pole ¢, napf.

foton, ve stavu |a) a obecné stav 4} Lo a} |0) jako n-&asticovy stav.

.].

8. Interakéni ¢leny v klasickém .# vyjadiete také pomoci d. ¢, 4 i

i1 4.7 a zapocitejte je po-

ruchové.
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11.2.1 Volné realné Klein-Gordonovo pole (c = 1,77 = 1)

Piiklad uvedeme na tzv. redlném skaldrnim poli,*’ daném lorentzovsky invariantni hus-
totou lagrangidnu

1 1
L = —8P,q)87*q) m > 2’7}“/4’,;149,1/ — Emzq)z, (11.11)
kde (x*) = (t,x,y,z). NapiSeme pohybové rovnice
0L 1
g, 2" et 277"”<P,y5’5 =" 9w
vy 2o (11.12)
0=deg,—— 5y = 1" 9x) e = 1" gy +m’g =D+ n’p,

kde jsme pouzili d’Alembertova operatoru L. NeZ rovnice za¢neme fesit, pfipravime si
jesté rovnou obecnou hybnost volbou x = 0 v prvni z rovnic:

0.7
IT= aq) 17 Yo, = ¢. (11.13)

Rovnice (11.12), zndma jako rovnice Klein-Gordonova, mé nekone¢né mnoho feSeni
tvaru rovinné vlny

grp(%, 1) = (kT @), (11.14)
Dosazeni do (11.12) d4 podminku
w(k)? = K+ m?. (11.15)

Obecné feSeni pohybovych rovnic s poZadavkem na realnost ¢ tedy je

/dsk =) 1 g (e iRe-w ), (11.16)

w(k) = \/ k2 + m2. (11.17)

ReSeni rovnic dosadime do pfipravené obecné hybnosti

kde

(%) = ¢ = —i / 3Bk (k) (a(%)ei(kf—“’@)t) —E(E)e—i(k’?—w@)”) : (11.18)
Pti hledédni vyjadfeni a,a pomoci ¢, IT zkusime zpétnou Fourierovu transformaci

1 N , I
W/d3xe_z(kx_w(k)t)go(o?, ) =...=a(k) +a(—k)eX =Rt (11.19)

¥ Takovy popis se prifazuje Higgsovu bosonu.
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Nadbyte¢ného vyrazu s @ se zbavime transformaci 11, kde vystoupi tytéz dva ¢leny se
vzajemné opanymi znaménky:

(2;)3 / Bre F -1z 1) = ... = —iwE)a(k) + iw(—K)a(—k)e2 Rt (11.20)
Celkové tedy
af) = — 1 [ (o0 + LI, ¢) | e iR (11.21)
2(2m)3 T w®)

a jeho komplexni sdruZeni

1 3 N - i(FE—w(F))
207)° /d X (q)(x, t) w(E)H(x’t)> e : (11.22)

S touto volbou 8kaly by vychézelo

a(k) =

{a(k),a(k")} = 4(2% / FEM / By iFEw®N i FT-w @)

1 i(Fx T oy !
_ _ /d3x/dBye—z(kx—w(k)t)ez(k F-w(®)t) 5 (11.23)

= 0
2(2m)3w(k)
namisto pozadovaného —id® (k — k'), upravime proto definice a(k) a @(k) opravnym
faktorem 1/2(277)3w(k) na
a(F) = L [ & xem T [w@yp(z, 1)+ in1(5,)]
2(27)3w(k)
a(k) = L [ et i@ [wE)p(, 0 - m1(z,0)]
2(2m)3w(k)
. ) ) o (11.24)
q)(f,t) — _ /d3k <a~(k)ez(kx—w(k)t) _I_E(k)e—z(kx—w(k) )) )
2(2m)3w(k)
—iy/w(k) 3 I 7z
2\ ~ i(kXi—w(k)t) = —i(k¥—w(k)t)
() = |k (ae (k)e )



Kvantujme!

[9(%,6),T1(%,1)] = ¥ (x—7), (11.25)
[p(X,1), ¢(%,t)] = 0, (11.26)
[I1(x,t),I1(x,t)] = 0. (11.27)

PHmym dosazenim a pouZitim postulovanych komutaénich relaci pro ITa ¢ by se uka-
zalo, Ze pak skutecné také

6
[z, 87] =0, (11.28)
0

jak ma byt.
Pokusme se nyni sestavit hamiltonidn volného Klein-Gordonova pole pfimym vy-
poctem s ,ostfiskovanymi” ¢leny:*
A= [ndx= [ (11— 2)dx
1 A
= E/ H2 + (grad ¢)? + ngﬁz) d3x

/ 3k / d3k’
(U(U

— 55 Ak ) E—i(wtw )t _ 5 At Si(K—K)F+i(w—w')t _ st e st At
( ww <akak —dgaye pape” +azdy e
_ R ¥ pop AR F—i(wtw )t _ 5 st iR —K)EHi(w—w )t gt ey ot At
k-k <akak,e ag g, e apage +ap i e
2 ((aa Ji(k+K)T—i(wtw)t | 5 st i(K—K)Z+i(w—w')t _ st 4 A oAt
+m (akak,e + i e iz age + azae

40Pro strucnost w’ := w(K').
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Vzorec vysel ve smiSeném uspofdddni kreac¢nich a anihila¢nich operétort. Pokus pie-
vést jej na normélni uspotadani 4T 4 padne na skute¢nosti, Ze bychom pottebovali ko-
mutator 4" a 4 se stejnijm k, ktery je podle (11.28) umérny 4(0)! ProtoZe tento ¢len v teorii
harmonického oscilatoru udava hladinu nulové energie, nase pole by mélo nekone¢nou
energii uz ve vakuovém stavu.

Budeme se proto drzet nasi kuchatky a hamiltonidn sestavime s vynucenym nor-

malnim uspofddanim

A= / Pk () it ag. (11.30)
Tento postup dava dobré vysledky.
Podobné by se odvodil vztah pro hybnost P
p— / Lrkal ag. (11.31)

11.3 Kvantovani elektromagnetického pole

Analogii ukdzaného postupu zkusime nakvantovat elektromagnetické pole, jehoZ jed-
notlivé excitace jsou fotony. Spocitdme také v nejhrubsi aproximaci jeho interakci s elek-
tronem.

Budeme se opét drZet kuchaiky, ovSem el.-mag. pole ma tu nevyhodu na vypocet,
Ze je kalibracné invariantni, jeho invariance vzhledem k volbé kalibrace se nesmi objevit
jako nezavislé pole s hybnostmi ve vysledku.*! Tahle obtiZ se da fe$it rizné&, my zvolime
kalibraci fixné a potom budeme kvantovat. Tento postup je jednoduchy a funguje dobfe,

je véak nevhodny pro préci v teorii elementdrnich ¢astic, kvantové chromodynamice

apod.
’ Pfipomeneme, Ze hustota lagrangianu elektromagnetického pole je
Z = —ﬁFHVFW, (11.32)
kde*?
Fu = 0,Ay —dvAy, (11.33)
a dava pro pole A, pohybové rovnice
040" Ay — 9, (0"A,) = 0. (11.34)
Obecné hybnosti jsou (az na konstantni faktor) slozky elektrické intenzity:
. 1% 1 1 1
Il = A, cadp %(Ai,o — Agi) = ﬁ(_EAft —AY) =
) 2AT 9p i (11.35)
:W<_ 5 _ﬁ) = ¢goE".

41Kalibra¢ni invariance napiiklad to znemozZtiuje pfechod k hamiltonovské formulaci, protoZe obecné
hybnosti ve ,smérech” odpovidajicich témto stupniim volnosti by vysly nulové.

-

2hy = (£,-A)
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Fixni kalibraci zvolime Coulombovu, danou vzorci
9=0, v-A=0. (11.36)

Je tfeba zdtiraznit, Ze tyto rovnice nejsou invariantni vii¢i Lorentzové transformaci: za-
visi na volb& sméru ¢asové osy. D4 se postupovat i volbou (slabsi) Lorentzovy kalibrace,
ale ta problém fe${ jen ¢astecné a je pak potieba dalsich krokii.

V rovnici (11.34) tak zmizi druhy ¢len a zbude rovnice pro netrividlni slozky (tf1)-

vektoru A: B
OA =0. (11.37)

Reseni v podobé polarizovanyjch rovinnych vin
A(%,t) = gl ®n), (11.38)

musi spliiovat

a vazbu na smér polarizace € udava kalibra¢ni podminka

— —

v-A=0 = Fk-&=0. (11.39)
To m4 pro kazdé nenulové k dvé linedrné nezavisl4 feen.

Obecné (redlné) feseni v podobé kombinace rovinnych vin se dvéma moZnymi po-
larizacemi tak vypada*®

2 - - - -
ZEHEDY / d3k3 " &k ) (a(E,A)ei<kf—W<k>t)+a(E, A)e—dkf—w(k)t)),
A1/ (2m)2 2w(k)eg

(11.40)

kde stéle
(11.41)

a obecnd hybnost
r 2 3
(1) = e = 3 [ <o S 0a(E )
o =) (2n)7 | 2w(k) (11.42)
- . :

43Zahrnuli jsme jiZ spravny faktor k amplitudé a.
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Hustota hamiltonidnu pak vyjadfena pomoci a vychdzi

i 1 1 €0, = 1 =
=1TA;; — £ = —— (1) + —(A;; — Aj;)? = J|E+ —|B?
H 1,t 280( ) + 4]/‘0( 1,] ],z) ( 2 | | + 2 | |

(11.43)
_ = Z/d3khw Ya(k, Aa(k, A).

Kvantovani kalibra¢né invariantni teorie pfindsi dvé dalsi pfekvapeni: dokud ne-
mame Hamiltontv formalizmus, nemédme ani Poissonovy zavorky. Fixni kalibrace, po-
kud je dostupnd, tento problém fesi, ale naopak se mtiZe stét, Ze kalibra¢ni vzorce jsou
ve formé holonomnich vazeb (jak je tomu v pfipadé Coulombovy kalibrace) a musime
pak zavadét obecné soutadnice.**

My se tedy vyddme cestou nejmensiho odporu a misto komutatort soufadnic a hyb-
nosti postulujeme rovnou komutatory krea¢nich a anihila¢nich operétort

gt | = oD (E-F), (11.44)
Slozky soufadnic A(%,t) a hybnosti T1(¥, t) vyjadienych pomoci téchto operétort pak
komutuji jako

[A‘(*) (7, 1)] =
_2 - [ @ /dskf OE) M) (F, 2 x

=1A'=1 )31/ w(K)w (k')

A i(kE—w(k)t) | At ikZi—w(k)t) A JiKT-w®)) _ st —i(KG—w(K)t)
X [ame + am e SO y€ aE,,A, e

% (_ k=K —i(cw(k) = (k) v (5(3)@ _ %/) o ikE+iK j+i(w(K)—w (K)t Sy 5(3)@ _ E’))

2 .
_ 3, b o2 FE—7) | FG-F)
» / k3 ik Ve L) (eFE 9 4 o00)

pij(k)
) _ (1145)
Pokud by nyni na misté P;;(k) vystupovalo ¢;; (jak by se stalo, kdyby pro dané k vektory
é(k,\) byly tii a tvofily ON baz1) vyraz by se z]ednodusﬂ na kanonicky komutéator
ihd;jo (3)(% — ¥/). Projektoru P(k) ale ,chybi” vektor ve sméru k, plati pro néj
> kik;
Pij(k) = 6;j — # (11.46)

44V nich pak je mozno vyjad¥it Poissonovy zévorky piivodnich soutadnic a hybnosti jakoZto stavovych
funkci.
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a jeho Fourieriv obraz je namisto delta funkce takzvana transverzilni delta funkce

1
triz_ = _ 5. .5B8)(»_ = .. -
0if (X = ) = 00" (X — ) —1—818]47_( g (11.47)
S timto oznac¢enim plati
[Ai(%, 1), TTj(7, t)] = ihd; (% — 7). (11.48)

Jedna se o disledek vazby, kterou jsme mezi soufadnice zavedli volbou Coulombovy
kalibrace.*

11.3.1 Interakce elektromagnetického pole s latkou

Nyni uZ mame vSechno pfipraveno na posledni krok kuchatky, vypocet interakce fo-
tonti s ¢asticemi. Hamiltonidn nabité ¢astice v el.-mag. poli jsme samoziejmé uméli se-
stavit jiz ddvno, tam ale potenciél vystupoval jako externi proménné a nemohli jsme tak
zachytit reakci pole na pohyb c¢éstice, jen jednosmérnou akci Lorentzovy sily. Novy po-
pis ndm tak umozni kvantové popsat vztah mezi urychlovdnim nabitych ¢astic v poli a
pohlcovanim ¢i vyzafovanim energie ve formé fotonti. Budeme uvazovat elektron, tedy
q= —e.

Hilberttiv prostor naseho systému bude dan tenzorovym soucinem Hilbertova pro-
storu volného hmotného bodu a Fockova prostoru elektromagnetického pole. Celkovy

s ¥

hamiltonidn pak napiSeme do formalismu pfedchozich kapitol jako soucet tfi ¢lenti

P2 .

H = % (Hééstice)
LB SR e (B (11.49)
om Y’ 2m ¢ int ‘
2
+Azl / Pknw®) al a, (Fooe)

kde za A; je jesté potteba dosadit z (11.40), v operatorové verzi a s polohou vyjadienou
X. Tento hamiltonian jsme dostali piimo roznésobenim znémého
(P—gA) / 3, (E0g2 = L oa s
H=-—F7—=-— d’x | E —B 11.50
om TAeT [ dx (B + 3 -BR) (11.50)

a dosazenim kvantovych verzi vSech zti¢astnénych veli¢in. (Ve Schrodingerové obraze
volime t = 0, tedy

E NN 2 dSk B . R .
A= / =—&(k,A <ﬁ~ X 4l e_lkX), 1151
) /\\;:1 (27T)% 2w(k)eg (k:A) kA kA ( )

vysledek (11.48) lze ziskat i zcela klasicky ve formé Poissonovych zavorek a odsud pak odvodit
(11.44). Potfebujete k tomu vSak teorii, kterou jste neprobirali.
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o spravnou hodnotu v €ase ¢ by se postaral vyvoj operdtoru podle (3.24).)
Hamiltonian Hesstice popisuje pohyb volné ¢éstice a 21 pole Neruseny casovy vyvoj

pole, oba umime dobie pocitat. Dohromady je oznacime Hya zbyvajici ¢clen Hint budeme
uvazovat jako poruchu tohoto volného hamiltonidnu. To je oprdvnéné, pokud |eA| <
|P|. V prvnim fddu pak mutzeme zahodit druhy ¢len Hiy a rovnéZ rovnou Skrtneme
tfeti, protozZe ve zvolené kalibraci je ¢ nulové. Za parametr poruchy pro poruchovy
rozvoj muzeme vzit kupfikladu e.

Z nestacionarni poruchové teorie pro ¢asové nezavislou poruchu zndme vztah (5.50).
Pro nase ti¢ely uvazujme, stejné jako pfi jeho odvozeni, pocdtecni i koncovy stav jako
vlastni stavy Hp, necht’ ovéem navic jsou tenzorovymi sou¢iny né&jakych vlastnich stavti
Hesstice a Hpole- Pro pravdépodobnost pfechodu tedy plati

1 N Ef —E;
Wiigip)1fefe) (T) = 2 [fer folBindlie ip) [ Ir { —5— ), (11.52)

kde

A

At = zi(ﬁfx()?) +AX)D). (11.53)

a E; y znadi celkové energie (vlastni hodnoty Hp) potateéniho a koncového stavu. Funkce
I, jak vime z pété kapitoly, je zodpovédna za potlaceni pravdépodobnosti pfechodu
pro velké rozdily energii, a popisuje tak (pt¥iblizné) zachovani celkové energie pii inter-
akci. Pro delsi casy T se energie zachovava presnéji. Vénujme se nyni hlavné skalarnimu
soucinu vystupujicimu pfed ni.

Nisledujici odvozeni se provede nejsnadnéji, nahradime-li A jeho diskrétni verzi,
kterd umoznuje jen diskrétni hodnoty vektoru k. Toho se dosahne tak, uvazujeme-li
misto prostoru IR? jen krychle o strané 4 (s periodickymi okrajovymi podminkami). V ta-
kovém omezeném prostoru jsou rovinné postupné viny umoznény jen s vektory

2
- 77-[(”1/ ny, n?))/ Tl]' S Z. (1154)

tau!

Kvantovéni pak dd namisto (11.51)%

A

() AZ L2 <k>so

kde krea¢ni a anihila¢ni operatory nyni maji diskrétni stupné volnosti, tedy

D>1>

&k ) (a,; Xt eﬁ) , (11.55)

A At .
[an,A’ ﬂi(»l,)\/] = 5)\/\’5jl (1156)
a volny hamiltonidn vychézi
2
H=Y Y hw(k)al a,. (11.57)
A=1

467kuste si to!
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Pro dostate¢né velké a se stiraji rozdily mezi takto popsanym polem a ptivodnim, ne-
diskretizovanym, elektromagnetickému poli. Detailtim limitniho pfechodu se zde ne-
budeme vénovat, zaujaty ¢tenéf je najde ve [2].

Toto pfiblizeni mé vyhodu, Ze v ném mame elegantni vyjddfeni vlastnich stavi Hpole

— pies obsazovaci &isla jednotlivych kombinaci (k, A):

(7).
) = ]‘[Lwac) (11.58)

|ipole> = |ny,ny, ..

Provedeme jesté jedno pfibliZeni, takzvanou dipélovou aproximaci. Ta pfedpoklada, ze
typickd vlnova délka pole je mnohem vétsi nez méfitko polohy céstice — jinymi slovy,
Ze uvazujeme viny tak dlouhé, Ze pohyb castice, na kterou ptisobi, je ve srovnani s
jejich vinovou délkou zanedbatelny. V tom pfipadé miiZeme pfestat psat x-zdvislost
vektorového potencidlu, coZ nepochybné vSechny tivahy vyrazné zjednodusi:

Ar ek ) (., +at 11.59
77 £ T a0 (119

Pfinejmensim v (11.53) poté operatory P a A komutuji a navic plisobi na rtizné ¢asti
Hilbertova prostoru, takze
) s
2

1
W|ié/ip>%\fé/fp>(T) ~ ?IT (
2 1 /7 =N n At .
= Smthegv T Z§f%mwwwmmwwﬂﬁﬂw
w

2
<fp|A|1p>

2

A=1

(11.60)
Pro¢ se aproximace nazyva dip6lovd, se dozvime, vyuzijeme-li nasledujiciho triku:
2 mrs
P = = | X, Aastie (11.61)

a vlastnost, Ze |i¢) a |f¢) jsou vlastni stavy volného ¢éasticového Hamiltonidnu s energi-

(© (©),

emi E;, resp. Ef

5, m 5 oA A~ S0, m & b 5.
(fel Plie) = = {fel (XHe — HeX)ie) = %(Ei( = E](f))<fE|X|1i’:>- (11.62)
Pak totiz 1ze psat
2
1 2, AEW L7y AN oAt
Wiigip) =ifefo) (T) & Zm 11 () | ), ), —==Cfel (E(K, A) - D)lie) (ol (B + 3 )lip) |
€0 A=1 ¢ 1/ w(k)
(11.63)
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kde D = eX je operétor dip6lového momentu &éstice.
Vidime, Ze z hlediska pole jsou jediné povolené pfechody (s nenulovou pravdé-
. s vz . P P , At .
podobnosti v prvni faddu rozvoje) takové, kde [f,) ma piekryv bud’ s i |ip) nebo
s A, |ip). Tedy takové, ve kterych v jednom z m6da vznikne nebo zanikne pravé je-
den foton. Navic vime odpovidajici skaldrni souciny,

(nl,nz,...,n'+1,...]ﬁi \ny,no, ..., nj,...) = /ni+1,
’ iy : : (11.64)
<n1,n2,. i +1,... |ﬁzj,Aj|n1,n2,. TR > = \/1’1—]',
ze kterych snadno dopocitdme pravdépodobnost emise
1 AE(celk) (AE(E))Z - A 2
Wemise do Ej,/\j(T) ~ 271280VIT ( 7 AE®) ‘<fé|(€(kr)‘) ’ D)|Zé> (”j + 1)
(11.65)
a pravdépodobnost absorpce
1 AE(Celk) (AE(E))Z - A2
Wabsorpceﬁj,)\]-(T) ~ 2h280v T < h |AE(p)| ‘<fé|(€(k/A) ’ D) Zé> n; (11'66)

Pékny vysledek je, Ze pravdépodobnost emise se déd rozlozit na pravdépodobnost
stimulované emise, ¢iselné rovnou pravdépodobnosti absorpce, kterd je pfimo imérnd
poctu fotonti v daném moédu pfitomnych (a necitlivd k Zddnym ostatnim fotontim), a

pravdépodobnost spontinni emise, nezévislou na polnich proménnych. Dale ¢len s D
zodpovida za znamé geometrické rozloZeni vyzarovani dipolu. Tyto vlastnosti dobfe
popisuji experimentalné ovéfené fakty.
Pro velké (ale konecné) objemy se jesté hodi asymptoticky vztah
IT(CU) t——+o00

ktery pro velké hodnoty T zajist'uje zachovani celkové energie
AEC® — o AEP) = _AE® (11.68)

a navic umozZnuje psat vysledek ve formé pravdépodobnosti za jednotku ¢asu. Pocet
fotonti v médu |kj, A;) je pak mozno brat jako hustotu po¢tu fotont (v pocatetnim stavu)

s danou hybnosti na prostorovy tihel v jistém okoli Ej a s danou polarizaci. Detaily opét
viz [2].

Tento explicitni vypocet dava piiklad obecné interpretace nejjednodussich ¢lent in-
terakéniho hamiltonidnu. Obecné ¢leny tvaru O aT (doprovézené O*4; pro samosdruze-
nost hamiltonidnu) odpovidaji interakcim, pfi kterych je do pole vyzéfena / z pole po-
hlcena jedna ¢astice, za soucasné zmeény stavu druhého fyzikdlniho systému. Diky fak-
torim (11.64) je pravdépodobnost absorpce piimo tmérnd poctu ¢astic (excitaci) pole,
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které jsou v odpovidajicim médu k dispozici, a pravdépodobnost emise je navysena o
moznost spontdnni emise. Cleny kombinujici 4 4; odpovidaji volné oscilaci pole. Dalsi
¢leny vyssich ¥adt bychom interpretovali podobnym zptisobem:

1. Oﬁ*ﬁj + O*&iﬁ}: rozptyleni ¢astice pole na bodové ¢astici za soucasné zmény stavu
Castice,

2. ﬁ:-rf)j + al-z}} (za pritomnosti dvou poli): zména druhu jedné polni ¢éstice na jiny,

biby + ﬁif);f)l‘:: rozpad castice jednoho pole na dvé &astice jiného, syntéza jedné
stice srdZkou dvou ¢astic druhého pole

- =

¢

a tak dale.
Obdobné jako u elektromagnetického pole se postupuje i ve fundamentélnich teori-
ich elementdrnich ¢astic, ale v této aplikaci je tieba zvazit i dalsi problémy, napf.

1. Focktv prostor stavii je konstruovan pomoci feSeni volnych neinteragujicich ¢és-
tic. Kanonickd hybnost ma jiny vyznam pro interagujici ¢éstici, neZ pro volnou.
Do jaké miry je opravnéné pouZiti Hy pro interagujici ¢astice?

2. Problémy s kalibra¢nimi stupni volnosti se jesté zvétsi pfi pouziti neabelovskych
kalibra¢nich teorii (elektroslabé, silné interakce).

3. Poruchové rozvoje maji tendenci nekonvergovat. Jsou pak potieba pokrocilé tech-
niky jako renormaliza¢ni teorie a podobné.

Tyto problémy uz opravdu pfenechdme kvantové teorii pole.
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