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Geometricka interpretace Velké véty ortogonality

Velka véta ortogonality tedy fika, Ze pokud vytvorime vektory Cisel
o poctu prvkii |G| tak, Ze si zvolime jednu ireducibilni reprezentaci
a v ni u-ty radek a v-ty sloupec a prvky vektoru jsou prvky prislusné
pozice v matici IR reprezentace pro vsechny prvky grupy G ve
stejném poradi, pak jsou tyto vektory ortogonalni pro riizné pozice
v matici dané reprezentace a totéZ s maticemi neekvivalentnich IR
reprezentaci. (Vzdy mame stanovené poradi prvki v G.)

Je—li |G| = n, potom vektory s n prvky tvori n-dimenzionalni vek-
torovy prostor. V takovém prostoru tedy miize byt maximalné n
vzdjemné kolmych vektorii, a proto plati, Ze /,-2 < n, kde suma
Jde pres vsechny neekvivalentni ireducibilni reprezentace. (Pozdéji
se zde ukaze, ze vzdy plati rovnost.)



Charaktery reprezentaci

Pro maticové reprezentace zavedeme uziteénou velic¢inu
nezavisejici na bazi — tzv. charakter reprezentace.

Oznacme stopu matice Tr (T;(gi)) = xi(gi). charakter
prvku g; v reprezentaci T;.

Mnozinu {x(e), x/(g1), x1(g2), x1(g3), - . .} usporadanych
n-tici stop matic T;(g;) nazveme charakter reprzentace T;.
xi(e) = n

M@zeme tvrdit:

© Charaktery ekvivalentnich reprezentaci jsou stejné (podobnostni
transformaci Ize jednu reprezentaci prevést na druhou)

@ Charaktery konjugovanych prvki jsou také stejné (z vlastnosti stopy),
tj. prvky ve stejné konjugované tfidé maji stejné charaktery.

G=GUGUGUGU...

xi = xi(e), xi(G2), xi(G), xi(Ca) - - -



Ortogonalita charakterd
Corollary

Véta ortogonality pro charaktery prvki grupy:

Z Xu(8)*xv(g) = ndy .. (1)
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Dikaz

Ve velké vété ortogonality postavime o = 3, u = v, tj. vezmeme
diagonalni elementy v kazdé matici a seCteme a |G| = n

i
YDA Tile)Ti(8)aa |f| 8ij0uadualts (2)
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Z Xu(gi)*XV(gi) = ’75'//“ (3)

&i€G




Diikaz.

Z Nixu(Ci)*x(Ci) = néyy, (4)

kde G = GG U---U Ck a N; je pocet prvkd v konjugované tridé. Prvky

N;
n

xu(Gi) = xu(Ci) (5)

tvofi ortonormalni systém, ktery je vétsi nebo roven poctu neekvivalentnich
ireducibilnich reprezentaci. Ol

v

Maticové lze zapsat:

x1(G) xi(G) xi(G) ... xa(C)
x2(C1) x2(G) x2(G) ... xa(Ck)
Q=|x3(G) x3(C) x3(G) ... x3(Ck)
(@) k(G) xil(Gs) o k(G



X1 (CG)Ny
L1 X1 (C2)Na
Q = - Xi(G)N3
X1 (Ci) Ni
Potom
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x3(C3)N3
X5(Ci) Ny
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3(G)N1 o xp (G M
G(Q)N2 o X (G)N2
X3(GINz ... X (G)N3
X3(C)Ne .o xe(Ci) Nie
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Jak zkonstruovat tabulku charakterd

Tabulka charakterd dava informace o ireducibilnich reprezentacich.
9 v(g) =1, trivialm reprezentace
Q \.(e= C1) = I, rozméru ireducibilni reprezentace
© Pocet ireducibilnich reprezentaci je roven poctu konjugovanych trid.
(ukazeme) Rozméry ireducibilnich reprezentaci /, jsou dany vztahem

>, 12 = n. V mnoha pfipadech m4 tato rovnice jednoznagné Feseni.
© Radky v tabulce musi spliovat (ortogonalita)

Z N:X,u XV CI) = n(su,u,
© Sloupce musi splﬁovat QQ ' =Q'Q)
ZXV (Gl G) = 5 S nd,

@ Prvky uvnitf i-tého fadku spliuji (G;.C; = >, cjjk C, cjjk — kolikrat je
ktera tfida obsazena v sou(:inu.)

NiXV(CI) NJXI/( =1, ZcukaXV(Ck)
k



Dokazeme vztah 6, ostatni uz jsme ukazali, nebo je trivialni

Diikaz.

v kazdé tridé platiX C, X! = Ci, pro VX € G, tj. X Cx = Ci X, a totéz
také pro reprezentace.

Vytvoime matici 'y = > A;, Cx = {A1, Az, A3, ...}

I, komutuje se vsemi prvky reprezentace a podle Schurova lemmatu

'« = n« 1. Upravime vztah pro cjj pro matice I'x. Protoze vyraz vpravo
komutuje se viemi prvky, musi komutovat i vyraz vlevo, tj musi obsahovat
celé konjugované tridy a je takto rozlozitelny.

=> A B _ZAB _Zcukrk,

AeC; BieC;

|

protoze A;B; = D; € C. Dosazenim n;n; =, Cjink- A udélame stopu:

N
Tr [ = nichy atake Tr T =Tr > Ai = N (Ci),
i=1

_ NkXV(Ck)
= 7/}/ .




Tabulka charakterd pro Dg

Dg ma tfi konjugovné tridy E; A, B,C; D,F

G 3G [2G
xi| 1] 1] 1
va| 1] -1] 1
xs| 2| 0] -1

Posledni podminka pro konstrukci tabulek fika:
.G, =3C; +3C3; 3.3=3.1+3.2

G.G3=2C+(C3; 22=21+1.2
G.C,=2G; 32=23

Prvni je vysledek nasobeni tfid a vedle pro pfislusny pocet prvki.
Pro matice I' plati:

MM, =(A+B+ C)(D+ F)=AD+ AF + BD + BF + CD + CF =
=B+C+C+A+A+B=2A+B+C)=2I,



kolikrat je ireducilni reprezentace obsazena v reducibilni

Theorem

Meéjme unitarni reducibilni reprezentaci T(g) rozepsanou pomoci
ireducibilnich reprezentaci jako T(g) = €D, a, T.(g). Oznacme
X(G) = >, axu(G). Potom pro koeficienty rozkladu a,, plati

_ },Z Nixu(G)™X(Cy). (6)

Diikaz

Rovnost x(Ci) = >, avxv(Ci) vynasobme N;ix;(C;) a vyscitame pres i —
pocet prvkii ve tridé a pouZijeme ortogonalitu charakterii:

Z Nix;, (Ci)x(C Zayz Nix; (Ci)xu(Ci) = Z aynd,, = ayn

|

.

Coz neni nic jiného nez rozklad do ortogonalni baze.

\



Frobeniovo kriterium ireducibility

Tohoto rozkladu vyuziji k nasledujici podmince:

Z Nix*(C)x(G) = Z N,-Zauxi(Cf)ZauXu(Cf) =
i i v Y

— Z Z auay Z Nix; (Cxu(Ci) = Z Z auay niy, = Z |aM]2n
v " i v W

I

Corollary

Z definice je T(g) ireducibilni reprezentace, pravé kdyz pro jednu hodnotu
w je a, = 1. To jest

Z X(u) (&) x(gi) = n. (7)




Regularni reprezentace

Udélgjme si tabulku nasobeni prvki grupy prvky inverznimi:

€ 82 83 84
e e &2 &3 &4
Ae| B |8 e | &es
g3 g3 83 gz e e
g4 g4 g4 g2 g4 g3 €

Regularni reprezentace grupy je mnozina matic, kde kazdému prvku grupy
je pfifazena matice, kterda ma 1 v misté, kde se nachazi dany prvek v
tabulce 1 a v3ude jinde 0. Akce grupy je transitivni, tj. v kazdém slupci a
kazdém radku bude mit reprezentace prvku pravé jednu jednicku.
Oznac&im-li prvky matice v k-tém fadku a |-tém sloupci ay tak mohu psat

0 se rozumi Kroneckerovo delta.

(TC) i) = 32w &) = 5({e "1} &)



Vlastnosti:

@ /e je to maticova reprezentace:

> (108 ()i (TUE) (g1)) iy = 25 {g e} 80)0({8 g}, &) =

k

=> (g {gigo})0({ei 'gi} &) = 6({g, ‘g g} &) =
k

= 3({g; g} {gper)} = (TU)(gogr))i
@ Charaktery:

X" (e) = n, x"2)(g;) = 0 pokud gi #



Celebrated theorem

Gl =n

Theorem

Pocet neekvivalentnich ireducibilnich reprezentaci:
Kazda regularni reprezentace obsahuje kazdou ireducibilni reprezentaci
tolikrat, kolik je jeji dimenze.

Dikaz.

Pouzitim Frobeniusovy podminky kolikrat je ireducibilni reprezentace T; v
reprezenaci T\"8) a viastnosti regularni reprezentace dostaneme:

1 1
= — (rEg) i (rEg) ) = — —
a = ;:1 X\ (gi)x, ¢’ (&i) —nn, = ny

A\




Dasledek

Gl =n

k
E n2 =n,
v=1

kde scitame pres vsechny neizomorfni ireducibini reprezentace.

Tim je ukazana rovnost v nerovnosti v disledku Velké véty ortogonality.

Corollary

Visechny abelovské grupy maji pouze jednorozmérné ireducibilni
reprezentace.
n
E n2 =n,
v=1

kde scitame pres vsechny neizomorfni ireducibini reprezentace.
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