Grupy a reprezentace 5

Zpracovano na zakladé poznamek J. Marese a s jejich vyuzitim

wiki-skripta



Holderdv program 1880

O Klasifikujte viechny koneéné prosté grupy
trvalo 100 let do r. 1980
az 10 tisic stran matematického textu
@ Najdéte zpisob vytvareni grup z grup prostych.
Neni aplné vyfeseno doposud. Napr. ma—Ii grupa vsechny kompo-
ziéni faktory fadu 2 pak |G| = 2"

Soucasti procesu byla i Feit — Thopsonova véta



Vysledek 1

Existuje 18 (nekonecnych) rodin prostych grup a 26 sporadickych prostych
grup, které nepatfi do zadné z téchto skupin. Kazda koneéna prosta grupa
je isomorfni s nékterou z vyse uvedenych.

Diikaz.

Viysledek cca 100 let préce mnoha matematiki na 5000-10000 strankach
odbornych casopisi. O]

V.

Kazda prosta grupa lichého fadu je izomorfni Zy,

Diikaz byl publikovam v r 1963 a byl na 255 strandch matematickych
vypoctil. ]




Nékteré priklady

Corollary (Dtisledek Feit—-Thompsonovy véty)

Visechny prosté konecné grupy lichého radu jsou abelovské, presnéji
|G| =2n+1&2n+1=p, G =7,

Priklady:
@ Z, pro viechna prvocisla
@ Alternujici grupy A, pro n > 5 (sudé permutace) As je nejmensi

prosta nekomutujici grupa fadu 60. A, je jadro homomorfismu
Sp — {-1,1}

SL,(F)/Z(SLn(F)), kromé SLy(FF2) a SLa(F3), IF je konecné téleso

Nejmensi sporadicka grupa: Mathieu (1861e) M;; fadu 7920, zalozena
na permutaci 11 prvka.

Dalsi sporadicka grupa: Mathieu M, fadu 95040, zalozena na
permutaci 12 prvka.

© 0 060

Nejvétsi sporadicka grupa Monster - fad ~ 8.10°3



Akce grupy na mnoziné

Pro analyzu grup pouzijeme také akci grupy.
Akci grupy G na mnoziné A nazveme zobrazeni - : G X A — A
(znacime g - a), které splnuje:

O (Ve1,8 € G)(Vac A){g1- (82 a) = (8182) - a},
Q@ (Vac A)(e-a=a).

Bud' - akce grupy G na mnoziné A. Zavedme pro pevné zvolené g € G
zobrazeni oy : A — A vztahem (og(a) = g - a)(Va € A). Potom plati:

Q (Vg € G) je zobrazeni o4 permutaci mnoziny A,

@ zobrazeni ¢ : G — Sa (grupy do permutace mnoziny A) definované
©(g) = o je homomorfismus.




Dukaz.

1) Plati trivialné
2) Dokazeme, zeb je to homomorfismus: o, ma oboustrannou inverzi, a to
konkrétné (og)~! = 0,-1. Z vlastnosti akce platf:

(0g-100g)(a)=g 1 (g-a)=(g 'g)-a=e-a=a Zaménou g za g~
dostaneme, ze také (o5 00,-1)(a) = a.

Z bodu 1) vime, Ze skutecné o, € Sa. Nyni jen ukazeme, ze Va € A a
Vf,g € G plati

(p(f) o p(g))(a) = o(0g(a)) = f - (g-a) = (fg) - a = oge(a) = sO(fg)(a)m

1

v

1) Pro kazdou grupu G a neprazdnou mnozinu A existuje bijekce mezi
akcemi G na mnoziné A a homomorfismy G do symetrické grupy Sa.




Permutacni reprezentace

2) Vezmu-li za mnozinu A grupu G, pak dostanu tvrzeni, Ze kazdy radek
(¢i sloupec) tabulky nasobeni je bijekci mnoziny prvkii, tj. kazdy prvek se v
ném objevé pravé jednou.

Oznacime-li jednotivé prvky napf. pofadim, potom vysledek akce kazdého
prvku z G bude matice s jednou jednotkou v kazdém fadku a kazdém
sloupci — dostdvam permutacni reprezentci grupy.
Definice:

@ Pokud G — Sp je injektivni, nazvyvame reprezentaci vernou.

@ Kazdy homohorfismus G — Sa, A # () nazveme permutaéni

reprezentaci.

Tj. pfi vérné reprezentaci neztracime zadnou informaci o strukture grupy.
Jinak plati, ze akce grupy G na A lze chapat jako vérnou reprezentaci
faktor grupy G/Ker .

Zavedeme levou regularni akci grupy na sobe:G x G — G jako
g+ ga, a podobné pravou regularni akci grupy na sobe:G x G — G
jako g :— ag.



Mé&jme grupu G a jeji akci - : G X A — A na mnoziné A, potom
@ Definujeme jadro akce jako: Ker (-) = {g € G|g-s = s pro Vs € S}.
@ Necht s € A je pevné zvoleny prvek. Potom stabilizator s v G je:
Gs={g € Glg-s=s}.
© Akce je vérna, pokud Ker ¢ = e.

Theorem
Plati G, < G.

Diikaz.
Vime, ze e € G, z axiomu akce (e - a = a). S vyuzitim akce pak mame pro
libovolné y € G,:a=e-a= (y ly)-a= [axiom

akcel =y~ (y-a) =y l-a, tedy y~! € G,. Konecné pro x,y € G, plati:
(xy)-a=x-(y-a)=x-a= a, tedy i soucin xy patfi do G,.

| \D

Corollary
Plati, ze Ker () < G, navic je priinikem vSech stabilizatord, tedy

Ker ()= () Ga. (1)

acA

N




Theorem (Rozklad grup diky akci)

Necht grupa G piisobi akci na mnoziné A, potom:
© Relace v A definovand a ~ b < dg € G,a= g - b je ekvivalence.

@ Pro kazdé a € A je pocet prvkii ve tridé ekvivalence roven indexu
stabilizatoru |G : G,|.

Q@ a=ea a~a a=g-bb=gla, a=g-b, b=h-d, a=gh-d.
@ Trida ekvivalence C, = {g - a,Vg € G}, G, stabilizator a v G. Potom
b=g-a=g-(G,-a)=(gGs)-a. G, je podgrupou v G, rozlozime G
do levych trid
GCG=G,UgiG,UgG,UgsG,...

a kazdé levé tridé odpovida jeden prvek ve tridé ekvivalence. Téch je
|G : G,

]

v

Sestrojime bijekci mezi levymi tfidami G, v G a tfidami ekvivalence a
(orbitami a). Necht tedy O, = {g - alg € G}. Pak zobrazeni g - a — gG,
zobrazuje O, do mnoziny levych tfid G, v G a je o€ividné surjektivni.
Protoze g-a=h-a< h™lg € G, < gG, = hG, je taky prosté.



Orbita, tranzitivni akce

Necht G piisobi na A # () akci, potom:
@ trida ekvivalence C, se nazyva orbita G prvku a.
@ Akce G na A se nazyva tranzitivni, pokud existuje jenom jedna orbita.

Zobrazeni C; — gG, je bijekce.

Na: proVg € G, g-ae C,,
Prosté: g-a=h-a< h™lg € G, tj. gG, = hG, Ol

Pokud A = G, tj. grupa piisobi akci na sobé, kazdéemu g € G odpovida
permutace prvki grupy.
Akce je vzdy tranzitivni a vérna. Stabilizatorem kazdého prvku je e.



Akce na levych tridach

Bud H < G, akce G piisobi na levych tridich {giH};, = A a my
permutacni reprezentace. Potom

@ G piisobi tranzitivné na A,
@ stabilizator eH v A je roven H,
© jadro akce je nejvétsi normalni podgrupa H, tj.

Ker (m) ﬂ xHx™
xeG

Diikaz

Ker () = {g € G | gxH = xH,Vx € G} = {g € G | x 1gxH = H}, kde
xlgx € H, tj g € xHx™1, ¥x € G. Ol

|

v




Cayleyho véta

Theorem (Cayley)

Kazda grupa je isomorfni néjaké podgrupé grupy permutaci. Je-li |G| = n,
potom AK < S, tek, ze G ~ K

Vezmeme v predchozi vété H = e, Ker ry =e a G/e ~ my(G) v S. O




Corollary

Bud' p nejmensi prvodélitel |G| (G koneéna) a podgrupa H < G takova, ze
|G : H| = p. Potom H < G.

Diikaz.

Pro rad G plati |G| = p*m, kde p t m. Definujme akci grupy G na p levych
tridach H predpisem x - (gH) = xgH. Tato akce indukuje homomorfismus
G do S, a necht K je jeho jadro. Diky 1.VOI je G/K izomorfni podgrupé
Sp, tudiz |G /K| déli p!. Protoze ale zaroven musi délit |G| a p je nejmensi
prvodélitel, pak |G /K| = p. Diky 3.VOI plati |G/K|/|G/H| = |K/H|, z
¢ehoz plyne p = |G /K| = |G/H||K/H| = p|K/H|. Rovnost |K/H| =1
vsak znamena H = K, coz je normalni podgrupa G.




Konjugace je akce

Konjugace je zobrazeni G x G — G, g :a— gag ' aje to akce G na G.
Bud'te G grupa a S = P(G) (mnozina podmnozin grupy). Pak G
piisobi na S konjugaci, tedy prirazuje B — gBg~' proVB € S a
geaG.

Normalizator Ng(A) je tedy stabilizator konjugace A v G.

Konjugace spliiuje axiomy akce a plati Gs = Cg(s) = Ng(s) pro
akci G na G,s € G.

Dvé mnoziny S a T jsou konjugované, existuje - li g € G tak, Ze
T=gS""

Corollary

Pocet konjugovanych podmnozin k podmnoziné S C G je index
normalizatoru (= stabilizatoru) S, |G : Ng(S)|.

Konjugace je akce, Ng(S) je podgrupa, G lze rozlozit do levych trid atd. .
: []

v




Theorem (rovnice tfid)

Necht G je konecna grupa a g1, g, . . . g reprezentanti konjugovanych trid
(riiznych orbit) neobsazenych v centru Z(G). Pak

Gl =1Z(G)| + ) _1G : Celgi)l.
i=1

Dikaz.

Orbita x obsahuje jenom jeden prvek pravé tehdy, kdyz x € Z(G), protoze
gxg ! = x pro Vg € G. Necht Z(G) = {e,z,...,2zm} a {01,0s,...,0,}
bud' orbity neobsazené v centru a g; reprezentant O; pro Vi. Potom
vsechny orbity (tfidy ekvivalence) jsou:

(e}, {z},....{zm}, 01, 0, ..., O,.

Protoze tridy ekvivalence tvori disjunktni rozklad G a konjugace je akce
grupy na sobé, mame diky vété o poctu prvki v orbité:

(6] =2_ 1+ 101 =12(6)| + 316 : Colgi)l-

7==1



Necht P je grupa radu |P| = p®, kde p je prvoéislo a o € N. Pak
Z(P) # {e}.

Z rovnice tfid |P| = |Z(P)| 4+ >_/_1 |P : Cs(gi)| plyne, ze |Z(P)] je
délitelné p, protoze |P| je délitelné p z predpokladu a |P : Cg(gi)| je
délitelné p z predpokladu a Lagrangeovy véty. (Cg(g;) je podgrupa P,
takze jeji 7ad je p’, kde i je mensi nez a, protoze Z(P) neni prazdné.) Rad
|Z(P)| je tedy alespon p, tj. vétsi nez 1. O




Grupa P fadu |P| = p? pro p prvoéislo je abelovska.

Dikaz.

Z(P) < P. Proto |P/Z(P)| musi byt z mnoziny {1, p, p?}. Protoze Z(P)
obsahuje vice nez jeden prvek, p? to byt nemiize. Sporem ukazeme, Ze to
nemize byt p: Necht |P/Z(P)| = p, pak P/Z(P) je cyklicka, tj.

P/Z(P) =< xZ(P) > . Potom ale bude P abelovska, protoze prvky z P
maji tvar py = x¥z;, kde z; € Z(P), a plati

pip2 = xKz1x!'zo = x**! 212z = popy 7 definice z; a 2. To je ale implikuje
P = Z(P), coz je spor s predpokladem. Celkové tudiz |P/Z(P)| =1 a
Z(P) = P je abelovska.




Corollary

Dva prvky symetrické grupy jsou konjugované < maji cykly stejného typu.

Dikaz.

0,7 €Sy, ao=(a1,a,as3,...,ak)(3k+1, ak+1,---)(. . .), tj. plati pro
indexy o(i) = j. Potom v indexech

ror L (i) = 1o (i) = 7(j)

O

v

Vsechny automorfismy G — G tvofi grupu automorfismi Aut(G).
Aut(G) < Sg. Mame vnitfni a vnéjsi automorfismy, tj. je to vice nez akce

G na G.



Grupa automorfismi

Necht H < G, akce G na H konjugaci je automorfismus H pro kazdé jedno
g€ G.

gpg:h»—>ghg_1 Vg g
G/Cs(H) ~ K < Aut(H)

Diikaz.

Kery = {g € G|ghg™* = h, Yh € H} = Cc(H)
a 1.VOI m

\

Definice:
Méjme grupu G, g € G, definijeme vnitrni automorfismus gGg~
H < G je charakteristicka podgrupa, pokud viechny automorfismy ji
zobrazi na sebe. 0 € Aut(G) = o(H) =H
Vlastnosti:

@ H je normalni

@ je-li H jedina deného fadu, je charakteristicka.

1



p—grupa a Sylowowa podgrupa

Definice: Bud'te G grupa a p prvocislo.

© Grupu radu p® pro néjaké oo > 1 se nazyva p-grupa.
Podgrupy G radu p® nazyvame p-podgrupy G.

@ Je-li G radu p*m a pt m, pak podgrupu radu p® nazyvame
Sylowova p-podgrupa G.

© Mnozinu vsech Sylowovych p-podgrup znacime Syl,(G) a
pocet téchto podgrup ny(G) (nebo jen ny, je-li grupa jasna z
kontextu).



Lemma

Necht P € Syl,(G) a Q libovolna p-podgrupa G, pak Ng(P)NQ = PN Q.

Dikaz.

D) Necht H = Ng(P)N Q. Protoze P < Ng(P), je jasné ze PN Q < H,
musime tedy ukadzat opacnou inkluzi.

C) Z definice je H < Q, staci proto ukazat, ze H < P. Protoze

H < Ng(P), je PH podgrupa a plati

| = JPUH
|PNH|

Visechny ¢leny na pravé strané jsou mocniny p, proto PH je p-podgrupa a
protoze P < PH je p-podgrupa maximalniho radu, musi platit
|PH| = |P| = p%, tedy PH=P a H < P. O

v




Sylowowa véta

Theorem (Sylow)

Bud' G grupa radu p®m, kde p je prvocislo a pt m. Pak:

@ Existuje Sylowova p-podgrupa, tedy Syl,(G) # 0.

@ Je-li P Sylowova p-podgrupa G a Q libovolna p-podgrupa G, pak
existuje g € G takové, 7e Q < gPg!, tedy Q je obsazena v
néjakékonjugované k P. Specialné kazdé dvé Sylowovy p-podgrupy G
Jsou vzajemné konjugované v G.

© Pocet Sylowovych p-podgrup je tvaru 1 + kp, tedy n, =1 mod p.
Dale ny, je index grupy Ng(P) v G pro kazdou Sylowovu p-podgrupu
P, a tedy np|m.




Dikaz provedeme Gplnou indukci na |G|, pficemz pro |G| = 1 neni co
dokazovat. Necht tedy existuje Sylowova p-podgrupa pro viechny grupy
mensiho radu nez |G]|.

Kdyz p | |Z(G)|, pak podle Cauchyho véty existuje N < Z(G) radu p. Pak
|G| = |G/N| = p*~tm a z indukéniho predpokladu existuje P < G Fadu
p®~1. Takze pro P podgrupu G obsahujici N takovou, ze P/N = P, plati
|P| = |P/N||N| = p* a P je Sylowova p-podgrupa G. Omezime se proto
na pripad p 1 |Z(G)|.



Pokracovani

p11Z(G)] | | ] v
Necht g1, 4, ..., & jsou reprezentanti riznych tfid neobsazenych v centru
G, pak plati rovnice tfid

Gl =1Z(G)| +_1G : Ce(gi)l. (2)
i=1

Pokud by platilo p | |G : Cs(gi)|, Vi, pak by platilo taky p | |Z(G)|, protoze
p | |G|. Proto pro né&jaké i musi platit p1 |G : Cg(gi)|. Oznaéime
H = Cs(gi) pro dané i a mame
(07
m

G+ Colel =" IMI=p"k Kdeptk. (3)
a jelikoz gi ¢ Z(G),|H| < |G|. Z indukéniho predpokladu ma H Sylowovu
p-podgrupu P, ktera je taky podgrupou G. Navic |P| = p®, takze P je
Sylovova p-podgrupa G.



Dtikaz 2 a 3

Necht @ je libovolna p-podgrupa G a necht
S={gPg g G} E {PL,Po....P} =S, (4)

Z definice S miize G, tedy taky @, pasobit na S konjugaci. S Ize proto
zapsat jako sjednoceni orbit akce Q:

S=0UOQU---UOs (5)

kde r = |O1| +|Oz| + - - - + | Os|. Je potreba si uvédomit, ze r nezavisi na
Q, ale pocet orbit s ano (G ma z definice jenom jednu orbitu na S, ale Q
jich miize mit vic). Preusporadame prvky S tak, aby prvnich s bylo
reprezentanty Q-orbit: P; € O;,1 < i <s. Pak z véty o poctu tfid
ekvivalence plyne |O;| = |Q : No(P;)|. Z definice plati

Ng(P;i) = Ng(P;) N Q a podle predchoziho lemmatu,

Ng(Pi) N Q@ = PN Q. Celkem tedy mame

0| =1Q:PiNQ|, 1<i<s. (6)



Pokracovani

Ted mazeme ukazat, ze r =1 mod p. Diky libovolnosti Q mtizeme polozit
Q= P, takze

|01 =1, (7)
aVi>1,P; #P;, tedy PLN P; < Py, proto
|Oi| =|P1:PiNP|>1 2<j<s. (8)
Protoze P; je p-grupa, |P1 : P1 N P;| musi byt mocnina p, tedy
pllol, 2<i<s. (9)
Odtud
r= 01|+ (02| + -+ +104]) = 1(mod p) (10)

Nyni bud Q libovolna p-podgrupa G. Kdyby Q ¢ P;,Vi € F, pak
QNP < Q,Vi, tedy

0] =1Q:QNP|>1, 1<i<s. (11)
Tudiz p | |Oj|,¥ia p|r, coz jespors r=1 mod p. Proto @ < gPg1,
pro néjaké g € G.



Pokracovani

Pro diikaz ekvivalence Sylowovych p-podgrup staci za Q volit libovolnou
Sylowovu p-podgrupu. Pak @ < gPg~! a zaroveh |gPg~ 1| = |Q| = p®,
proto gPg ! = Q.

Staci si uvédomit ze S = Syl,(G) protoze kazda Sylowova p-podgrupa je
konjugovana k P, tedy n, = r =1 mod p. Nakonec diky poctu trid
ekvivalence a tomu, ze vsechny Sylowovy p-podgrupy jsou konjugované,
dostavame

n,=|G: Ng(P)|, VP € Syl,(G). (12)



Bud' P Sylowova p-podgrupa grupy G. Potom nasledujici tvrzeni jsou
ekvivalentni:

© P je jedina Sylowova p-podgrupa v G, tedy n, =1,
Q@ PJLG.

1) < 2): np = 1, znamen4 ze pro viechna g € G plati [gPg ™| = |P|,
tudiz gPg~ 1 = P, tj. P G. )
2)«<1): Vg € G,gPg~! = P. Necht P € Syl,(G). Pak

P=gPgl=P. O
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