Grupy a reprezentace 4

Zpracovano na zakladé poznamek J. Marese a s jejich vyuzitim

wiki-skripta



Prosta grupa

Theorem (Cauchy)

Necht grupa G ma rad |G| = n € N a p je prvocislo, které deli n. Pak
existuje prvek x € G s radem |x| = p

| N\

Diikaz.
Protoze mame konecnou grupu, fad prvku x déli fad grupy G. Proto pro

kazdé x € G a k rad x plati x" = (xk)g = e. Protoze p déli n, tj. n = pk,
plati x" = xkP = (Xk)p = e, tj. x* ma ¥ad p. O

v

Definice:
Grupu G, jejiz jediné normalni podgrupy jsou trividlni (e a G),
nazyvame prosta.
Opacné tvrzeni k Lagrangeové vété neplati. Tedy konecna grupa
G, jejiz rad ma délitele n, nemusi mit podgrupu fadu n. (Plati to
pro konecné abelovské grupy.)



Soucin podgrup

»Soucin podgrup K, H < G je mnozina KH = {khlk € K, h € H}.

II' Sou€in podgrup nemusi byt podgrupou!!

Necht H a K jsou podgrupy kone¢né grupy G, pak

[HIIKI

= . 1
HK| = g ¢

Princip ditkazu: Ukazeme, ze pocet tfid hK je stejny jako pocet tfid
h(K N H), tj.
HK =KUhmhKU..h:K

H=(KNH)Uh(KNH)U..hs(KNH)



|

Diikaz

HK miizeme napsat jako sjednoceni levych tfid K,

HK = | hK. (2)
heH

Protoze vsechny levé tfidy maji stejny pocet prvkd |K|, staci zjistit pocet
rtiznych levych tfid tvaru hK, h € H. Ale hh K = hoK pro hy, hp € H, pravé
kdyz hy'hy € K. Tedy

K =mK < h'h e HNK & hi(HNK) =h(HNK).  (3)

To znamena, ze pocet riiznych levych tfid tvaru hK, h € H je stejny jako
pocet levych tfid tvaru h(H N K), h € H. A to je, z Lagrangeovy véty,

rovno |H|m|K| Tedy HK obsahuje |,_|m‘K‘ riiznych levych trid K, kde kazda

ma |K| prvki, ¢imz dostavame tvrzeni véty. O




Necht H, K < G, pak HK < G pravé tehdy, kdyz HK = KH.

Dikaz.

(<)

Necht HK = KH a a, b € HK. Ukazeme, 7e ab~! € HK, takze HK je
podgrupa. Miizeme psat a = hiky a b = hyky pro néjaké hy, hy € H a
kl, k) € K. Tedy

ab™! = hikiky thyt = hikshsy ! (4)

kde k3 = klkgl € K. Uzitim predpokladu miizeme napsat /<3h2*1 = hyky a
dostavame

ab™! = (hihy)ks € HK. (5)

Ol
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Diikaz.

(=)

Vezméme a € KH. Pak a = kh a plati a1 = (kh)~! = h™1k=! € HK.
Protoze HK je podgrupa, je i a € HK a tudiz KH C HK. Pro diikaz

opacné inkluze vezmeme hk € HK. Protoze HK je podgrupa, miizeme psat

hk = a=! pro n&jaké a € HK. Ale taky a = h1k; pro néjaké hy € H,
k1 € K. Dostavame tedy

hk = (hiki)™t = k;thit € KH.

(6)
0

v




Corollary

Necht HiK < G a H < Ng(K), pak HK < G. Specialné pokud K < G,
pak HK < G pro libovolnou H < G.

Diikaz.

Ukazeme ze HK = KH. Necht h € H, k € K. Z predpokladu mame
hkh=! € K, tudiz

hk = (hkh=Y)h € KH. (7)

Ukazali jsme tedy, ze HK C KH. Opacna inkluze se ukaze analogicky a z
predchozi véty uz plyne, co jsme chtéli dokazat. O

v




1. Véta o isomorfismu

Theorem (1. VOI)
Pokud ¢ : G — H je homomorfismus, pak Ker ¢ I G a G/Ker ¢ = ¢(G).
Dukaz.

Prvni East je zrejma z pfedchozich vét. Ditkaz druhé spociva v ovéreni, Ze
o' G/Ker o — ¢(G) : o' (gKer ¢) = p(g) je izomorfismus, coz je plyne z
definic a predchoziho.

| kD

Corollary

Bud ¢ : G — H homomorfismus. Potom plati:
Q  je izomorfismus < Ker ¢ = eg,
Q |G : Ker o] = |¢(G)|.




2. Véta o isomorfismu - diamantova




Theorem (2. VOI, ,, diamantova”)

Bud G grupaa A< G, B< G a A< Ng(B). Potom AB < G, B<1AB,
ANB<AaAB/B=A/ANB.

Diikaz.

Z diisledku plyne, ze AB < G. Protoze A < Ng(B) z predpokladu a

B < Ng(B) trividlne, je taky AB < Ng(B), tedy B < AB a faktorgrupa
AB/B je dobre definovana. Definujeme proto homomorfismus

¢ : A— AB/B predpisem ¢(a) = aB:

go(alag) = (3132)5 = alBazB = go(al)go(ag). (8)

Z definice je vidét, Ze ¢ je surjektivni. Jednotkovy prvek v AB/B je B, tedy
Kerpo={a€ A aB=B} =ANB. Z1 VOI uz plyne, ze ANB <A a
A/ANB = AB/B. O

v




3. Véta o isomorfismu - o faktor grupach z faktor grup

G/H

K/H



Theorem (3. VOI)

Bud G grupaa H1G, K< G aH< K. Potom K/H<G/H a
(G/H)/(K/H) = G/K. Oznacime-Ii faktor grupu podle H pruhem, tvrzeni
Ize prepsat ve tvaru G/K = G/K.




Dikaz.

H komutuje se vSemi prvky G, tim spiSe s prvky z K, takze K < H a K/H
méa smysl. Pfimym vypoctem za vyuziti normality podgrup ovérime platnost
K/H<G/H:

gHkH(gH) ™" = gH(g 'g)k(g'g)Hg 'H = (gHg " )(gke *)(gHg ')H -
= HkiH = (kik; Y)HkiH = kiH € K/H. (9)

Definujeme homomorfismus ¢ : G/H — G/K predpisem ¢(gH) = gK.
Abychom ukazali ze ¢ je dobfe definované, vezmeme gt H = goH. Potom
g1 = g2h pro néjaké h € H. Protoze H < K, je taky h € K, proto

g K = gK. Tudiz o(g1H) = ¢(g2H) a ¢ je dobre definované. Protoze g
mize byt libovolné, je ¢ taky surjektivni. Dale

Ker ¢ = {gH € G/H|p(gH) = K} ={gH € G/H|gK = K} =  (10)
={gH € G/H|g € K} = K/H, (11)

z 1. VOI uz plyne (G/H)/(K/H) = G/K. O




4. Véta o isomorfismu - o grafech faktor grup

NN
NP




Nasleduji véta hovori o vztahu struktury podgrup piivodni grupy G
a faktorgrupy G /N. Vlastné rika, Ze struktura podgrup faktorgrupy
Jje stejna jako struktura podgrup G, které obsahuji N.

Theorem

[4. VOI, ,,mrizkova”] Bud G grupa a N < G. Potom existuje bijekce 0 z
mnoziny W podgrup G obsahujicich N na mnozinu podgrup G /N, ktera
kazdé podgrupé A z prvni mnoziny prifazuje podgrupu A/N ze druhé.
Zobrazeni 6 ma navic tyto vlastnosti: Pro A, B < G obsahujici N jako
podgrupu plati

@ B<Ae B/N<A/N,

Q@ Je-liA< B, pak |B: Al=|B/N:A/N|,

Q@ <AB>/N=<A/N,B/N >,

Q@ A/INNB/N=(ANB)/N,

@ AJIG < A/N<G/N.




Diikaz 1) a 2)

Ovéfime, ze zobrazeni 6 definované pomoci A — A/N je bijekce: Nejprve
prostota. Necht A/N = B/N. Pak Va € A plati aN = bN pro néjaké

be B, tj. albe N C B. Proto a€ B a AC B. Druha inkluze se dokaze
stejné.

Nani surjektivita: Je-li S podgrupa G/N, a ¢: G — G/N, pak

»~1(S) = {s € G|sN € S} je podgrupa G (plati uNvN = uvN) obsahujici
N =o¢"1({e}) a 0(¢71(S)) = {sN|sN € S} = S, coz dokazuje surjektivitu.
Nyni ovéfime vlastnosti:

1) Z A< B plyne A/N < B/N diky tomu, ze operace na levych tfidach je
diky N < G dobre definovana, obracené proto, ze 6 je bijekce.

2) Zobrazeni 1) zobrazuje levé tfidy v B/A do levych t¥id v (B/N)/(A/N)
tak, Zze pro b € B zobrazi bA na (bN)(A/N). ¢ je dobre definované a
prosté, protoze biA = byA < b 1hy € A< (byN)"L(b2N) € (A/N) <
(biN)(A/N) = (baN)(A/N). ¢ je také surjektivni, protoze v (bN)(A/N)
prochazi b celé B, a tedy 1) je izomorfismus.



Diikaz 3) a 5)

3) Protoze N < G, je operace na levych tridach dobre definovana. Proto
pro ditkaz inkluze < A, B > /N C< A/N, B/N > staci ovérit

xN C< A/N,B/N > pro x € A nebo x € B. To ale zfejmé plati, protoze
x € A implikuje xN € A/N, stejné pro x € B. Podobné pro inkluzi
<A/N,B/N >C< A,B > /N staci ovérit, ze xN € A/N nebo xN € B/N
implikuje x €< A, B >. Necht tedy xN € A/N, pak xN = aN pro néjaké
acA tudizalxe NC AC< A, B > astejné pro xN € B/N.

4) Stejné jako bod 3.

5) Predpokladejme nejprve A< G. Pak pro alN € A/N plati

gNaNg™ N = gag™'N = a;N € A/N, tedy A/N < G/N.

Obracena implikace: Necht A/N < G/N. Definujme zobrazeni

0:G— (G/N)/(A/N) : g — (gN)(A/N). Toto zobrazeni vzniklo jako
slozeni homomorfismii (prirozenych projekci) z G do G/N az G/N do
(G/N)/(A/N), je to tedy homeomorfismus. Plati, ze Ker 0 = A, protoze
g € Kero < (gN)(A/N) = (A/N) < gN € A/N, tedy gN = aN pro
néjaké a € A. Protoze plati N < A, je to ekvivalentni g € A, A je jadrem
homomorfismu, a tudiz normalni podgrupou G.



Je-li G konecna Abelovska grupa a p prvocislo, které déli
obsahuje prvek radu p.

Diikaz

Diikaz se provadi pomoci takzvané aplné indukce podle radu G. Tedy se
predpoklada, Ze tvrzeni plati pro vsechny grupy fadu ostre mensiho nez |G|
a ukaze se platnost pro |G|. Pro |G| =1 je tvrzeni trividlni.

Méjme |G| > 1, tedy existuje x € G, x # e. Pokud |G| = p je v disledku
Lagrangeovy véty 7?7 G cyklicka a tedy generovana néjakym prvkem radu
|G|. Déle tedy predpokladejme |G| > p.

Pokud bychom vzali prvek Jehoz rad je délitelny cislem p (tedy |x| = pn),
pak staci vzit prvek x", ktery je radu |x"| = p. Dale tedy uvazujeme p 1 |x|.
Bud N =< x >. Je/lkoz G je abelovska, pak N < G a z Lagrangeovy véty

mame |G/N| = |N|, respektive |G/N|]N\ = |G|. Protoze |[N| > 1, musi
, musi platit p | |G/N|.
Z indukéniho predpok/adu pak G/N obsahUJe prvek y = yN radu p.

Oznacme rad prvku y v G roven m. Pak jiste (yN)™ = y™N = eN proto
p | |y| a dostavame se k predchozimu pripadu. O

|

V.




Prosta grupa a kompozi¢ni rady

Grupa G (konecna i nekonecna) se nazyva prosta, pokud |G| > 1
a jejimi jedinymi normalnimi podgrupami jsou e a G.

V grupé G radu podgrup (fetéz) e = Ng < Np < ... < Ng_g <
Ny = G nazyvame kompozicni rada, pokud (Vi,0 < i < k —
1)(N; < Njt1) a Nip1/N; je jednoducha. Faktor grupy Niy1/N; se
pak nazyvaji kompozicni faktory G.

Theorem (Jordan-Holder)

Bud' G # e koneéna grupa. Pak:

@ G ma kompoziéni radu,

@ kompozicni faktory této rady jsou dany jednoznacné. Konkrétné pokud
e=N<M<...<N,=Gae=My <M <...<M;= G jsou
dvé kompozicni fady G, pak r = s a existuje permutace 7 r-tice
(1,2,...,r) takovd, ze

Mﬂ(i)/Mw(i)—l = N;/N,'_l 1<i<r. (12)

v




Dtikaz J-H prvni cast.

Méjme nejdeldi mozny fetéz normalnich podgrup podgrup
e:NoﬂNlﬂ...ﬂNr:G.

Sporem dokazeme, ze N;y1/N; je jednoducha pro vsechna i: Kdyby
existovalo i tak, ze Nji1/N; neni jednoducha, pak existuje H < Nj1/N;,
H # {e}, H # Njy1/N;. Vezmu-li 7=1(H), tj. vzor H pfi projekci

71 Niv1 — Nip1/N;, pak ze 4.VOI 9 plyne 771(H) < Niy1 a N; je jadro
projekce 7 : 7 1(H) — N;, tj. N; <7~ 1(H), takze by bylo mozné 7—1(H)
wvradit” do fetézu a vytvorili bychom delsi fetéz, coz je spor s
predpokladanou maximalitou. Ol
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Pro ditkaz druhé €asti nejprve vyslovime a dokazeme nasledujici lemma:

Lemma

Necht G je grupa, M, N jeji normalni podgrupy, M # N, G/M a G/N
Jednoduché. Potom G = NM a plati M/(M N N) = G/N a
N/(MNN)= G/M.

Dtikaz.
M neni podgrupa N (a obracené), protoze jinak by diky 4. VOI byla N/ M
normélni podgrupou G /M riznou od G/M a {e} (M # N), coz je spor s
Jjednoduchosti.

Protoze M, N < G, pak i NM < G (vsichni reprezentanti komutuji se vsim).
Tudiz plati, ze NM/M < G/M. Protoze je ale G/M jednoducha, musi
NM /M byt bud G/M nebo {e}. Druha varianta vsak nenastava, protoze
Jinak by MN = M a N < M. Tudiz MN/M = G/M a MN = G. Potom
zavéry M/(MNN)= G/N a N/(MNN)= G/M plynou z2. VOI 7. [
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Dikaz J-H druha ¢ast

Diikaz provedeme Gplnou indukci v r: Pokud je r = 1, pak i s = 1, protoze
{e} < G je jediny pripustny fetéz.

Nyni indukéni krok r =1,...n—1 — n: Méme dva fetézy normalnich
podgrup

e:N()SNlS...SNr:G, e:M()SMlS...SMSZG.

Pokud N, 1 = Ms_4, pak je véta splnéna z indukéniho predpokladu, takze
nadale predpokladame N, 1 # Ms_1. Pro zkraceni zapisu si oznac¢im
Ms_1 =M a N,_1 = N a definuji K = M N N. Diky indukénimu
predpokladu ma K kompozitni fadu

e=Ki<Ki<...<Ki =K.

K je normalni podgrupa M a N (2. VOI ), proto rozsifenim kompozitni
fady pro K ziskame kompozitni fady pro M a N, konkrétné

e=Ki<Ki<..<Ki=K<M, e=Ke<Ki<..<Ki=K<N.




Diikaz.

Diky indukénimu predpokladu plati r —1 =t + 1 =s — 1 (stejné délky
fetézl), tj. r = s, a také vlastnost vici permutacim faktorgrup. Diky 2.VOI
pak plati také N/(M N N) = G/M, coz je

Ny—1/(Ny—1 N Ms_1) = Ms/Ms_1, takze permutacni vlastnost faktorgrup
plati na celych kompozitnich radach

eIN()SNlS...SNr:G, e:M()SMlSSMSIG

| \D

Corollary

Kazda konecna grupa ma faktorizaci, tj. kompoziéni radu, ktera neni
obecné jednoznacéna.

A\
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