Grupy a reprezentace 3

Zpracovano na zakladé poznamek J. Marese a s jejich vyuzitim

wiki-skripta



Studium struktury grupy skrze faktor grupu

Méjme grupy G a H a homomorfismus ¢ : G — H. Vldknem
homomorfismu ¢ prislusejicim prvku x € H nazyvame mnozinu
{y € Glp(y) = x}, tedy mnozina vsech prvki, které se zobrazi na
X.
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Obrazek: Znazornéni vlaken homomorfismu. Prevzato z Dummit,Foote



Homomorfismus ¢ : Z — Zs
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Vlakno jsou slozené z prvkii v sloupci, vlakno jsou viechny prvky ve sloupci.
Definice:

Jadro homomorfismu ¢ : G — H jsou vsechny prvky G, které se zobrazi
na ey.

Ker o = {g € G| p(g) = en}



Corollary

Pro homomorfismus ¢ : G — H plati:
Q p(ec) =en
Q ¢(g ) =w(g)* provge G
Q »(g") = (g)" proVne Z
Q Kerp<G
© ¢(G)<H




Q p(ec) = wlecec) = w(ec)p(ec) == (kraceniv H) p(eg) = ep.
Q@ v(g)p(g™) = w(gg™) = p(eg) = e, tedy p(g™!) = p(g) ™"
© Indukci na n.

@ Staci dokazat g1, 4 € Ker p = glggl € Ker . plati eg € Ker ¢,
tj. jadro je neprazdné. Necht g1, g € Ker . Pak

p(&1) = ¢(g2) = ec. Potom w(gig; ) = plg1)p(g; ') = en.
© Stejné jako predchozi bod, jen predpoklad h; = ¢(g1).




Faktor grupa

Rozklad do tfid ekvivalence: a,b € G,a~ b< Jke K, ka=b

Mé&jme homomorfismus ¢ : G — H s jadrem Ker ¢ = K. Potom faktor
grupa G/K (G modulo K) je grupa, jejiz prvky tvori vlakna
homomorfismu ¢ a operace nasobeni mezi vlakny je definovana pomoci
nasobenim mezi pfislusnymi obrazy homomorfismu v grupé H.

pokud X je vladkno nad a a Y je vlakno nad b, pak prvek XY € G/K je
vlakno nad ab.

Navic jednotkovym prvkem ve faktor grupé je jadro homomorfismu -
podgrupa K.

To, ze faktor grupa ma skutecné vlastnosti grupy, se lehce ovéfi z platnosti
téchto vlastnosti v H.



Méjme homomorfismus ¢ : G — H s jadrem Ker ¢ = K a necht
X, € G/K je vlskno nad a € H, tedy X, = ¢~1(a). Potom plati:
O Vue X, je X, = {uklk € K},
Q Yue X, je X, = {kulk € K}.

Ditikaz.
Dokazeme pouze prvni bod (druhy se dokazuje analogicky).

@ Oznacme uK = {uk|k € K}, méime u € X, (tedy p(u) = a) a
ukazeme, ze uK C Xj: o(uk) = p(u)p(k) = p(u)e = a. (Vyuzili jsme
nejprve toho, ze ¢ je homomorfismus a pak toho, Ze k je z jadra.)

@ Pro dikaz opacné inkluze X; C uK méjme libovolné g € X; a
vezméme k = u1g. Jelikoz

o(k) = p(u'g) = p(up(g) =a ta=e,

k patri do jadra. Dale ziejmé g = uk, tedy g € uK.
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Levé a pravé tridy

Pravé dokazana véta nas opraviuje povazovat vlakna a mnoziny uK = Ku

za tridy ekvivalence vzhledem k ekvivalenci a ~ b < a = kb pro néjaké

k € K. (Trivialni ovéfeni vlastnosti ekvivalence je pfenechano Etenari.)
Pro libovolnou H < G a libovolné g € G nazyvame mnoziny
gH = {gh|h € H} respektive Hg = {hg|h € H} levé respektive
pravé tridy H v G. Libovolny prvek tridy nazyvame jejim repre-

zentantem.

Ze to neplati obecné: Dg, K = {E, A} a mame vevou a pravou tfidu
BK = {B, D}, ale KB = {B, F}



Theorem

Bud G grupa a K jadro néjakého homomorfismu ¢ z G do néjaké grupy.
Potom mnozina levych trid K v G s operaci definovanou jako

aK o bK = (ab)K je grupa G/K. Tedy tato operace je dobre definovana
(nezavisi na vybéru reprezentanta).

Dikaz.

Méjme X,Y € G/K, X = p~1(a), Y = p~1(b) a Z = XY € G/K. Podle
definice operaci v G /K je Z = p~—Y(ab). Z véty 3 vime, Ze prvky G /K jsou
levé tridy K. Je treba ukézat, Ze i operace, kterou zde definuje pomoci
reprezentantii odpovida pivodni definici nasobeni v G /K bez ohledu na
vybér reprezentanta. Méjme u € X av € Y, tedy p(u) = a, p(v) =b a

X =uK aY = vK. Urcime, zda uv € Z.

p(uv) = p(u)p(v) = ab

Odtud tedy plyne, ze uv € Z, a tedy Z = uvK. Ol

.
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Theorem

Necht N < G, potom mnozina levych trid N v G tvori rozklad G (jejich
sjednocenim je G a jednotlivé tridy maji prazdny prinik). Dale Vu,v € G
plati uN = vN pravé tehdy, kdyZ u=lv € N, tedy kdyZ u a v jsou
reprezentanty stejné tridy.

Diikaz.

Nejprve ukazeme, Ze sjednocenim levych trid je celé G. Jelikoz N je grupa,
pak e € N, a tedy plati:

UgND Uge:G.

geG g€eG

Pro diikaz druhé ¢asti vezmeme uN N vN # () a ukdZeme, Ze potom plati
ulN = vN. Vezméme x € ulN N vIN, tedy x miZeme napsat jako

X = uny = vny pro néjaka ni, n, € N. Rovnost vynasobime zprava nl_1 a
dostaneme u = vn2n1*1 = vn3 pro néjaké n3 € N. Tedy vidime, Ze u € V.
Dale pro libovolné t € uN plati t = uny = (vn3)ng = vns, takze t € vN pro
vVt € ulN, tedy uN C vN. Opacnou inkluzi dostaneme zaménou role u a v.
JelikoZ vime, Ze u = vnz, pak plati v—1u = n3, tedy v-tu € N a to plati
pro libovolné reprezentanty trid. OJ




Dobfe definovana operace

Pravé dokazana véta rika, Ze levé tridy jsou tridy ekvivalence vzhle-
dem k ekvivalenci a ~ b < a = nb pro néjaké n € N a G je tedy
rozlozeno do trid ekvivalence.

Definice

Operace o na levych tfidach N v G je dobre definovana, kdyz Vu,v € G

plati
u,up € uN, v,vi € vN = (uv)N = (u1v1)N = uN o vN

Theorem
Bud G grupa a N < G. Potom:
@ Operace na levych tridach definovana jako uN o vN = (uv)N je dobre
definovana pravé tehdy, kdyz (gng=' € N)(Vg € G aVn € N).

@ Je-li vySe uvedena operace dobre definovana, pak je mnozina levych
trid N s touto operaci grupou, jednotkovym prvkem eN a inverznimi

prvky (gN)~! =g~ 'N.




(=) Necht je operace na levych tfidach dobre definovana, tedy
(VYu,v € G)(u,u1 € uN a v,v; € vN — uvN = uyvi N).

Necht g € G a n € N libovolné. Polozime u=e, uy =na

v =v; = g ! az predpokladu dostaneme

g N =ng N

1 1

Protoze e € N, ng~! € g7 IN. Tedy ng~! = g~ 1ny, pro néjaké
n1 € N. Vynasobenim g zleva dostavame pozadovanou rovnost
gngt=n €N.

(<) Predpokladame (gng=! € N)(Vg € G a Vn € N) a vezmeme
u,up € uN a v, vy € vN. Pak miizeme psat u; = un a vy = vm pro
néjaké n,m € N. Musime ukazat, ze uyvy € uvN:

urvy = (un)(vm) = u(w™Hnvm = (uwv)(v~rnv)m = (uv)(n1)m = uvn,
kde ny = v=inv = (v 1)n(v-1)~! € N z predpokladu a

n, = nym € N z definice. Protoze uyvi € uvN N upvi N, plyne z
predchozi véty rovnost uvlN = uyvi V.



Je-li operace na levych tridach dobre definovana, axiomy grupy se prenaseji
zG.Pro VYu,v,weG
Asociativita:

(uN) o (vN o wN) = uN o (vwN) = u(vw)N = (uv)wN = (uN o vN) o (wN).

Z definice nasobeni je vidét ze jednotka v G/N je N a g~ 1N je inverze gN.

A tudiz jsem schopen vytvorit faktor grupu na levych tfidach.



Normalni podgrupy

Definice:
Normalni podgrupou H v G nazvenme kazdou podgrupu, kterou
normalizuje celd grupa, znaime H < G, t;.

H < G < Ng(H).

Vlatnost<l neni tranzitivni, zatimco < je tranzitivni.
Definice:

@ Prvek m = gng™!

se nazyva konjugovany k n prvkem g.

@ Bud A C G libovolna podmnozina grupy. Mnozina M = gAg ™ se

nazyva konjugovana k A prvkem g.

Pro ovéreni, zda podgrupa N < G je normdlni, staci ovérit, zZe
komutuje s generatory mnoziny G \ N (mnozinovy rozdil), pokud
tyto generatory zname.



Necht N < G, potom nésledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
O NIG
Q@ Ng(N)=6G
© gN = Ng proVg € G.
@ Operace na tridach je dobre definovana.
Q@ gNg ' C NproVg e G.

Dikaz pfimo z definice.



Necht N < G, potom N < G pravé tehdy kdyz 3 homomorfismus p(G)
takovy, ze N = Ker ¢.

(<) Podle jedné z predchozich vét vime, Ze levé a pravé tridy dke jadra
homomorfismu jsou stejné (gN = Ng), coz je podle véty ekvivalentni
normalnosti grupy.

(=) Nyni méame N < G a ozna¢ime H = G/N. Operace na levych tridach
pro normalni grupu je dobre definovana. Definujeme zobrazeni
m: G — G/N jako m(g) = gN pro Vg € G. Z definice operaci v G/N
plati pro¥f,g € G: n(fg) = (fg)N = fNgN = = (f)r(g), tedy 7 je
homomorfismus. Jeho jadro je: Ker () = {g € G|n(g) = eN} =
{g € GlgN=eN} ={geGlge N} =N.

N,




Nyni mizeme faktorizovat podle normalni podgrupy G/N, aniz
bychom méli homomorfismus.

Definice:
Bud' N < G, pak zobrazeniw : G — G/N : n(g) = gN nazyvame
prirozena projekce G na G/N.

Shrnuti:
Homomorfismus — jadro — faktor grupa — dobfe definovana operace —
normalni podgrupa — pfirozena projekce (homomorfismus)



Necht N < G. Mnozina levych trid G dle N tvori rozklad G dle N,
G=NUaNUaNUaNU...

a plati:
Yu,ve G je uN=vN < viue .

Dikaz.

(&) uk=vk <viu=KkleN
(=) Necht k = v=lue N, t
N=kN= (v iu)N=vINouN= (VW) touN=N,=vN=uN [J




Theorem (Lagrange)

Necht G je kone¢na, H < G, potom |H| déli |G|. Navic pocet levych trid H

. G
v G je roven %

Dtikaz.

Nejprve ukazeme, Ze vsechny levé tridy maji stejné prvkii. Definujme
zobrazeni f : aH — bH mezi libovolnymi dvéma levymi tridami aH a bH
predpisem f(x) = ba~lx. ProtoZe zobrazeni s predpisem f~1(y) = ab~ly
je zfejmé inverzni k f, je f bijekce mezi levymi tfidami, a ty tedy maji
stejny pocet prvkii.

Oznacme |H| = |eH| = n a k pocet levych trid. G rozdéleno na k levych

. ) o~ g
triid o n prvcich, plati |G| = kn, a tedy k = =*. O

v

Prvni €ast dikazu (vSechny levé tfidy maji stejné prvkd) plati i pro
nekonecné grupy.



Diisledky:

@ Grupa G prvociselného fadu nemiize mit netrivialni normalni
podgrupu. Tato grupa je cyklickd a G ~ Z,,

Dikaz:
e # x € G, a navic [(x)| > 1. |(x)| déli |G|. Ale |G| je prvocislo, proto
x| =p.
°
x¢l=e
16| _

Z Lagrangeovy véty |G| je nasobek |x| m tj. xXIm = ¢ = xIC

X
o !l Obracené neplati: pokud m déli |G|, potom nemusi existovat
podgrupa fadu m !! (A4 nema podgrupu fadu 6)



Index podgrupy

Bud' G grupa (i nekone¢ného radu) a H < G. Potom pocet levych
trid H v G nazyvame index H v G a znac¢ime |G : H|.

Pro konecné grupy plati
|G : H| =

Diisledek:
Podgrupa s indexem 2 je normalni.

Vge G, g6=G=HUgH, g¢H, Gg=G=HUHg = gH=Hg



	Faktor grupy
	Levé a pravé trídy
	Normální podgrupy
	Index grupy, Lagrangeova veta

