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Podgrupy - pro¢ ?

Pro studium vlastnosti a struktur grup je potfeba je rozdélit na
"nedélitelné"grupy a podivat se jakym zptisobem jsou z nich tyto grupy
slozene.

Je to vlastné komplikovana analogie rozkladu cisla na prvocinitele.
Témito prvociniteli jsou grupy specianiho typu.

(Matematikam to trvalo 100 let, nez v roce 1980 nasli viechny tyto grupy)

A zpisoby jejich skladani do slozitéjsich celkil se fesi dodnes.



Podgrupa

Neprazdna podmnozina H grupy G, tj. ) # H C G, je podgrupa
grupy G (znacime H < G), pokud je grupou vii¢i nasobeni v G.
(Tedy obsahuje jednotku z G a je uzavrena viici nasobeni prvki z
H a vici jejich inverzi.)

Mnozina {E, A} je podgrupou v Dg (A2 = E, A1 = A).
Rotace kolem pevné osy je podgrupou v SU(2)

Koplexni €isla jsou podgrupou v kveternionech

jakakoliv permutace generuje podgrupu v symetrické grupé




Véta pro zjednoduseni diikazu podgrup

Podnozina () # H C G je podgrupa < (Vx,y € H)(xy~! € H).

Diikaz.
Implikace = plyne primo z definice podgrupy.

Dokazeme opacnou implikaci <, tj. Ze H je grupa.

Z definice je H neprazdna, a tedy miizeme vzit g € H.

Pokud nyni polozime x = g ay = g, mame gg—* € H, tedy H obsahuje
Jjednotku. Déle tedy volime x =1 a y = g a dostavame 1g=1 € H, tedy H
obsahuje inverzi g.

Nakonec pro libovolné prvky f.g € G volime x = f ay = g1, dostavame
f(g~1)~! € H, tedy H obsahuje soucin fg. O

Pro koneénou podgrupu H < G plati (Vx € H)(|x| < 00).



Diilezité podgrupy - centralizatory

Bud () # A C G libovolna podmnozina.

Definujeme centralizator mnoziny A v G jako: Cg(A) = {g €
Glgag™' = a pro Va € A}.

Jelikoz (gag™! = a) < (ga = ag), je centralizator mnoziny A mnozina

vsech prvkid z G, které komutuji se vsemi prvky z A.
Nebo se da fict, ze jsou to viechny prvky g € G, které po pisobeni na
kazdy prvek z A "akci"(gag ™! = a) ponecha tento prvek na misté.



Centralizator -véta

Mnozina Cg(A) je podgrupa v G.

Diikaz.

Vime, Ze Cg(A) je neprazdns, e € Cg(A) (eae ! = a).
Déle méjme x € Cg(A). Pak pro VYa € A plati:

x| xaxl=a |x

tedy x~1 € Cg(A).
Pro dva prvky x,y € Cg(A) pak mame:

(xy)a(xy)—l — X(yay‘l)x‘l — et =g

a tedy centralizator je uzavreny i vii¢i nasobeni. O]




Definujeme

centrum grupy G je mnozina Z(G) = {g € Gl|gfg~!

Vf € G}.

Plati, ze Z(G) = Cg(G), tedy je to mnozina prvkil G, které komutuji se
vSemi ostatnimi. Jako specialni pfipad predchozi véty plati, ze je podgrupou
Z(G) < G.

= f pro

Centrum je centralizator celé grupy

Pro A C G ag € G zavadime znaceni: gA = {gala € A}. Obdobné
pro Ag, a tedy konkrétné gAg—' = {gag~'|a € A}.



Normalizator

Bud'® # A C G. Definujeme normalizator A v G jako: Ng(A) =
{g € GlgAg™ = A}

Normalizator se od centralizatoru lisi tim, Ze mize prvky A zpermutovat
(mnozina A se tim nezméni). Grupové vlastnosti Ng(A) se ukazi podobné
jako u Cg(A). Tady je opét A libovolnd mnozina. Pozdéji zavedeme

normalni podgrupu, kterych miize byt v grupé mnoho. Jsou to takové
podgrupy, které normalizuje celd grupa.



Véta - normalizator

Plati, ze CG(A) < NG(A) < G.

Dikaz.
Ng(A) < G: Pouzijeme znaceni z predchoziho.
@ Ng(A) # 0, protoze e € Ng(A).
@ Necht x,y € Ng(A), tj. xAx~1 = Aa yAy~! = A. Pak plati
(xy)A(xy)~ ! = x (yAy 1) x71 = xAx~1 = A. (Asociativita plati z
~—

A
vlastnosti grupového nasobeni v G.) To ale znamena, ze

(xy) € Ne(A).
© Necht x € Ng(A). Pak zfejmé plati xAx~! = A — x TAx = A, tj.
x~1 € Ng(A), ¢imz je Ng(A) < G dokazano.
Cc(A) < G jiz bylo dokazano a Cg(A) < Ng(A) je pak zfejmé z definice
podgrupy. O

v




Grupu nazyvame cyklicka, pokud je generovana jen jednim prvkem
a a zna¢ime H =< a >={a"|n € Z,a° = e}.

U konénych grup je jednotkovy prvek vzdy né&jakou nenulovou mocninou
generatoru.

Cyklicka grupa ma rank=1. Miize byt generovéana i riiznymi prvky -napf. Z,

Cyklicka grupa je vzdy abelovska (komutativni).

Theorem
Dvé cyklické grupy < x > a < £ > stejného fadu jsou isomorfni.

Diikaz.

Pro konecné grupy mame izomorfismus: p(x) =&, p(x") =¢&"
Pro nekonecnou grupu < x >: ¢ : G — Z

(,D(E) =0, QD(X) =1, QO(Xn) =n, neN,

\




Pro grupu G =< x > plati |G| = |x|.

Ditikaz.
Q Pro |x| = oo jsou vsechny prvky x riizné pro Vo € N, tedy jich je
nekonecné mnoho.
@ Necht' |x| = n. Plati (Vo € Z)(ov = kn+ m), pro néjaké n € Z a
(m € Z*)(m < n). Potom s® = xk"x™ = ex™. Mame tedy pravé n
prvki v G.

Nejvétsi spolecny délitel Eisel n a m znacime ged (n, m).



Lemma

Méjme grupu G =< x >. Potom plati:
© Pokud x" =1ax™ =1, (m,nc Z\ {0}), potom x? = 1, kde
d = gcd(m, n)
@ Navic pokud x™ = 1, pak |x| déli m.

Dikaz:
1)

d = mr + ns - Euclidav algoritmus

Xd — er+ns — xMryns — 1
2)
x™ =1, necht |x| = n. Pak necht d = gcd(m, n) a x? = 1, d je mensi
rovno nez n, n jerad -nejmensi takové Cislo = d = n a d|m. Symbol |
znamena prvni Cislo déli druhé



Theorem

Méjme grupu G =< x >. Potom plati:
Q |G| = 00 = |x®| = o0 a navic (x* # xP)(Va, B € Z.\ {0}),

Q [Gl=n=|x= 4 () proan\{O}

0
| N\

Diikaz

1) Sporem

|G| = 0o znamena, ze |x| = co. Necht (3n € N) tak, ze [x*| = n, tj.
((x*)" = x"™ = e) - spor. Dale necht x* = x”. Potom x®=# = x0 =1
(tedy |x| = o — ), coz je téz spor. O

v

Pokud je na: zaporné, —na je kladné Cislo - fad prvku.



Diikaz.

2) Vime tedy, ze |x| = n. Ozname si d = gecd (n, ). Musi existovat cela
Cisla ¢ a d takova, ze @ = cd a n = bd, gcd(b, c) = 1. Plati:

Nyni ukazeme sporem, ze b € N je nejmensi takové Cislo: Necht |x“| |b
(déli b). Potom

Jk < b, x*k = e, n|ak, db|dck, b|ck.
Ale protoze gecd(b, c) = 1, b musi délit k a to je spor.

(Doporucuji si to vyzkouSet na konkrétnich Cislech, tfeba n =4 a
a=6.) O




Dasledek

Necht H < x >, potom
Q x| =00={H=<x*>=a==1}
Q [x|=n<oo0={H=<x">& gcd(a,n) =1}
© Kazda podgrupa grupy < x > je cyklicka.




Podgrupy generované podmnozinou grupy

Mame-li néjakou podmnozinu M prvki z grupy, potom miizeme definovat
podgrupu generovanou touto podmnozinou - pozor pro nekomutativni
grupy. Je to minimalni podgrupa, ktery obsahuje viechny prvky z M.
Snadno se ukaze, ze priinik podgrup je opét podgrupa - napf. napfed pro

dvé a potom indukci.
K=GnH.

Pro Vx,y € K plati xy~' € K. Ve leziv G i H.
Podgrupa generovana podmnozinou M C G je nejmensi pod-
grupa G obsahujici vsechny prvky M. Tedy

<M >= ﬂ H;.
H;<G
MCH,;



Pro kone¢ny pocet prvka A = {a1,az,...,ax} piseme:

< A>=<a,ay...,ax>.

€

Necht A = {a':L 24 3ai44...,e,-1:il,keNU{O}}aﬂ:lproA:@,

potom

A=<A>, ACG.



Grafy grup - svazy podgrup

Nyni zavedeme relaci usporadani, abychom mohli zavést svazy podgrup a
kreslit tzv. Hasseho diagramy.(binarni relace)
Relaci < na mnoziné M nazyvame castecné usporadani, pokud
plati:
Q reflexivita: (Vx € M)(x = x),
Q@ tranzitivita: (Vx,y,z€e M)(x 2y ANy 2z = x = z),
© slaba antisymetrie: (Vx,y € M)(x 2y Ay X x = x =y).

Example

Mgjme libovolnou mnozinu A a jeji potenéni mnozinu P(A) = 24.
Zavedeme usporadani (YM, N € 22)(M < N < M C N).

| A\

Example

Grupa G = {e, a, b|la®> = e, b> = e} ma podgrupy {e}, <a>, <b>aG.
Miizeme zavést usporadani pomoci relace "byt podgrupou", tedy
zpﬁsobem: G]_ = G2 54 Gl < G2.




Sup, inf

G

/ \
<a> <b>

\e/

Obrazek: Usporadani na G = {e, a, b|a®> = e, b> = e} podle relace , byt
podgrupou”.

Bud {M, =} mnozina s &istecnym usporadinim a A C M jeji
podmnozina. Prvek x € M nazveme
@ horni zavora mnoziny A, pokud (Va € A)(a < x),
e dolni zavora mnoziny A, pokud (Va € A)(x = a),
e supremum mnoziny A (x = sup< A), je-li x nejmensi prvek
mnoziny hornich zavor A,
e infimum mnoziny A (x = inf< A), je-li x nejvétsi prvek
mnoziny dolnich zavor A.



Svaz a modularni svaz

Bud {M, =} mnozina s ¢astecnym usporadanim. Pak Vx,y € M
definujeme operace

@ spojeni xVy = sup-{x,y}.

o priisek x Ny = inf<{x,y},

Neplést spojeni a priisek (V, A) s operacemi sjednoceni a pranik (U, N).

Definice:
Bud {M, =<} mnozina s castecnym usporadanim a opera-
cemi A,V. Potom {M,A,V} nazyvame svaz, pokud (Vx,y €
M)((x Vy € M) a zaroven (x Ay € M)).

Necht je relace usporadani a < b vlastnost, ze a déli b, potom {4, 6,8}
neni svaz - sup = 24, inf = 2. Zatimco {2,4,6,8,24} s danym
usporadanim svaz je.

Svaz {M, A\, V} nazyvame modularni, pokud (Va,b,c € M)((a =
c)=aAN(bVc)=(aAnb)Vc).



Hasseovy diagramy

Konstrukce Hasseova diagramu koneéné grupy G pres podgrupy:

@ Najdeme vsechny podgrupy G a sefadime je podle jejich fadu. Grupu
G umistime nejvyse a grupu 1 nejnize. Zbytek podgrup rozmistime
podle jejich fadu a €arami spojime vsechny grupy A a B, pro néz
A < B a neexistuje podgrupa C, pro kterou C < B (vlastni podgrupa)
a zaroven A < C. (Tedy spojujeme jen ,nejblizsi" podgrupy.)

@ Mezi kazdymi dvéma podgrupami A < B existuje spojnice, ale miize
vést pres cely fetézec podgrup a téchto spojnic miize byt i vice.
Priklad je na obrazku.
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