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Grupy a reprezentace v kvantové teorii

Zajiméa nas grupa, ktera ponecha Hamiltonian invarintni.
Necht R je realna ortogonalni transformace souradnic:

X' =Rx, xI = g Rijx;
i
a inverzni transformace

-1 /
xi=) Ri'x =) Rix;
J J

Takovato matice tvofi grupu viici nasobeni.



Zavedeme grupu izometrickou s transformacni grupou, jejiz prvky piisobi na
funkce a ne na souradnice.

Pr f(Rx) = f(x), Prf(x)=f(R 1x)=g(x).

Je to grupa transformaci svazana s transformaci soufadnic.
Ps[Pr f(x)] = Psg(x) = g(57") = fFIR7(S7'x)] =

= fI(SR) ™ x)] = Psr f(x)

Rotace kolem osy ¢ o 90°
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Grupa svazana se Schrodingerovou rovnici

Reseni stacionarni Schrédingerova rovnice dané Hamiltononvym
operatorem H je invariantni viici grupé operatorti komutujicimi s H :

Ay = Ep, PrAY, = PrEbn, H(PrY,) = En(Priby).

Pokud komutuji v, a Pri, jsou vlastni vektory pfislusné téze vlastni
hodnoté E, - degenerace.

Diky tato grupé miizeme z jednoho vlastniho vektoru dopocitat dalsi vlastni
vektory prislusné kazdé dané vlastni hodnoté.

Atom vodiku - stavy s,p, ... se

Pokus jsou vsechny degenerované hodnoty dopocitaelné z grupy symetrie -
normalni degenerace, jinak nahodna.



Predpokladejme, ze hodnota E, je I, krat degenerovana, tj. mizeme vybrat
I, ortonormalnich vlastnich vektorii pfislusnych E,.

Akci operatoru symetrie na vlastni vektor v, dostaneme obecné jiny vlastni
vektor, ktery rozlozime do baze:

e = Pripy, = Z To(R) s utop-

Matice T,(R)x w,u tVOF [, rozmérnou reprezentaci grupy.
A pokud existuje vzdy operator, ktery transformuje vlastni vektor v
kterykoliv jiny vlastni vektor, je reprzentace ireducibilni.

Je vidét, ze plati :
Ta(SR) = Th(S) Ta(R)

a I, vektoril v, tvofi bazi reprezentacniho prostoru.

Grupa Dg je grupou symetrie pro pohyb elektronu v poli tfi protonii v
rozich rovnostraného trojahelniku.

Grupa SO(3) je grupa symetrie pohybu elektronu v centralnim poli.



Resitelné a nilpotentni grupy

Zopakujme:

V grupé G radu podgrup (fetéz) e = Ng < Np < ... < Ng_g <
Ny = G nazyvame kompozicni rada, pokud (Vi,0 < i< k—
1)(N; < N,+1) a Ni+1/N; je jednoducha. Faktor grupy N,+1/N se
pak nazyvaji kompozicni faktory G.

Definice:
Grupa se nazyva resitelna, pokud existuje rada

e:GoﬂGlﬁGz...ﬁGs:G

tak, ze

G,'/G,',l, iZO,l,...,S—l (1)
je abelovska.



Theorem

Konecna grupa je resitelna < kdyz pro kazdy délitel n | |G|, (n, @) =1

ma grupa G podgrupu fadu n. !
Pokud N a G/N jsou resitelé, pak G je resitelna

Dikaz.

Necht G = G/N a e :ﬂo §1_N1 d...d N: GE)k, ze Niy1/N; je
abelovska a necht N = Gy < Gy I Gy ... Gy = G je rada podgrup tak, Ze
Git1/Gj jsou abelovské. Podle 4. VOI existuje G; N < G; a podle 3. VOI

Git1/Gi ~ Giy1/G;.
Tudiz
e:NoﬂNlﬁNz...S]NSZN:GoﬁGlﬁGg...ﬂGszG

a vsechny faktor grupy jsou abelovské. Ol

\




Maximalni podgrupy

Definice:

Maximalni podgrupa je vlatni podgrupa M < G , tak ze neexistuje H
M< H<G.

Lemma

Necht p je prvocislo a P je grupa fadu p?, a > 1. Potom
QO Z(P)#1
@ H je netrividlni normélni podgrupa, potom HN Z(P) # 1
© Pokud H < P potom pro kazdé p® | |H| v H existuje normalni
podgrupa radu p®.

© Pokud H < P pak H < Np(H) (nerovna se, je vlastni, jsou prvky
mimo H, které normalizuji H.)

© Kazda maximalni podgrupa P ma index p.




Horni centralni rada

Definice:
@ Grupa G, definujme

Z0(G) =1, Z(G) =G,
a Zjy1 je podgrupa G obsahujici Z; takto:
Zin1/Zi=2(G/Z)
(tj. Zi+1 je vzor centra Z(G/Z;) v G pri pirozené projekci) Rada
podgrup
2(G)<Zi(G) < ... < Z a1 <

se nazyva horni centralni rada G.
@ Grupa G se nazyva nilpotentni pokud Z. = G pro néjaké c € N, ¢ je
tfida nilpotence G.



Piiklady

@ Pokud G je abelovska, je nilpotentni tfidy 1, protoze
G=2(G)=24(G)
@ Pro kazdou kone€nou grupu existuje n tak, ze
Z(G) = Zh11(G) = Zp12(G) = . ..

Napf. Z,(Dg) = 1 pro viechna n € Z+
Podle definice Z,(G) je vlastni podgrupou pro viechny nilpotentni
grupy.

@ Dg a Qg jsou nilpotentni tFidy 2.



Komutatory a dolni centralni rady

Komutator prvki x, y grupy G je definovan

[yl =x"1y Ixy
a komutator dvou podgrup H, K

[H.K] = {[h,k].h € H,k € K}.
Definice:
Pro kazdou grupu G definujme nasledujici podgrupy:

G°=G, G'=[G,G], G =][G,G.
Potom fada podgrup se nazyva dolni centralni radou grupy G.

G'>Gl>G?> ...

Grupa G je nilpotentni < G" = 1 pro néjaké n. Je nilpotentni tfidy ¢ < ¢
je nejmensi Cislo pro néz plati G€. =1




Komutatorové rady a resitelné grupy

Definice:
Pro kazdou grupu G definujme nasledujici podgrupy:

O =g, ¢W=16,6], ¢I+Y =[G G

Potom rada podgrup se nazyva komutatorovou radou grupy G.

GO > ¢ > c3 >

G=25; G =G'=A;, G2=[S3,As]=As, G =[A3,A35] =1

Grupa G je Fesitelnd < G =1 pro néjaké n.
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