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Predmluva

Tato skripta v elektronické formé jsou urcena jako studijni pomucka k predmétu
Vlnéni, optika a atomova fyzika, ktery je zarazen jako soucast zakladniho kursu fyziky
ve druhém roéniku studia na fakulté jaderné a fyzikdlné inzenyrské Ceského vysokého
uceni technického v Praze. Obsah navazuje na predchozi prednasky zakladniho kursu
fyziky — Mechaniku, Termiku a molekularni fyziku a Elektfinu a magnetismus.

Vyklad je zhustény, provazen poznamkami a odkazy, jak to odpovidd potiebam
samostatného studia. Pti studiu se predpoklada soubézné doplinovani samostatnym
reSenim tloh a studiem resenych prikladu obsazenych ve skriptech J. Tolar, J. Konicek:
Sbirka fesenych piikladu z fyziky (vInéni) [1].

Skripta vychézeji z dlouholeté prednéskové c¢innosti autora a také ze zkuSenosti
dalsich ucitelu katedry fyziky FJFI. Autor skript dékuje Doc. RNDr. Z. Marsakovi,
CSc. a dalsim, kdo svymi kritickymi pfipominkami prispéli k odstranéni nedostatku.
Zvlaste pak dekuje panu T. Cernochovi, A. Honsovi a F. Hanzlikovi za obétavou préci
pii pripraveé elektronické formy textu véetné obrazku.

Autor



Navod

Cilem studia nenf jen reprodukovat to, co slysite na piedndsce. Cas Vami straveny
na prednaskach je velmi cenny a proto se ho snazte vyuzit co nejefektivnéji. Ukolem
prednésky je poskytnout kostru uciva, kterd Vas ma vést pii samostatném studiu
novych pojmu a metod v tomto zékladnim fyzikdlnim predmétu. Tato skripta podavaji
podrobny popis prednasené latky. Protoze je tieba, abyste dobte zvladli aplikace uciva
na rozmanité praktické ulohy, studujte souc¢asné skriptum [1], které obsahuje rozsahly
soubor feSenych prikladu i nefeSenych tloh a predstavuje hlavni pomucku pro cviceni.

Lze doporucit, abyste se jiz pired prednaskou zbézné seznamili s partii, kterd prijde
na fadu. [ kdyz to nestihnete, snazte se na prednaskach pochytit hlavni myslenky. Textu
skript pak 1épe porozumite. Pti studiu pouzivejte tuzku a papir, doplnujte vynechané
kroky a nezapomente tesit ptiklady ! Teprve aplikace studované latky na ptikladech
Vam ukéze, zda jste ji dobte porozuméli.
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Kapitola 1

Kmity soustav hmotnych bodu

1.1 Netlumené malé kmity kolem stabilni rovnovazné
polohy

Soustavy s jednim stupném volnosti; linearita a princip superpozice. Me-
chanické soustavy s n stupni volnosti; pojem rovnovdzné konfigurace; mody;
normdalni souradnice.

Soustavy s jednim stupném volnosti Zakladem vInovych jevi jsou netlumené
kmity predevsim linedrnich soustav. S kmity se setkavame ve vsech fyzikalnich oborech.
Namadtkou uved me molekuldrni spektra, elektrické kmitavé obvody, akustiku, vlny na
vodé, seismické viny. Zopakujme si nejprve nékolik ptikladu netlumenych kmitavych
soustav s jednim stupném volnosti.

Priklad 1. Téleso na pruziné. Téleso o hmotnosti m, které se pohybuje pod vlivem
pruziny o tuhosti k bez tfeni po vodorovné podlozce, méa pohybovou rovnici

mi = —kzx, (1.1)

kde x je vychylka télesa z rovnovazné polohy.

Obréazek 1.1: Téleso na pruziné
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Obrazek 1.2: Torzni kmity

Obrazek 1.3: LC-obvod

Priklad 2. Torzni kmity. Téleso zavésené na vldkné délky [ vykonava netlumené
otacivé torzni kmity podle pohybové rovnice

. «
I$=—70 (1.2)

kde ¢ je uhel otoceni télesa z rovnovazné polohy ¢ = 0, I je moment setrvacnosti télesa
vzhledem k ose otaceni a o = 7Gr*/2 je konstanta uréend polomérem vldkna r a jeho
modulem pruznosti ve smyku G.
Piiklad 3. LC-obvod. Podle II. Kirchhoffova zdkona plati pro napéti na kon-
denzatoru a civce rovnost
Ldi Q

—=_=x 1.3
dt C (13)
kde ndboj na kondenzéitoru Q = CU = [idt. Zderivovanim rovnice (1.3) podle ¢asu
tedy dostaneme
d2 . .
Sk (1.4)
dt? C
Uvedené priklady vykazuji matematickou zakonitost stejného typu, tzv. matema-
tickou analogii Gloh ruzné fyzikalni podstaty. Vsechny pohybové rovnice jsou typu
obycejné diferencialni rovnice, linedrni, 2. tadu, s konstantnimi koeficienty:
)+ 209 + whp = 0. (1.5)
Nulova hodnota konstanty tlumeni § = 0 vyjadiuje zanedbani odporu prostiedi.
Vyznacnou vlastnosti feseni (t) linearni rovnice (1.5) je princip superpozice:
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Jsou-li 1y, 1o dvé Tesent (1.5), je Tesenim i kazdd jejich linedrni kombinace
1 + s, kde ¢y, co jsou libovolné konstanty.

Obecné teseni diferencidlni rovnice

b+ whp =0, (1.6)

tj. TeSeni zavislé na 2 libovolnych redlnych konstantach, se obvykle zapisuje v jedné ze
ti{ ekvivalentnich forem

P(t) = Acos(wt+ p) 1
= acoswt + bsinwt (1.
— Cleiwt + C2€—iwt. 1

Mezi konstantami se snadno odvod{ vztahy (odvodte!):

a ) b
A=+Va®+ 2 COSSO:\/CLQj—l—bQ’ sm<p:—\/(ﬁj+b2, (1.10)
_ib
qzazl:@. (1.11)

Konkrétni hodnoty dvojice libovolnych integracnich konstant se urcuji ze dvou pocatecnich
podminek, obvykle v case t = 0:
»(0) = x (1.12)
»(0) = . (1.13)

Cviceni. Vypoctéte A, ¢ pomoci xg, vg !
Zopakujte si nazvoslovi:

A = amplituda kmitu

w = tihlov4 frekvence [s7!]

v = w/2r = frekvence[H?z]

T = 1/v = perioda]s]

o = fazova konstanta [bezrozmérnd).

Vsimnéte si, ze velikost w? = k/m v Pi. 1 muze byt slovy vyjadiena jako vratnd sila
vztaZend na jednotkové posunuti a jednotkovou hmotnost.
Priklad 4. Matematické kyvadlo. Pohybova rovnice pro tihel 1

Ml = —Mgsin (1.14)

je nelinearni, ale pro malé vychylky 1) << 1 kolem rovnovazné polohy ¢ = 0 muze byt
rovnice linearizovana, tj. priblizné nahrazena linearni rovnici

¢+%¢:0 (1.15)
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Obrazek 1.4: Matematické kyvadlo

Matematicka poznamka. Obycejnd diferencialni rovnice

i+wir=0 (1.16)

je linedrni s konstantnimi koeficienty. Regeni diferencidlnich rovnic tohoto typu
vychdzi z vlastnosti funkce e,

d
aet = e’ (1.17)
1. Predpoklddany tvar feseni
z(t) = eM (1.18)
dosadime do (1.16),
(A2 + wheM = 0. (1.19)
2. Charakteristicka rovnice
N4+ w? =0 (1.20)
ma kofeny
)\172 = iiw, w > 0. (121)

3. Ziskali jsme fundamentalni systém linedrné nezavislych feseni rovnice (1.16)

{e™! et (1.22)

4. Obecné feseni (zavislé na 2 libovolnych redlnych konstantach) obdrzime pomoci
principu superpozice

2(t) = Cre™ + Coe™!, Oy = (. (1.23)

Mechanické soustavy s n stupni volnosti. Budeme studovat netlumené kmity,
které vznikaji pti malych vychylkach konservativni soustavy z jeji stabilni rovnovazné
konfigurace.
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Uvazujme tedy konservativni soustavu o n stupnich volnosti, jejiz potencial U je

funkef (kartézskych) soutadnic 1, . . ., x,. Pohybové rovnice soustavy zapiSseme ve tvaru
ou
s (1.24)

kde m; jsou hmotnostni konstanty ptislusné souradnicim z;. Soustava je podle definice
v konfiguraci g1, . . ., Tg, V rovnovdze, jestlize sily na ni pusobici jsou v této rovnovdzné
konfiguraci rovny nule,

ou
Filrovn. konfig. = —%<$01, .y Zon) = 0. (1.25)

To znamend, ze v rovnovazné konfiguraci nabyva U staciondrni (extremélni) hod-
noty. Rovnovazna konfigurace se nazyva stabilni, jestlize pohyb vlivem malé poruchy
neopusti jisté okoli rovnovazné konfigurace (z nestabilni konfigurace se soustava pii
malém vychyleni vychyluje déle). Rovnovéha je stabilni v téch stacionarnich bodech
potencialu U, které odpovidaji lokdlnimu ostrému minimu. PTi malych vychylkach z
rovnovazné polohy potencialni energie roste a sila vraci systém do rovnovazné polohy.
Pohyb vlivem malé poruchy pak nevyjde z malého okoli rovnovazné konfigurace sous-
tavy. Neni-li extrém ostrym minimem, existuji sméry vychylek, v nichz se potencialni
energie nezvétsuje; v téchto smérech se soustava muze pri malé poruse neomezené vz-
dalovat.

Jelikoz chceme pohybové rovnice soustavy linearisovat v bezprosttednim okoli rovno-
vazné konfigurace xg1,...,Tg,, pouzijeme Tayloruv rozvoj funkce U n proménnych
kolem bodu (z¢1, ..., xo,) do 2. fddu véetné:

”8U

U(I’l,...,.’ﬁn) = U(I’Ql,.. , Lon +Z ,[L’On)(aj’l—iﬂol)—F (126)

1 n
5 Z 8 7, (Zots - - Ton) (Ti — i) (T5 — Toj) + .- -,
] ’L

Zde é¢len linearni ve vychylkach z; — x; je podle (1.25) roven nule a nulty ¢len
muzeme polozit rovnym nule (volba bodu nulového potencidlu). Pii zanedbéni ¢lent
od 3. fadu muzeme tedy potencial priblizné zapsat jako kvadratickou formu

Z Uii&ié; (1.27)

4,j=1

v proménnych & = x; — xp; s konstantnimi koeficienty

o*U
Uij = m(l’m,---,%n) = Uji, (1.28)

které tvoii symetrickou matici (U;j). Podminka minima znamend, ze matice (U;;)
je positivné definitni (tj. piislusnd kvadratickd forma (1.27) je positivné definitni).

Pripomente si [?] téz Sylvestrovo kriterium, podle néhoz vsechny rohové subdetermi-
nanty musi byt positivni !
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Pohybové rovnice (1.24), (1.27) po substituci z; = & + xo; maji tvar
j=1

Tato soustava obycejnych diferencidlnich rovnic 2. fadu s konstantnimi koeficienty
urcuje malé kmity soustavy kolem rovnovazné polohy & = ... = ¢, = 0. Rovnice (1.29)
maji fegeni typu e* a v nasem pifpadé — bez tlumeni — specidlné typu exp(diwt)
nebo cos(wt + ¢).

Pro urceni feseni postupem podle Matematické poznamky zapisme soustavu (1.29)
v maticovém tvaru. Zavedeme-li konstantni matice

A = (mdy;), B=(Uy) (1.30)
a sloupcovy vektor &, kde 7 = (&y,...,&,), 1ze soustavu (1.29) zapsat ve tvaru
AE+ BE=0 (1.31)

(A, B jsou matice n x n, symetrické a positivné definitni).

1. Hledejme feSeni ve tvaru
E(t) = X cos(wt + ), (1.32)

kde amplituda X je konstantni sloupcovy vektor. V takovém feSeni, které ve
fyzice nese nézev madd (Cesky téz vid) soustavy, vsechny édsti soustavy kmitaji se
stejnou frekvenci w a ve fazi.

2. Po dosazeni (1.32) do soustavy (1.31) obdrzime homogenni systém
(—~w?*A+B)X =0 (1.33)

n linearnich rovnic pro urceni n neznamych amplitud X;. Tato rovnice mé nenulové
feseni, jen kdyz

d@t(B - w2A) = |U1] - w2mi5ij| = O, (134)
To je tzv. sekuldrni rovnice pro urcéeni vlastnich frekvenci soustavy. Jako alge-
braickd rovnice n—tého stupné pro w? ma n kofent w?,...,w?. Vsechny jsou
positivni v dusledku positivni definitnosti matic A, B.

3. Dosadime-li jednotlivé kofeny w? do systému (1.33) a uréime (normalizovand)
feseni X ziskdme fundamentdini systém linedrné nezavislych Feseni soustavy
diferencidlnich rovnic (1.31)

{XW cos(wit 4 ¢1), ..., X™ cos(wnt + pn)}. (1.35)
Vektory amplitud X®) uréuji tvary mddi.

4. Obecné teseni (zavislé na 2n libovolnych redlnych konstantach) obdrzime pomoci
principu superpozice

() = zn: A X0 cos(wit 4 @) (1.36)

k=1
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Obrazek 1.5: Médy véazanych oscilatoru (kyvadel): (a) Pro ¢1(0) = ¢2(0), ¢1(0) =
©2(0) = 0 jsou vychylky kyvadel jsou stéle shodné; (b) Pro ¢1(0) = —¢2(0), ¢1(0) =
©2(0) = 0 se vychylky kyvadel lis{ jen znaménkem; (c)Pti jinych pocateénich
podminkach se mody superponuji. Pti jakych pocatecnich podminkach vznika situace
naznacend na grafu?
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Dalsi podrobnosti o feseni tlohy soucasné diagonalizace dvojice symetrickijch matic
A, B naleznete napf. v klasické ucebnici [2]. Najdete tam vysvétleni, ze kvadraty
frekvenci médu w? jsou vlastnimi &fsly ilohy

BX = w’AX (1.37)

a tvary médi X ® jsou vlastnimi vektory této tlohy. Vlastni vektory pifsluiné riznym
vlastnim ¢islum jsou zde ortogonélni vzhledem ke skalarnimu souc¢inu

(X7 Y)A = Z XiAinj = ZmiXiYi (1'38>

ij=1 i=1

(viz [?], piiklady 592 -594). Normu definovanou timto skaldrnim souc¢inem pak lze
pouzit k normalizaci vlastnich vektoru.

Systém normalizovanych vlastnich vektort X ® pfedstavuje viznaénou ortogonalni
bézi v R™. Kartézské soutadnice v novych smérech X *) se nazyvaji normalni soufadnice
Nk Linearni (A-ortogondlni) transformace od soufadnic ; ve standardni bazi k normalnim
soutadnicim 7 v bazi vlastnich vektoru je

£=Cn, kde C;;=XxY. (1.39)

Ovéite si (viz téz [2]), ze transformace C' provadi soucasnou diagonalizaci matic A,
B:
C'AC =1, C'BC=A, (1.40)

kde A = diag(w?,...,w?). V dusledku transformacnich vzorct (1.40) se pohybové
rovnice (1.31) po vyndsobeni C* zleva daji upravit na tvar

CYAE + BE) = CTACH + C*BCy = ij + An = 0, (1.41)

neboli

ik + winy = 0. (1.42)

To znamena, ze

v normdlnich souradnicich se soustava jevi jako systém mnezdvislych har-
monickych oscildtorii.

Shrnuti. Kmitajici soustava s n stupni volnosti md prdavé n modiu. Je-li v sous-
tave vybuzen pouze jeden maod, napr. k-ty s uhlovou frekvenci wy, pak vsechny jeji
stupné volnosti kmitaji se stejnou frekvenci v, = wy /2w, ve fazi (rovnovdzngmi polo-
hami prochdzeji soucasné) a tvar médu je dan pomérem amplitud jednotlivych stupriu
volnosti. V daném maodu na kaZdy stupen volnosti pusobi taz vratnd sila na jednotkovou
vijchylku a jednotkovou hmotnost, rovnd wi. Kazdd soustava o n stupnich volnosti, kterd
vykondvd malé netlumené kmity kolem rovnovdzné polohy, je ekvivalentni soustaveé n
nezdvislych harmonickiyjch oscildtorii.
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Obréazek 1.6: Struna

1.2 Kmity struny

Odvozeni vinové rovnice pro strunu. Stojaté viny jako mody. Okrajové podminky,
vlastni funkce a vlastni frekvence. Pocatecni podminky a Fourierovy rady.
Obecny pohyb struny.

VlInova rovnice pro strunu. Jestlize soustava obsahuje velmi mnoho pohyblivych
¢asti (1 mol vzduchu obsahuje N4 &~ 6.10%% molekul) a jestlize pohyb sousedicich ¢4sti je
témér stejny, pak muzeme vychylky z rovnovaznych poloh (z, vy, z) popsat vektorovym
polem

’l,[)(ZE,y, Z,t) = <¢9&(Iay72at)>¢y(l‘>yv z,t),@bz(x,y,z,t)),

jez je spojitou funkci polohy a casu. Vzhledem k jejimu interpola¢nimu charakteru
muzeme predpokladat, ze je i dostatecné hladk4 (diferencovatelnd). Vztah kmitu diskretni
soustavy a jeji spojité aproximace budeme zkoumat v oddilu 1.3.

Pro jednoduchost se omezime na jednorozmérnou modelovou soustavu, strunu. Pod
strunou rozumime dostatecné tenké pruzné vldkno, které klade zanedbatelny odpor
vuci ohybédni. Strunu si zndzornime podle obr. 1.6 napjatou silou 7" v rovnovazné
poloze podél osy z mezi body 0 a L. Budeme uvazovat pouze piiéné vychylky v (z,t)
ve sméru osy . Necht p oznacuje konstantni linedrni hustotu struny. Pak pohybova
rovnice pro kratky usek struny délky Az mezi body 2; a 2y (viz obr. 1.7) se dostane
z 1. véty impulsové (zopakujte si ji!) !

dPx obr . .
dt = Fx(e) brl7 F1$ + sz = —’F1’SIH'I91 -+ |F2‘ sm192. (143)

Abychom dospéli k vysledné piicné sile linedrni v ¢ (z,t), budeme piedpokladat, ze
vychylky jsou velmi malé, takze plati (srovnej [1], pt. 1.1)
1. |Fq|=|Fo|=T
2. 91,10 < 1.

L. wéta impulsovd. Pro soustavu hmotnych bodu m,, a = 1,..., N pod vlivem
vnitinich sil (splnujicich zakon akce a reakce) a vnéjsich sil F(e) je casova zména uhrnné
hybnosti soustavy rovna vyslednici vnéjsich sil F© = 3, F . Vzhledem k tomu, ze
P =3, m,r®lze jednoduse vyjadrlt pomoci radiusvektoru tézistée R = 1 /M Yoo MaT”
kde M =3, m,, jako P = M R , muzeme 1. vétu impulsovou zapsat MR = F©
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/w(zz’t)

e e

Z, Az Z, z

Obrazek 1.7: K odvozeni vlnové rovnice

Potom F(®) = —Ttgd, + Ttgdy = [aw(@, t) — g—w(zl, t)} a pomoci Lagrangeovy véty

B)
f(0) — fa) = f'(§)(b—a),a < { < b, dostaneme pravou stranu pohybové rovnice
82
Ff) Ta—’lé}(ZQ,t)AZ; 21 < 2o < 29. (1.44)

Leva strana pohybové rovnice je

dP, 9
dt = Am o2

6%
Cor

(ZCM,t) (ZCM,t>AZ, (145)

29 — 21, pricemz zopy — 21, 20 — z1. Nakonec piSeme z misto z:

TVt = T?—f( 1), (1.46)

8%
Cor

Tato vinovd rovnice pro strunu je pohybovou rovnici pro vSechny vnitrni body struny

€ (0, L). Musime ji proto doplnit jesté okrajovymi podminkami, které vyjadiuji tzv.
pevné konce® :

»(0,t) =0=y(L,t), t€R. (1.47)

Stojaté viny jako mady.
1. P1i feseni vlnové rovnice (1.46) pomoci médu predpokladame tvar feseni

W(z,t) = X(2) cos(wt + ¢). (1.48)

2Qkrajové podminka pro tzv. volng konec vyjadiuje, Ze upevnéni plisobi nulovou pri¢nou silou na
strunu. Podle obr. 1.7 v bodé z, zakon akce a reakce dava

= Ta—,w(ZQ,t) =0.

ng = Ttgﬁg 92

Volny konec struny v bodé z5 = L tedy vyjadiime okrajovou podminkou

oy

(L) =0
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Protoze vSechny body kmitaji se stejnou frekvenci a prochazeji soucasné rovnovaznou
polohou, jedna se vlastné o stojatou vinu.
2. Po dosazeni (1.48) do (1.46) dostaneme

—w?0X (2) cos(wt + ) = TX"(2) cos(wt + ) .

Vzhledem k tomu, Ze tato rovnice mé platit pro vSechna ¢, musi platit

X"(2) + k*X(2) =0, (1.49)
kde
K = %uﬂ. (1.50)

Oby¢ejna diferencidlni rovnice (1.49) v prostorové souradnici z mé presné stejny tvar
jako (1.6) v case. Jeji obecné feseni ma tedy tvar

X(z) = Asinkz + Bcoskz, (1.51)
kde k je kladné (odmocnina z k?). Okrajové podminky pro pevné konce dévaji

X(0)=0 = B=0,
X(L)=0 = sinkL=0.

Posledni rovnice je transcendentni a ma nekoneé¢né mnoho kotrenu

= e 7 (1.52)
L
ponévadz k& > 0, vybirdme pouze kladné hodnoty m = 1,2... . Piislusné vlastni

frekvence obdrzime ze vztahu (1.50)

[ [ e a3

U, = 2L = mu, =1,2. (1.54)

Vlastni frekvence struny jsou tedy celoc¢iselnymi nasobky zékladni frekvence vy zakladni-
ho ténu; v, pro m > 1 se nazyvaji vyssi harmonické (svrchni tény). Prislusné vlastni

funkce
XM (2) = sinky,z = sin MW%

jsou znézornény na obr. 1 8 Urcuji tvar odpovidajiciho médu. Jejich vinové délky jsou
A = 2L, )\ = /\3 = ,...,)\m = % = %, ... Velicina k, nazyvana vlnové cislo,
je tedy s vlnovou délkou spojena vztahem k = 27/X. (Velicina ¢ = 1/\ se nazyvé
vinocet.) Zavislost (1.50) hlové frekvence na vlnovém cisle se nazyva disperzni vztah;
pro strunu mame tedy

T
w= =k 1.55
. (1.55)

V kapitole 2 uvidime, ze podil w/k = A\v = v je roven tzv. fdzové rychlosti.
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Obréazek 1.8: Stojaté viny na struné s pevnymi konci

3. Fundamentdlni systém feSeni vlnové rovnice je nekone¢ny,

o0

{sin(k,2) cos(wimt + @m) by -

4. Princip superpozice dava obecné teseni ve formé nekonecné tady
U(z,t) = Y Apsin(kmz) cos(wmt + @), (1.56)
m=1

obsahujici nekone¢né mnoho konstant A,,, ¢,,, které se maji ur¢it z poc¢atecnich podmi-
nek.

Pocatecni podminky a Fourierovy fady. Protoze vlnova rovnice je linearni,
obecny pohyb spojité struny upevnéné na obou koncich je dan superpozici (1.56) vsech
médu m = 1,2, ... s libovolnymi amplitudami A,, a fazovymi konstantami ¢,,. Am-
plitudy a fazové konstanty lze urcit z pocatecnich podminek pro polohu a rychlost v
case t = 0:

¥(z,0) = f(2), (1.57)
X0 = o(2), (158)

kde funkce f(z), g(z) jsou predepsany na intervalu (0, L), v souladu s okrajovymi
podminkami. Dosazenim obecného feseni (1.56) do pocéatecnich podminek dostaneme

i Ap sin(kp2) cos pn = f(2), (1.59)
3 A ) sinll, st = (2. (1.60)

Levé strany rovnic (1.59), (1.60) predstavuji Fourierovy rozvoje danych funkei na
pravé strané a naSim ukolem je najit jejich Fourierovy koeficienty A,, cosy,, resp.
— AW sin @y,
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Fo) T (@)

Obrazek 1.9: Periodické prodlouzeni funkce f(z)

V matematice se dozvite podminky, za nichz rozvoje funkeci konverguji k rozvijenym
funkcim. Ve fyzice musi byt funkce f(z) dostateéné hladkd, aby platilo odvozeni vinové
rovnice; v matematice je tiida piipustnych f(z) mnohem Sirsi.

Fourieruv rozvoj na levé strané (1.59) je ziejmé periodickou funkei z s periodou
A1 = 2L. Také pravou stranu f(z), 0 < z < L, muzeme dodefinovat pro vsechna
z, abychom obdrzeli periodickou funkci F'(z) (viz obr. 1.9). Mame tedy tiidu vSech
periodickych (hladkych) funkci F(z) s periodou A; = 2I, které jsou nulové pro z =
0,z = L.

Fouriertv rozvoj lze véak psat pro pomérné sirokou t¥idu funkei?®, jestlize se vzddme
okrajovych podminek odpovidajicich pevnym koncum. VSechny 'rozumné’ periodické
funkce F(z) s periodou Ay, F(z + A1) = F(2), lze rozvinout

F(2) = % + Z (an cosnkyz + b, sinnk, z), (1.61)
n=1

kde k; = 27/\;. Pridané kosinové ¢leny pak odpovidaji kmitum s volnymi konci.
Hledani konstant a,, b, se nazyva Fourierova analyza. Pouziva se k ni relaci ortog-
onality mezi vlastnimi funkcemi:

21+ 1 z1+A1 z1+A1
/ sinnkyzsinmkyzdz = 3 / cos(n —m)k;zdz — / cos(n +m)kizdz | =
Z1

1
—{ O’ n%m}—i)\lémna

1 _
AL, n=m

21+ 1
/ cosnkizcosmkizdz = 5)\157% ,

21

Z1+A1 z1+A1
/ sinnkyz cosmkyzdz = / [sin(n +m)kiz + sin(n — m)k,z| dz =0 .

zZ1 Z1

Jednotlivé koeficienty vypocteme tak, ze fadu (1.61) vyndsobime piislusnou vlastni
funkei a vyintegrujeme pres periodu A; (vlastni funkce odpovidajici ag je 1); dostaneme
tak vztahy

3Pro tifdu po &dstech spojitych periodickych funkci s koneénym poctem koneénych nespojitosti
Fourierova fada (1.61) konverguje k dané funkei, pricemz v bodech nespojitosti konverguje k aritmet-
ickému pruméru jejich hodnot.
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9 z1+A1
U = 3 F(z)cosmkyz dz,
1
) z?—wq (1.62)
by = — F(z)sinmk,z dz.
At
21

Analogické vztahy lze samoziejmé psat pro Fourierovy tady periodické funkce casu
(w=2n/T):

F(t) = 204 > (an cosnwt + by, sinnwt) |
n=1

2 =
2 t1+T
ap, = = F(t) cosnwt dt,
T t1
2 t1+T
by, = = F(t)sinnwt dt.
T t1

1.3 Priéné kmity retizku atomi

Zmalost feseni pohybu struny metodou stojatych vin (Fourierovou metodou) ndm pomiu-
ze k vyTeseni tilohy na uré¢eni kmitu nejjednodussi periodické struktury — jednorozmérného
retizku atomu. Vedle nového pohledu na spojitou strunu jako na limitni pfipad retizku,
ma tato tloha zdsadni dulezitost v teorii pevnych latek s krystalickou strukturou.
Zkoumejme tedy priéné kmity soustavy N hmotnych bodu (vsechny o hmotnosti
M) spojenych pruzinkami (vSechny o tuhosti K') podle obr. 1.10. V rovnovézné poloze
je Tetizek napjat silou T' = Ka. Vychylky hmotnych bodui ve sméru osy x oznac¢ime
Un, n=1,2,..., N.Pfi malych vychylkdach muzeme sestavit linearni pohybovou rovnici
pro n-ty hmotny bod postupem analogickym postupu u spojité struny.
Podle obr. 1.11 pusobi na n-ty hmotny bod pouze pruzné sily od sousednich atomu,

My, = F, = Fiy + Fpp = —|F {|sin vy + |F 5| sin v, . (1.63)

Vzhledem k tomu, ze sily zavisi linearné na prodlouzeni, plati F, = Ttgdy, — Ttgv,
takze dostavame soustavu linedrnich pohybovych rovnic

M’(/)n _ qu/}nJrl - wn N Twn - ¢n71
a a

(1.64)

pro hmotné body n = 1,2,..., N. Pro krajni body musime pohybové rovnice doplnit
okrajovymi podminkami (pevné konce) y(t) =0 = ¥y y1(t).
Pohybové rovnice fesime metodou médu z oddilu 1.1, tj. hledame médy soustavy

Pn(t) = X, cos(wt + @) , n=12,...,N. (1.65)

Vsimnéte si, ze index n odpovida soutadnici z v ¥(z,t) pro spojitou strunu. Dosazeni
modu (1.65) do (1.64) vede na soustavu N linedrnich homogennich rovnic pro amplitudy

X,
2
—W?X, = —MK(X,L+1 —2X + Xn_1) (1.66)
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Z
| A® L2 ® ® } >
0 a 2a 3a Na [L=(N+1)a

Obrazek 1.10: Rovnovazna poloha fetizku N hmotnych bodu

? Wn+1

(n-‘1)a na (n+)a =z

v

Obrazek 1.11: K odvozeni pohybové rovnice

kde Xy = X411 = 0. Nenulové feSeni existuje jen v piipade, ze X je vlastnim vektorem
matice soustavy. Misto sestaveni a feseni sekuldrni (charakteristické) rovnice ukazeme,
ze stojaté viny X (z) = Asinkz + Bcoskz v bodech z = na, tj.

X, = X(na) = Asinkna + B cos kna (1.67)
fesi (1.66) pro néjaké w. Staci vypocitat

XnJrl + X1 =
Al[sin(kna + ka) + sin(kna — ka)] + B [cos(kna + ka) + cos(kna — ka)] =
= 2(Asin kna + B cos kna) cos ka = 2X,, cos ka

a srovnat s (1.66) ve forme
M
X1+ X = X, (2 - ?wz) :

Vidime, ze (1.67) je nenulovym fesenim (1.66) za podminky

M
2coska =2 — ?wQ , (1.68)
neboli K K k
w? :2M(1—coska) :4M sin27a . (1.69)

Graf tohoto nelinedarniho disperzniho vztahu

5 K  ka O<ka<
pr— —ln_ R
YA e =7 =

(1.70)

b | 3
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Obrazek 1.12: Disperzni vztah pro fetizek atomu

je na obr. 1.12. Slouzi k urceni vlastnich frekvenci w,, fetizku pro hodnoty k,,, které
vyplyvaji z okrajovych podminek:

Xni1=0 = Asink(N +1)a=0. '
Dostavame tedy N vinovych ¢isel
m
by = - m=1,....N 1.72
(N+Da’ (172)
Piislusné médy jsou zakresleny na obr.1.13. 4
Obecné teseni je linearni superpozici nalezenych maodu,
N
Un(t) = > A sin(kna) cos(wimt + om), (1.74)

m=1

s libovolnymi konstantami A,,, ©.,.

Na zavér se vratme ke spojité limité vetizku a — 0. Vzhledem k dané délce L =
= (N + 1)a, linedrni hustoté p = M/a a sile T'= Ka musi soucasné a — 0, N — oo,
M — 0,K — oo. V této limité muzeme disperzni vztah priblizné vyjadrit pomoci
Taylorova rozvoje funkce sinus,

(1.75)

4Reseni pro m = N+1 je identicky nulové, tedy jako pro m = 0, pro vyssi hodnoty m = N+2,... se
— az na znameni vychylek — periodicky opakuji médy m =1,2,..., N. Napt. prom = N+1+1, | =
1 N

yeeey B

Inm Inm
X, =sink =sin | —— =(=1)"si . 1.73
n = sinky414/na = sin <N+1+mr> (-1) sin (1.73)
7 jiného pohledu, tato vyssi vinové ¢isla odpovidaji pulvlndm kratsim nez je vzdélenost a. V oddile
3.3 uvidime, ze prii frekvencich w > w4, se misto takovych vin realizuji kvalitativné zcela odlisnéd
feseni.
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N 3 4 ... N

'l
) il

>

etc.

Obrazek 1.13: Médy na fetizku atomu

ava
A A
AN

V limité a — 0 tak zbyva jen prvni ¢len, ktery dava disperzni vztah pro spojitou strunu
w=1/T/p k . Zanedbéni clenu vyssiho fadu je u fetizku mozné, kdyz

A
ka < 1, tj. kdyz o >a . (1.76)

Spojita limita je tedy dobrou aproximaci pouze tehdy, kdyz vlnové délky médu jsou
dostatecné velké vici vzdalenosti sousednich bodu a. Pak se ovsem vychylky sousednich
bodu budou velmi malo ligit. Z téchto duvodu ¢asto mluvime o dlouhovlnné limite.

1.4 Vynucené kmitani tlumenych soustav pod vlivem
harmonické budici sily
V tomto oddile si nejprve zopakujeme zakladni vlastnosti pohybu tlumeného harmoni-
ckého oscilatoru ([4], oddil 2.2) Jeho pohybové rovnice
mi = —kx — hi (1.77)

ma na pravé strané soucet elastické sily a sily viskozniho tlumeni, ktera je imeérna
rychlosti a mifi proti sméru pohybu.
Diferencidlni rovnice (1.77) ma tvar (1.5)

i+ 200 +wiz =0, (1.78)

kde w@ = k/m a parametr 6 = h/2m > 0 se nazyvé dekrement titlumu. Reeni (1.77)
hleddme ve tvaru x(t) = exp At, ktery vede na charakteristickou rovnici

N+ 200 +w; =0. (1.79)

Podle hodnoty diskriminantu D = 4(62 — w?), tedy podle velikosti titlumu, dostavame
tTi typy TeSeni:
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Obrazek 1.14: Graf slabé tlumenych kmitu

D =4(6* —w?) | Utlum | Pohyb
<0 slaby periodicky tlumeny
=0 kriticky | aperiodicky mezni
>0 silny aperiodicky

Zapisme podrobné tvar feseni rovnice (1.78) pouze pro piipad slabého tlumeni § <
wy, ktery budeme potiebovat v dalsich kapitolach. V tomto piipadé mé charakteristicka

rovnice kofeny
AMog=—-0tiw, kde  w=\/wg—4d?, (1.80)

takze obecné feseni je ddno vztahy (odvodte!)
z(t) = e (Clei“’t + Ule_i“t) (1.81)
nebo st
z(t) = Ae " cos(wt + ) . (1.82)

Pii slabém ttlumu tedy oscilator kmitd, ale amplituda kmitu exponencialné klesa k
nule (viz obr.1.14).

Mechanicka energie oscilatoru se vlivem viskézniho tlumeni méni nevratné v teplo.
Tuto ztratu energie lze vyrovnavat doddvanim energie vnéjsi periodickou silou F(t) =
Foy cos Qt . Pohybova rovnice pro vynucené kmity ma pak tvar

mi = —kx — hi + FycosQt (1.83)
neboli
&+ 207 + wjz = Beos Ot (1.84)

kde B = Fy/m.

Obecné teSeni zavislé na dvou integracnich konstantach je podle nauky o difer-
encidlnich rovnicich superpozici feSeni xpy, (1) rovnice s nulovou pravou stranou (1.78),
tedy (1.81) nebo (1.82) a partikuldrniho FeSeni x,,,+(t) rovnice (1.84),

2(t) = Thom(t) + Tpare(t) - (1.85)
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L.

C(Q)

@ : 0

—n/2

_ﬂ”

Obrazek 1.15: I. Amplituda C(Q), II. Fézové posunuti ®(2) a) pro zanedbatelné
tlumeni, b) pro § =0,2wy, ¢) pro é = Swy.

(Overte!)
Piipomenme, ze partikuldrni feseni pii specidlnim tvaru pravé strany rovnice (1.84)
Ize snadno nalézt: do (1.84) dosad'te predpoklddany tvar fesenf

Tpart(t) = C'(2) cos(Q2t + O(£2)) (1.86)
a porovnanim koeficienti u cos €2t a sin 2t vypocitejte

B
C(Q) = N (1.87)

2092

(1.88)
Zavislost amplitudy C' na budici ihlové frekvenci © dosahuje (pii dosti slabém titlumu
§ < w/+/2) pii hodnoté Q, = y/wg — 262 rezonanéniho mazima.

Rezonanéni kiivka na obr.1.15.1 je grafem zavislosti C(€2). Pti Q = 0 (konstantni
budici sfla) ma oscilator statickou vychylku B/w?, pii rezonanéni frekvenci €2, kmitd s
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Obrazek 1.16: Energie vynucenych kmitu — skuteénd vystredovand energie a jeji
Lorentzova aproximace (Cerchované) pro d = 0.2wy

maximalni amplitudou

B

(o — (1.89)
20\/wi — 2
Videéli jsme, ze obecné Feseni (1.85) se sklada ze dvou ¢ésti (1.82) a (1.86)
z(t) = Ae " cos(wot + a) + C(Q) cos(Qt + (Q)) . (1.90)

V prvni casti zavisi na dvou integracnich konstantach A, «, které se uréi ze dvou
pocatecnich podminek. Vsimnéte si, ze tato prvni ¢ast se casem exponencialné utlumi,
predstavuje tedy prechodny jev. Druhy clen, ktery pretrvava po odeznéni prechodného
jevu, se nazyva ustdleny (staciondrni) déj. Z prubéhu faze ®(2) (obr.1.15.1I) je patrné,
7e faze ustaleného déje je zaporna, vynucené kmity soustavy se zpoiduji za kmity budici
stly.

Zajimavé je chovani feseni (1.90) pro velmi slabé az zanedbatelné tlumeni
) < w. V tomto piipadé rezonancni kfivka (obr.1.15.1.a) ma velmi uzké a vysoké
rezonanéni maximum pii Q, ~ wy a faze ®(Q2) se skokem meéni z 0 na —m. Energie
prechodného jevu exponencialné klesa s casem
9 1

1
+ §kxiom ~ —mwiAle (1.91)

1
Ehom(t) = —mx' 2

2 hom

s casovou konstantou 7 = 1/(29). Celkova energie oscilatoru pii ustdleném déji se
periodicky méni s periodou T' = 27/ budici sily:

1

1
E(t) = imgb]%art—i-ik‘x

1 1
= émQ2C’2 sin®(Qt + @) + QmwSCQ cos?(Qt + D) .

2 _
part —

(1.92)
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Tuto energii muzeme vystiedovat pies periodu

_ 1 QZ 2
= — ﬂcﬁ

1.
5 (1.93)

V tésné blizkosti rezonance 1ze prubéh energie aproximovat jednodussi Lorentzovou
(Breit-Wignerovou) krivkou (viz obr. 1.16 a [1], pf. 4.13)

mB?

Qw2+ (02 (1.94)

1
E~ =
8

Zde T = 26 znaci sitku rezonancni kiivky (1.94) v poloviéni vysce Fyq./2, kde
mB?

Ema:p = A1o
212

(Overte!) °
Cviceni 1. Pri ustaleném déji je veskera energie dodavana budici silou preménovana
viskéznim tlumi¢em na teplo. Vypoéitejte stiedni vikon P dodany budici silou béhem
jedné periody T = 27 /Q a ukazte, Ze je roven stfednimu vykonu spotiebovanému
trenim.
moQ2 B2

P e
(Wg — Q2)2 + 45202

Cviceni 2. Ukazte, ze pri velmi slabém tlumeni § < wy lze urcit 'dobu zivota’ 7
soustavy ponechané bez vlivu budici sily z sitky I' rezonané¢ni kiivky pro energii podle

vztahu
I'r~1.

Cviceni 3. Obvykle se zavadi cinitel jakosti (kvalita) slabé tlumeného oscilatoru

jako bezrozmérné ¢islo
WOE
Q= 5
Ukazte, jak lze vlastnosti oscilatoru wy, @ ur¢it z rezonanéni kiivky (1.94) pro energii.

o~ 7]

Ve skriptech [4] jste se zabyvali jinou aprozimaci. Ta viak neni tak piesna.
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Kapitola 2

Postupné viny

2.1 Postupné viny na struné

d’Alembertovo Teseni vinové rovnice a jeho fyzikdlni smysl. Fdze, fdzovd
rychlost, retardovany cas.

Soustavy, které jsme doposud uvazovali, byly uzavrené, ohranicené, takze energie
kmitani zustavala v mezich soustavy. Kmity struny upevnéné na obou koncich byly
popsany jako superpozice médu — stojatych vin.

Nyni budeme uvazovat soustavy otevrené, neohranicené. Viny vzbuzené v otevieném
prostiedi se nazyvaji postupné viny. Putuji od zdroje, ktery je budi, nendvratné pryc.
Piipadné vzdalené meze soustavy mohou vést k odrazum, které si podrobné popiseme
v kapitole 5.

Vratme se opét k jednorozmérné modelové soustavé — homogenni struné — nyni
natazené podél osy z od —oo do +o0. ZapiSme pohybovou rovnici struny

O 0% , T

o =V ey 21

Obecné feseni uréime d’Alembertovou metodou. Zavedeme nové nezavislé proménné
(z,t) — (E=z—vt,n=2z+0vt) (2.2)

a polozime (&, ) = 1(z, t). Pak transformujeme parcidlni derivace

g—‘f = g—?%+g—$%= (—U%Jrva%)@ﬁ, (2.3)
Druhé derivace vzniknou iteraci predeslych operaci,
2 _
2 ]
5 = o () e an) e

27
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’(,D(Z, t1) =F(Z'Vt1)

YP(z,t,)=F(z-vt,)

Z,

Obrazek 2.1: Vyznam fazové rychlosti

Po dosazeni do vlnové rovnice (2.1) zbudou v ni pouze smiSené derivace

4 8212 =
o&on

0, (2.7)

nebot pro dostatecné hladkou funkei plati 92¢)/0Edn = 924 /OndE . Redeni rovnice (2.7)
— d’Alembertovo Tesent vinové rovnice —

V(& n) =F(&)+Gn) (2.8)

je souctem dvou libovolnych funkei, z nichz kazdd trividlné fesi (2.7). V puvodnich
soutradnicich z, t

W(z, t) = F(z —vt) + G(z + vt) . (2.9)

Jaky fyzikalni smysl ma d’Alembertovo feseni (2.9)? Vsimnéte si prubéhu feseni s

G =0, tj. ¥(z,t) = F(z — vt), v casech t; a ty > t; podle obr. 2.1, kde F' je kratky

puls. Argument z — vt funkce F' se nazyva fdze. Na obr. 2.1 misto s urc¢itou hodnotou
faze

21 — Ut = 29 — vty = C (2.10)

odpovida stejné vychylce
F(Zl — ’Utl) == F(Zg - ’Utg) = F(O) (211)

Toto misto konstantni faze se podle (2.10) pohybuje ve sméru osy z fdzovou rychlosti
v:

Zo9 — 21 = U(tg — tl) . (212)
Cely puls tedy postupuje ve sméru +z beze zmény tvaru. Podobné funkce G(z + vt)

predstavuje (obecné jiny) puls postupujici po struné beze zmény tvaru rychlosti —v,
tedy ve sméru —z.
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N \

0 z

o

Obrazek 2.2: Vysilani postupné viny na struné

Piiklad. Vyzarovdni postupngjch vin. Necht je struna upevnéna v bodé z = 0 a sah4
velmi daleko (podél kladné osy z). Predpokladejme, ze poc¢atkem struny pohybuje hnaci
mechanismus (vysila¢) predepsanym zpusobem

D(0, 1) = x(t), (2.13)

kde x(t) je dand funkce ¢asu (obr. 2.2). Jde vlastné o vysildni vlny po struné z pocatku
z = 0. Pro jednoznacnost feSeni této ulohy je nutné predepsat jesté tzv. podminku
vyzarovani

G=0, (2.14)

tj. ze se po struné nesiii zadny signél z +oo. Pak
U(z, t) = F(z —t), (2.15)

kde funkci F' ur¢ime z podminky (2.13):

zp(z,t)_F(z—ws)_F<0—u(t—§>)_z/;(o,t—%)_:c(t—f). (2.16)

v

Vychylky pocatku se §if{ po struné smérem +z rychlosti v. Vychylka ¢(z, t) v misté z
v Case t je stejnd jako v z = 0 v diivéjsim, tzv. retardovaném case

z
t=t—=. 2.1
- (2.17)

2.2 Harmonicka postupna vina
Jestlize hnaci mechanismus vykonava harmonicky pohyb
z(t) = Acos(wt + ), (2.18)

pak se po struné siti harmonicka postupnd vina

P(z, t) == (t - E) = Acos(wt — kz + a), (2.19)

v
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Obréazek 2.3: Rovinné vina

kde k = w/v se nazyva vlnové ¢éislo. Fdze viny je wt — kz + «, frekvence v = w/2m,
perioda T' = 1/v, vinovd délka A\ = 2w /k. Jakou fazi ma harmonickd postupna vina
Sitici se ve sméru zaporné osy z?7

Vztah

w = vk, v = Z, (2.20)
o

je disperzni vztah pro strunu. Jiné, nelinedrni disperzni vztahy w = w(k) budeme
studovat v kap. 3.

Ukazme si jesté na prikladé, jak feSeni pomoci stojatych vin z oddilu 1.2 lze prevést
na superpozici stojatych vin postupujicich proti sobé:

P(z, t) = Z A, sin k,,z sin w,,t = (2.21)
m=1
1 & 1 &
= = Ancos(kpnz —wpt) — = > Ay cos(kpz +wpt).  (2.22)
m=1

[N}

2

m=1

2.3 Rovinna vlna
Piimym zobecnénim postupnych vin v trojrozmérném piipadé jsou rovinné viny. Vztah
U(z, y, 2z, t) = F(z — vt) (2.23)

totiz definuje vlnu v prostoru, pro niz mnozina bodu konstantni faze (v daném case t;)
je rovina
z—vt; =C (2.24)

kolma k ose z a protinajici ji v bodé z; = vty + C (obr. 2.3). Rovinna vlna (2.23) je
feSenim vInové rovnice v trojrozmérném prostoru

0?1 Y 0% 0%
5 VPAY = v? ((w + o + 5 (2.25)

nebot parcidlni derivace podle z a y jsou nulové.
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Vzhledem k tomu, ze Laplaceuv operator A = V.V je invariantni pfi rotaci souradného
systému [5], je feSenim prostorové vlnové rovnice (2.25) rovinnd vlna §ifici se v libo-
volném sméru urceném jednotkovym vektorem s:

Y(r, t) = F(s.r—ot), ls|=1. (2.26)

Vyraz (2.26) prechazi ziejmé v (2.23), zvolime-li s = (0, 0, 1). Rovina konstantni fdze
(v ¢ase t1) je nyni dana rovnici
s.r—uvt; =C, (2.27)

neboli zndmou rovnici roviny kolmé k vektoru s = (s, s, s.),
$: + Sy + 5,2 —vt; —C =0. (2.28)
Harmonickou rovinnou vlnu obdrzime z (2.26) pro funkci
¥(0,t) = F(—vt) = Acos(wt + ),
tj.
W(r, t) =y (0, t— %) =Acos(wt—k .r +a).
Zde zavedeny vektor ve sméru Siteni
k=ks
se nazyva vinovy vektor. Piislusny disperzni vztah je nyni

w=vk=uv\/kZ+k2+k2.

Poznamka. Od rovinné vlny musime odlisovat sférickou vinu vysilanou bodovym
zdrojem. Mnozina bodu konstantni faze (vlnoplocha) takové viny

r—oty =C (2.29)

je sféra o poloméru r se stredem ve zdroji. Potom napiiklad harmonickd sférickd vina
ma tvar
W(r, t) = Acos(wt — kr + «)

a rovnice sférické vinoplochy je
kr=wt;j +a+C.

Matematickd poznamka. V d’Alembertoveé feseni (2.9) Ize elegantnim zpusobem
uplatnit pocatecni podminky

(2, 0) = f(2), (2.30)
P
W) = o). (2:31)
Dosazenim (2.9) do (2.31) a (2.31) dostaneme vztahy
F(z)+G(z) = f(2), (2.32)

—vF'(2) +vG'(z) = g(z). (2.33)
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Rovnici (2.33) vyndsobime —1/v a zintegrujeme od 0 do z

F(2) = G(2) — F(0) + G(0) = —~ IS (2.34)

(%

Linearni rovnice (2.32), (2.34) pro F(z), G(z) snadno vyfesime:

1 1 e, 1 1
F(z) = 5f(z)—%/O 9(z)d' + 5 F(0) = 5G(0), (2.35)
1 1=, 1 1
G(z) = /() + 5 /O 9(z)d=' = SF(0) + 5G(0). (2.36)
Dosazenim do (2.9) pak dostaneme kone¢ny vysledek
Uz 0) = fe v+ ofe o)+ o [ o) (237)
2, t) =5 f(z—v STACRE 5y /.., 9(z)dz". :

Cviceni. Rozmyslete si, jaké viny se siii po struné

a) kdyz je struna v ¢ase t = 0 vychylena podle ¥(z, 0) = f(2) a pusténa s nulovou
pocatecni rychlosti g(z) =0,

b) pii rozkmitani iderem g(z) # 0 z rovnovazné polohy f(z) =0 .



Kapitola 3

Viny v disperznim prostredi

3.1 Disperze svétla v latkach

Jev disperze svétla. Klasicky model disperzniho prostredi. Disperze elektro-
magnetickych vin v plazmatu, aplikace na ionosféru. Rozliseni prostredi: dis-
perzni — nedisperzni, transparentni — reaktivni. Plazma a Tetizek atomi
jako priklady reaktivnich prostredi. Kvazimonochromatické vinové baliky: vz-
tah mezi $irkou vinového baliku a sirkou jeho spektra, Sirent vinového baliku
v disperznim prostredi, grupovad rychlost. Fourierova transformace.

Dusledky disperze neboli rozkladu svétla dobtfe znéte: napt. duhu nebo rozklad
svétla sklenénym hranolem. V druhém efektu (obr. 3.1) je bilé svétlo lomem na dvou
rozhranich rozlozeno na viditelné spektrum sahajici od ¢ervené az po fialovou barvu.
O mechanismu vzniku duhy si prectéte v [6].

V kap. 6 si podrobnéji ukazeme, ze svétlo je elektromagnetické vinéni, které se Siii
ve vakuu s fazovou rychlosti ¢ = 3.103m/s. V dielektrickém prostiedi o permitivité e
a permeabilité y je jeho fdzovd rychlost

vV=—. (3.1)

Pro vakuum plati vztah ¢ = 1/, /Eopg . Index lomu prostredin je pak definovan vztahem

Eolo

Obrazek 3.1: Rozklad svétla hranolem

33
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Obrézek 3.2: Snelluv zédkon lomu

kde € = egge,, 1 = pop. Pro obvykla pruhledna prostiedi jsme polozili p, = 1, protoze
iy se od jednicky lis az na tfetim resp. Sestém desetinném misté (pro paramagnetické,
resp. diamagnetické latky).

Pruchod svétla hranolem se #idi Snellovym zédkonem lomu (obr. 3.2)

ny sin¥y; = nosinds

kde ny, no jsou indexy lomu po obou stranach rozhrani. Vlnové délky viditelného svétla
sahajl od 400 do 800 nm a odpovidaji barvam od fialové po ¢ervenou. Pii rozkla-
du svétla hranolem je tedy svétlo rozlozeno na monochromatické (harmonické) viny.
Protoze ny.quen = 1, znamena to, ze index lomu skla a tudiz i fazova rychlost svétla
ve skle jsou zavislé na (vakuové) vlinové délce neboli ekvivalentné na tihlové frekvenci
w, v(w) = ¢/n(w). Vzhledem k tomu, ze v = w/k, dé se tato vlastnost skla vyjadrit

nelinedrnim disperznim vztahem
c

(3.3)

YT W)

Z tohoto hlediska model struny z kapitol 1 a 2 ptedstavuje nedisperzni prostredi, v némz

T
% =0 = \/% = konst. (3.4)

a harmonické viny s libovolnymi frekvencemi se siti touz fazovou rychlosti! Dusledkem
pak je i sifeni vlny libovolné formy beze zmény tvaru fézovou rychlosti v = /T'/p.
Disperzni kiivka pro sklo je nelinedrni, pro ilustraci je na obr. 3.3 vynesena zavislost
indexu lomu na tihlové frekvenci v oboru viditelného svétla (tzv. normélni disperze).

Nejjednodussi model disperzniho prostredi, ktery popisuje zakladni rysy disperze,
vychézi z elektronové teorie latek. Staci k tomu sto let staré predstava J.J. Thomsona,
ze elektrony v atomech se v klidu nachézeji v rovnovaznych polohéch a po vychyleni
(vlivem srazek) vykondvaji malé kmity a vyzaiuji se specidlnimi vlastnimi frekvencemi
charakteristickymi pro dany atom. Disperze svétla, které dopada na latku, pak vznika
jako odezva latky na dopadajici elektromagnetickou vinu.

Reakce latky je soué¢tem (linedrnich) reakei jednotlivych elektront. Elektron s vlastni
frekvenci wg pod vlivem elektromagnetického pole dopadajici viny o thlové frekvenci
w < wp ma pohybovou rovnici

mi + mwir = eE (t) = eE ,coswt (3.5)
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n(w)
’l
1
!
/
/
/
e
We W Wo w
Obrazek 3.3: Sklo jako disperzni prostiedi
vynucengch kmiti (m = 9,1.1073 kg, e = —1,6.1071 C, magnetickou ¢ést Lorentzovy

sily 1ze zanedbat — proc¢?). Ustdlené kmity elektronu jsou dény partikuldrnim fesenim
r(t) =

Linearni odezva latky vznika souctem indukovanych elektrickych dipélovych momentu
jednotlivych elektronu

e
mEocoswt.

e2

p(t)=er(t) = E(t). (3.6)

m(wf — w?)
Vysledny vektor polarizace P (t) je dip6lovym momentem objemové jednotky latky
P=Np, (3.7)
kde N je pocet elektront (typu wy) v 1m3. Index lomu Ize nyni vypocitat ze vztahu
D (t) =coE (t)+P(t) =cE (t)
dosazenim (3.6), (3.7):

tedy

n(w)z@zdl—i—#. (3.8)

wg — w?)

Graf této zdvislosti (obr.3.3) ukazuje, ze frekvence wy lezi v ultrafialové oblasti. Vzorec
(3.8) se dé zapsat pro elektrony vice typu wy s hustotami Ny ve formé

n(w):\ll—kz%.

L €omn
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Pro latky s malou hustotou elektronti se vzorec (3.8) aproximuje podle (1 + x)Y/? ~
1+ 3z, ¢ < 1,
1 Ne?
nw)~l+-———— . 3.9
() 2 ggm(wi — w?) (39)

V této formé jej naleznete v piikladech [1], kap. 4. Singularity vzorcu pii rezonanc¢nich
frekvencich se daji odstranit v presnéjsim popisu elektronu vyzarujictho s radiacnim
dtlumem [5], kap. 9.

Siteni elektromagnetické viny v disperznim prostiedi se tedy #di piislusnym dis-
perznim vztahem

w=w(k).

Prosttedi je pro tyto viny transparentni. Podle disperzniho vztahu vsak dobfe defino-
vanou fazovou rychlost v = w(k)/k maji pouze monochromatické (harmonické) pos-
tupné viny

W(z, t) = Acos(wt — kz + ).

Vsimneéte si, ze dosazeni tohoto ¢ do vlnové rovnice (2.1) vede diky rovnostem

0% 0%
A ~ Bl (310

pravé k disperznimu vztahu w? = v?k2.

3.2 Elektromagnetické viny v plazmatu

Plazma, zvané téz ctvrté skupenstvi hmoty, je ionizovany plyn, tedy soustava volné se
pohybujicich elektronu a kladné nabitych iontti. Vzhledem k velkym hmotnostem ionttu
lze zkoumat pohyb elektronového podsystému. Abychom zjistili odezvu plazmatu na
dopadajici elektromagnetickou vinu, vyjdeme (jako v odstavci 3.1) z pohybové rovnice
jednoho elektronu

mi = eE (t) = eEgcoswt .

Vidime, Ze je to rovnice (3.5) pro wy = 0, takze muzeme prevzit vysledek (3.8)

Ne?
2 )
gomw

n(w) =+ =4/1— (3.11)

kde N je pocet elektronu v objemové jednotce plazmatu.
Pro siteni elekromagnetickych vin v plazmatu je dulezita veli¢ina

Ne?
Wy =/ ——
P meog
zvand plazmovd frekvence. Vztah (3.11) pak lze psat
wn? = w? — wﬁ :

S vyuzitim n = ¢/v a w/v = k dospéjeme k disperznimu vztahu pro plazma

w? = w? + k? (3.12)




3.2. ELEKTROMAGNETICKE VLNY V PLAZMATU 37

Pii w > w, je plazma transparentnim disperznim prostredim. Jak se plazma chova
k elektromagnetickym vlndm s thlovymi frekvencemi w < w, ? K tomu nejprve pomoci
(3.10) zapiseme vlnovou rovnici pro plazma, kterd pro harmonické viny vede pravé na
disperzni vztah (3.12):

: 0? 02
—wWp = —wﬁqﬁ — k%Y 819 a—g = —wf,w + 026—25 . (3.13)

Zkoumejme teSeni (3.13) jako ustdlené vynucené kmity, tj. polozme
¥(z, t) = X(z) cos(wt + @) . (3.14)

Po dosazeni (3.14) do (3.13) dostaneme oby¢ejnou diferencidlni rovnici pro X (z),

w? — w?
X'+ —2X=0, (3.15)
C

Pfi jejim feSeni musime rozlisSovat dva ptipady, které se od sebe kvalitativné lisi:

L ow>w, X"+ kX =0, w? = w? + k2,

hS]

2,.2

2. w < wy, X" —k?X =0, w? = w? — 2kK2.

SN

Rozbor druhého pripadu ddvé odpovéd na chovani prostiedi pfi w < w,. Na rozdil od
fundamentdlniho systému {e?**, e~}  ktery vede na netlumené kmity v transparent-
nim piipadé, mame ve druhém piipadé fundamentalni systém {e"*, e="**} vyjadiujici
utlum vln s frekvencemi w < w,. Prostiedi pak nazyvame reaktivni.

Zaujimé-li prostiedi napi. poloprostor z > 0, bude mit feSeni pfi w < w, formu
ustalenych vynucenych kmitu

¥(z, t) = Ae™"* cos(wt + @), 2€(0, +00), (3.16)
jejichz amplituda Ae™"* s rostoucim z exponencialné klesa. Rychlost zeslabeni charak-
terizujeme hloubkou pronikdni 6 = 1/k. Pro kazdou frekvenci w < w, se konstanta
utlumu uréi z disperzniho vztahu 2. Zde je na misté zduraznit, ze dtlum kmita v
prostfedi neni zpusoben disipaci energie, ale neschopnosti prostiedi prenaset viny s
frekvencemi w < w,, .

Piipady 1. a 2. tedy odpovidaji transparentni a reaktivni oblasti. Velice diilezitou
praktickou aplikaci téchto poznatkt je sitent elektromagnetickijch vin v ionosfére. Plaz-
mova frekvence neni konstantni, ale je rizna podle dennich a rocnich obdobi, kdy se
vlivem slunecniho zafeni méni pocet elektroni N v objemové jednotce. Udavaji se
hodnoty v, = w,/2m v rozmezi od 10 do 30 M Hz. Televizni stanice a radiové stan-
ice v oblasti frekvenctné modulovanych (tj. velmi kratkych) vin pracuji na frekvencich
fadu 100 M Hz a vyssich, ionosféra je pro né tedy transparentni. Pro nizké frekvence
fadu 1 M Hz, na kterych pracuji rozhlasové stanice s amplitudovou modulaci (pdsma
dlouhych, stfednich a kratkych vIn), je ionosféra reaktivnim prostfedim a odrazi tyto
viny zpét k Zemi.
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3.3 Retizek atomiu jako reaktivni prostiedi

Pro fetizek atomu jsme si odvodili disperzni vztah (1.70)

. ka 5 K
W = Wmae SIN — , Winaz = 24/ = .
2 M

Z prubéhu této zavislosti v intervalu 0 < ’“2—“ < 7 je patrné, ze fetizek je transparentni
jen pro uhlové frekvence od 0 do wy,q.. Jak se Tetizek chova pii w > Wiae 7

Voditkem ndm bude feSeni (3.16) v odstavci 3.2, které ve spojitém piipadé expo-
nencialné klesa smérem do prostiedi. Odpovidd tomu fyzikalni predstava, ze nasledujici
atomy pti kmitech o vysokych frekvencich jiz nestaci sledovat pohyb ptredchazejicich
atomu a amplitudy vychylek klesaji s rostoucim n. Exponencidlni pokles dava v diskret-
nim pifpadé piedpoklddany tvar ustdlenych vynucenych kmitit

Pn(t) = A(—1)"e " cos(wt + ) . (3.17)

Dosazenim (3.17) do pohybovych rovnic fetizku

Mwn = K(¢n+l - an + 7bn—l)

dostaneme
—Muw*p, = K(—e "™ —2—¢e") 1,

odkud plyne disperzni vztah v reaktivni oblasti w > Waz ,

K ka _ka
W=\ <e2 +e 2>:wma$cosh%. (3.18)

Kdykoliv v prostredi nastava exponencialni utlum a pritom nikoli v dusledku tfeni
a pfemeény energie v teplo, nazyvame prostiedi reaktivni. Tlumenda pronikajici vina se
nazyva evanescentni. Do reaktivniho prostiedi 0 < z < 400 energie neproudi, vlna
dopadajici z oblasti —oco < z < 0 se odrazi. V optice analogicka situace nastava pii
totdInim odrazu. M&-1i viak reaktivni prostiedi kone¢nou tloustku L, odraz neni totalni,
nybrz ¢astecény: vlna projde se zeslabenou amplitudou Ae L. V kvantové fyzice se
tento vlnovy jev nazyva prunik potencidlovou bariérou (tunelovy jev) a vysvétluje se
jim naptiklad radioaktivita a.

3.4 Vlnové baliky

Kvaziharmonické kmity, kvazimonochromatické viny a vinové baliky. Vztah
mezi Sirkou vinového baliku a sirkou jeho spektra.

Skutecné kmity oscilujicich soustav se malokdy blizi idedlnimu ¢isté harmonickému
prubéhu
x(t) = Acos(wot + ), —00 <t < +00. (3.19)

Faktor (—1)™ zarucuje stejnd limitn{ fesenf pii w — Wmae+ & W — Winaz—-
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T

Obrézek 3.4: Casovy pribéh velmi slabé tlumenych kmiti, Ty < 7

V nékterych piipadech a zvlasté v optice je uzitecny pojem kvaziharmonickiyjch kmiti,
které se v dostatecné dlouhych ¢asovych tsecich 7 > T{) velmi malo odlisuji od harmo-
nického prubéhu (3.19) Znamena to, ze v ¢asovém intervalu délky 7 zustavaji parametry
A, wg, 0 prakticky konstantni.

Dulezitym piikladem jsou kmity elektronu v Thomsonové modelu atomu. Elektron
s vlastni frekvenci wy, rozkmitany v case ¢t = 0 srazkou atomu, vykonava velmi slabé
tlumené kmity, nebot ztréci energii vyzarovanim elektromagnetickych vin (viz odd. 6.5
a [5], kap. 9). Jako jednorozmérny model ndm poslouzi struna natazend od z = 0 do
+00, kterda ma na pocatku z = 0 pripojeny harmonicky oscilator. Je-li v case t = 0
oscilator vychylen, z(0) = A, #(0) = 0, za¢ne kmitat. Protoze vSak ztraci energii tim,
jak kond na struné préci, budou jeho kmity tlumené. (Zkuste odvodit prumérné tlumeni
metodou [5], iloha 9.101)

Za ptredpokladu velmi slabého utlumu bude oscilator vykonavat kvaziharmonické
kmity

0 prot <0

(t) = { ¢ (3.20)

Ae T coswgt prot >0 ’

nebot 7 > Ty = 2w /wy (obr. 3.4) . Energie oscildtoru klesd téz exponencidlné s ¢asovou
konstantou 7:

E(t) = _t (3.21)

E(0)e T cos?wyt prot>0

V dusledku rozkmitani poc¢atku struny (0, t) = x(t) podle (3.20) vznikd na struné,
jak vime z kapitoly 2, postupna vina

vz 1) = {

{0 prot <0

0 pro z > vt

1 z 22
Ae™ 3773 cos(wot — koz) pro z < wt (322)

postupujici ve kladném sméru +z s fazovou rychlosti v = wy/kog = \/T/0. Pii T — +00
by (3.22) byla harmonicka postupnd vilna. Pro 7 > Tj se pfidrzime néazvoslovi z optiky
a budeme mluvit o kvazimonochromatické postupné vine. Tato vlna ma v nékterém
casovém okamziku t; > 0 celo v misté z = vty .

Na prostorovém grafu viny (obr. 3.5) je kvazimonochromati¢nost vyjadiena podmin-
kou v7 > vty = A\g. Pro kmitajici elektron byla z Maxwellovych rovnic odvozena ¢asova
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P(zt)

o

B 4 vt, Z
A/!

Obrazek 3.5: Prostorovy prubéh kvazimonochromatické viny

konstanta radia¢niho ttlumu energie 7 ~ 1078s. Béhem tohoto, z naseho hlediska
velmi kratkého casového intervalu, optické zaieni vykond faddove 107 kmitt s periodou
Ty =~ 107" s. V prostorovém pribéhu se na vzdélenosti cr ~ 3m vejde fddové 107
vlnovych délek viditelného svétla (400 — 800 nm).

Vlna vyzarena elektronem ma dalsi dulezitou vlastnost: za kratky ¢asovy interval,
feknéme 107 ~ 10~"s se rychle utlum{ na zanedbatelny zlomek e = 1/150 pocatecni
amplitudy. V prostoru je odpovidajici vzdalenost 10 cr = 30m. Vina je tedy v pros-
torovém i ¢asovém prubéhu ohrani¢ena. Takova vina se nazyva wvinovy balik. Vinovy
balik vyzareny elektronem je kvazimonochromaticky.

Kvazimonochromaticky vinovy balik 1ze ziskat jako spojitou superpozici monochro-
matickych vin (w = vk)

W(z, t) = /O+OO B(w) cos(wt — kz + 0(w))dw . (3.23)

Ukéazeme si to na velmi jednoduchém piikladé (viz obr. 3.6, 3.7 a [1], pt. 4.11), v némz

volime

1 prowo—%gwgwg—i-%

Jw)=0, Blw)={ (3.24)

0 pro ostatniw
Uvidime, ze za predpokladu, ze sitka spektra Aw je mala vuci dominantni frekvenci wy,
Aw < wy bude ¥(z, t) opét kvazimonochromaticky vinovy balik!

Integral (3.23) s pouzitim (3.24) a oznacenim ¢’ = ¢t — (z/v) se snadno postupné
upravi

_l[< —|—%>t/—'( —&>t/}
=3 sin|{ wy 5 sin | wy 5

P(z, t) = %2 sin(%t') cos(wot — kz) . (3.25)

na vysledny tvar

Vysledkem je amplitudové modulovand vina s nosnou vlnou o vinové délce ). Casovy
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B(w)T

<— Aw—>

Obréazek 3.6: Spektrum signalu

me =0
A(t)
is|
At o
ﬂ ﬂ § t=21/Aw

I}

Obrézek 3.7: Casovy prubéh signalu se spektrem z obr. 3.6
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prubéh signalu v misté z = 0 (obr. 3.7)

i Aw
=5t
¥(0,t) = Awsniwzt cos wot (3.26)

2

mé amplitudovou modulaci typu sinz/x. Pro uréeni §itky signdlu jsou smérodatné
body z12 = %tl,g = 47, kde modulaéni funkce poprvé prochazi nulou. Zvolime-li za
miru sitky signalu At = t;, plati

AwAt ~ 27, (3.27)

Podobny vztah mezi sitkou signalu a sitkou jeho spektra lze odvodit i pro prostorovy
prubéh signalu (v ¢ase t = 0)

- Ak
P(z, 0) = vAk:% cos ko2 , (3.28)
£z
2
kde jsme oznacili Ak = Aw/v. Stejné definice sitky signalu Az = z;, kde %zl =,
dava
AkAz ~ 27 (3.29)

Vztahy (3.27) a (3.29) vyjadiuji univerzalni vlastnost kvazimonochromatickych vl-
novych balikt: ¢im jsou rozméry baliki mensi, tim je jeho spektrum frekvenci Sirsi a
naopak. Tuto dulezitou vlastnost musime bezpodminecné brat v dvahu pii navrzich
soustav, které prenaseji signal nesouci informace. Aby nedoslo k neopravitelnému zkre-
sleni, musi prenosovéa soustava byt schopna prenést celé spektrum o Sifce Aw.

Vratme se jesté k pifkladu na zacatku tohoto oddilu, kde je ¢asové sfika vlnového
baliku At =~ 7. Ze vztahu (3.27) zde vyplyva, ze hlavni spektralni piispévky ke kvazi-
harmonickému signalu z(t) pochézeji ze spojitého pasma frekvenci o siice Aw =~ 27/
kolem dominantni frekvence wy. (Porovnejte s vysledky piikladu 4.9 — 4.13 v [1],
kap.4).

3.5 Fourierova transformace

Fourierova transformace primd a inverzni. Parsevalova rovnost a jeji fyzikdlni
obsah.

V oddilu 3.4 jsme vlnovy balik vyjadrili ve formé ’spojité superpozice’ (3.23) monochro-
matickych vin. V misté z = 0 je prispévek od intervalu frekvenci (w, w + dw) dén
vyrazem A(w) cos(wt + 0(w))dw, ktery predstavuje spektrdlni slozku baliku. Vidime, ze
A(w) je amplituda vztazena na jednotkovy interval frekvenci.

Matematickym vyjadienim prechodu od signdlu x(¢) k jeho spektralnim slozkam a
naopak jsou vzorce Fourierovy transformace

z(t) = /OOO A(w) cos(wt + d(w)) dw =

= /OOO {a(w) cos(wt) + b(w) sin(wt)} dw (3.30)
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a(w) = A(w) cosd(w) = %/o:ox(t) cos(wt) dt, (3.31)
b(w) = —A(w) sin 6(w) = % [ att)singoryar. (3.32)

Formule (3.30) a (3.31)-(3.32) udédvaji inverzni a piimou Fourierovu transformaci.
Vsimnéte si podobnosti se vzorci oddilu 1.2.3 pro Fourierovy rady. Rozdil je v tom, ze
Fourierovy fady jsou definovany pouze pro periodické funkce, zatimco Fourierovu trans-
formaci lze pouzit pro neperiodické signély z(t), —oo < t < +oo spliujici [0 |z(t)|dt <
00.

Vzorce Fourierovy transformace maji elegantni jednoduchou formu, vyjadiime-li
kosinus a sinus pomoci Eulerovych vztahu. Nejprve upravime

a(w) cos(wt) + b(w) sin(wt) = c(w)e™ + c(w)e ™", (3.33)
kde 1
c(w) = 3 {a(w) — @'b(w)}. (3.34)

Ze vzorcu (3.31)-(3.32) plyne, Ze a(w) je sudou funkei w, b(w) lichou funkei w. To ndm
dovoli formdlné rozsitit defini¢ni obor funkce c¢(w) do zépornych hodnot w vztahem

c(—w) = c(w) (3.35)

Inverzni Fourierova transformace (3.30) se upravi pomoci (3.33) a (3.35)

x(t) = /OOO {c(w)em + @e_m] dw =

:/ c(w)e™tdw + /Oo c(—w)e “'dw
0 0

a po substituci w’ = —w ve druhém integralu

z(t) = /0 )e™tdw +/ e Wt —dw') =

= </0 —|—/_OO> c(w)e™tdw

dostaneme vysledny vzorec pro inverzni Fourierovu transformaci c(w) — x(t)

(t) = / 7 (w)edw. (3.36)

—0o0

Vzorce (3.31)-(3.32) primé Fourierovy transformace x(t) — c(w) se spoji pomoci (3.34)

1 o
c(w) = —/ z(t)(coswt — isinwt)dt
21 J—co
na vysledny vzorec?
1 oo ,
ow) = 5 /_ a(t)e (3.37)

2Vzorce (3.36), (3.37) Fourierovy transformace se obvykle zapisujf v symetrickém tvaru

1 e iwt
z(t) = E/_@X(w)e dw,
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w (k)

B(k) e}—{——%« Ak

K, K

Obrazek 3.8: Disperzni vztah prostiedi a spektrum kvazimonochromatického vinového
baliku

Pro spektralni rozklad energetickych veli¢in (intenzit) mé velky vyznam Parsevalova
TOUN0St

[o 2] at = / " () ( / N C(w)ei“’tdw) dt =

—00 — 00

- /O:o c(w) </o:o a:(t)emdt) dw =

=27 /OO c(w)e(—w)dw =

— 00

=27 /_O:O |c(w)|*dw. (3.38)

Vyjadiuje celkovou energii signalu jako superpozici prispévku k intenzité od jed-
notlivych spektralnich slozek. Z matematického hlediska uvedeny vztah tika, ze kvadrat-
icky integrabilni signdl x(t) ma kvadraticky integrabilni spektrum c(w).

3.6 Sifeni vlnového baliku v disperznim prostiedi

Dva hlavni efekty: grupovd rychlost a rozplyvani grupového baliku.
Prenos informace modulovanou vinou.

Zkoumejme Feseni kvazimonochromatického vlnového baliku (3.23) (bez ijmy na obec-
nosti s §(w) = 0) v disperznim prostiedi w = w(k).

X(w) = \/% /_Oo 2(t)e=tdt

ktery dostaneme, polozime-li X (w) = v/27c(w).
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Vlnovy balik (3.23) muzeme (po substituci w = w(k)) vyjadrit jako integrél pres k,
Wiz, t) = /0 " B(k) cos(w(k)t — k=) dk.
Pro dalsi dpravy je uzite¢ny komplexni zapis (v = Re 12)
Dz, t) = /0 7 B(k)e @0k g, (3.39)
Vzhledem k tomu, ze spektrum signalu je podle obr.3.8 soustiedéno v izké oblasti sitky
Ak < ko kolem dominantniho vlnového ¢isla kg, muzeme disperzni vztah s dobrou
presnosti vyjadrit Taylorovym rozvojem v bodé kg do 2. fadu
w(k) = w(ke) + ' (ko) (k — ko) + %w”(k:o)(k: — ko)*. (3.40)

Signél (3.39) snadno upravime dosazenim (3.40) na tvar
1&(2’ t) = ei(w(ko)t—koz) /B(k)e*i(k*ko)[sz’(ko)t]e%w//(ko)(k*ko)ztdk. (3.41)
0

Exponencialni faktor pred integralem predstavuje nosnou vinu s dominantni frekvenci
w(ko). Samotny signal predstavuje modulaci amplitudy a faze nosné viny a zavisi na
proménnych z, t v kombinaci F(z — w'(ko)t, t). VIinovy balik se tedy pohybuje jako
celek F'(z — w'(ko)t, .) grupovou rychlosti

dw

= (ko) (3.42)

Vg

a méni pritom s casem svuj tvar F'( ., t). Nosna vina ma fazovou rychlost vy = w(ko)/ko,
ktera obecné neni rovna grupové rychlosti v,,.

Zména tvaru signdlu s ¢asem v praxi znamena jeho zkresleni, deformaci béhem
prenosu disperznim prostiedim. Nasledujici velice hruba tivaha ukazuje, ze toto zkresleni
ma charakter rozplyvani vinového baliku s casem.

Je-li (At)g doba potiebna k vyslani baliku, pak jeho siika pravé po vyslani bude
ziejme (Az)g =~ vy(At). Na pocatku plati téz vztah (Az)oAk ~ 27. Abychom vidéli,
jak rychle se balik ¢ bude v disperznim prostiedi rozplyvat, rozpulime jeho pasmo
vlnovych ¢isel (ko — %, ko + %) na dva pulintervaly (ko — %, ko) a (ko, ko + %)
Spektra v pulintervalech dévaji dva signaly ¢ _, ¥, jejichz soucet je roven nasemu 1,
Y_ +1, = . Signaly ¢4 maji rozdilna dominantni vlnova ¢isla kg + % a tedy i ruzné

grupové rychlosti
Ak
Vg+ = u),(k?() + T)

Na pocéatku se sice prekryvaly, ale s casem se jejich stfedy budou vzdalovat imérné
rozdilu grupovych rychlosti

v, Ak, Ak
= i o) 5 =) 5

Avg = |vg4 — v,
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Proto i sitka baliku 1) poroste s ¢asem priblizné podle vztahu
1
(AZ)t = (AZ)O + Avgt = (AZ)(] + Qw/l(ko)Ak‘t > (AZ)O .

Pro rozplyvéni baliku je v této aproximaci rozhodujici nenulovost druhé derivace w” ko),
stejné jako v integralu (3.41).

Dulezitym dusledkem efektu rozplyvani je korekce vztahu (3.27), (3.29) mezi sifkou
signalu a sitkou jeho spektra na nerovnosti

(Az) Ak27 (At) Awz2T .

Druhd nerovnost vyplyvéd z prvni, nebot Aw ~ W'(ko)Ak = v,Ak a dile (Az); ~
vy(At);, protoze cely balik projde danym bodem rychlosti v, za ¢as (At),.

Na zavér je nutnd poznamka k nékterym piipadum tzv. anomélni disperze (n <
1), jako napf. v pifpadé plazmatu s disperznim vztahem w® = w? 4+ ¢*k*. Snadnd
tvaha zde dava ([1],pf. 4.4) nerovnosti v > ¢, v, < c. Tato skutecnost, ze fazova
rychlost v muze prevysit ¢, vyvolala obavy o pri¢innost jiz brzy po vytvoreni specialni
teorie relativity. Problém byl znacné diskutovan kolem r. 1910 a posléze v r. 1914
vyfesen A. Sommerfeldem a L. Brillouinem (viz [12], str. 101) v tom smyslu, zZe ne
kazdé teseni Maxwellovych rovnic predstavuje signal schopny prenéset informace. Tak
napf. rovinnd monochromaticka vina (s fazovou rychlosti v > ¢) homogenné vypliujici
cely prostor neni signdlem prendsejicim informace. Naopak vinovy balik s prostorovou
nehomogenitou je signalem, ktery pienasi informace grupovou rychlosti v, < c.



Kapitola 4

Energie vinéni

4.1 Energetické veliciny pro strunu

Hustota kinetické, potencidlni a celkové energie na struné. Vektor toku en-
ergie. Zakon zachvdni energie. Energie pro superpozici vin. Amplituda a
mtenzita.

Z mechaniky vite, ze celkova energie Ej;,, + E,o 12z0lované soustavy hmotnych bodu
pii pusobeni konservativnich sil mezi hmotnymi body se zachovava, tj. béhem pohybu
se neméni. To ovSem neplati pro jednotlivé ¢astice izolované soustavy: energie se uvnitt
soustavy pieléva.! UkdZeme si, jak se tato skuteénost d4 matematicky vyjadiit pro
nejjednodussi vinici se prostiedi - strunu.

Pro odvozeni vzorci pro energetické veliciny na struné si pomuzeme diskretni
aproximaci z oddilu 1.3 a spojitou limitou. Kinetickd energie kratkého tseku struny
< z,2z+ dz > je souctem kinetickych energii vsech hmotnych bodu tetizku, které lezi
v intervalu < z,z + dz >:

Erin(z, 2+ dz) = % > M¢n2. (4.1)

z<na<z+dz

Vyjadifme-li levou stranu (4.1) pomoci hustoty kinetické energie k(z,t) a na pravé

strané nahradime v8echna v, (t) hodnotou spojité funkce %—f(z, t), dostaneme

1. dz (9 ?
k(z,t)dz = QM;Z (a—f(z,t)> :

Soucinitel dz/a zde vyjadiuje pocet ¢lenu sumy v (4.1). Ve spojité limité a — 0 musi
M — 0, aby hustota p = M /a zustala konstantni, takze

k(z,t) = %p (%) (4.2)

'Rovnéz to neplati pti ptisoben{ disipativnich sil (tfenf).

47
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Pro urceni hustoty potencialni energie vyjdeme z potencidlni energie U, 11, kterou
ziskd pruzinka spojujici sousedni hmotné body n, n+1 fetizku pti vychyleni z rovnovazné
polohy. Pti natazeni z pocatecni délky a na konecnou délku [ bude

!
1 1
s == iy = ) =Sty
takze potencialni energie useku < z, z + dz > bude rovna

Epot(z,2 +dz) = % > K(Yng1 — ). (4.3)

z<na<z+dz

Levou stranu (4.3) lze vyjadiit pomoci hustoty potencidlni energie u(z,t). Na pravé
strané ve spojité limité a — 0, K — oo, aby sila napinajici strunu 7' = Ka zustala
konstantni. Soucasné nahradime ve vSech s¢itancich

¢n+1 <t> - %(t) . 3"¢
a - &(th)a

takze prfi poctu dz/a scitancu
1 _dz [ oY 2
u(z,t)dz §K— (a—(z,t))

a v limité a — 0 dostaneme

u(z 1) = %T (a—¢>2. (4.4)

Celkové energie na jednotku délky — hustota energie £(z,t) — je souctem k + u,

o= (2) 2o (2). as

Dovoluje v kazdém okamziku t zapsat energii vlnéni zvoleného tseku struny < a,b >
jako integral

b

Beapa(t) = [ 2(z. )z, (4.6)
ktery se obecné méni s casem. Tyto zmény energie v intervalu < a,b > jsou nutné
kompenzovany tokem energie pres hranice intervalu < a,b >. K vyjadreni toku energie
uvazujme dvojici bodu n, n + 1 a zkoumejme, jak velka energie se pii vlnéni prendsi
za 1 sekundu z bodu n na bod n + 1. Tento vykon kona sila, kterou n-ty bod ptsobi
na bod n + 1. Podle obr. 1.7 a 1.11 je rovna

By, = —|Fy|sin(0y) = —T tan(ty) = 7L =¥ - _Tg_?/{
a z
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Vykon, ktery tato sila kond na bodu n + 1, dostaneme vynasobenim rychlosti gbnﬂ =

oY /ot -

_povou

S:(2,1) = 82 ot

(4.7)

Veli¢ina S, o rozméru Js—! (watt) predstavuje tok energie mistem z ve sméru +z.
Protoze méa charakter vektorové veli¢iny, zavadime vektor toku energie

B aw o,

kde zg je jednotkovy vektor ve sméru osy z.
Abychom vyjadrili bilanci energie v daném intervalu < a,b >, zapiSeme ubytek
energie (4.6) za jednotku casu

i@ ad ==/ Parae T os io-

B[O / l WOy oY Py (4.9)

a

Jestlize v prvnim ¢lenu integrandu vyjadiime 91 /9t* pomoci vinové rovnice, dostaneme
po snadné upraveé

b
dE > 9 Y O
— — = | —|-T— dz = S,(b) — S,(a). 4.10
/ 02\ 0z 0t (b) = 5:(a) (4.10)
Jako dusledek pohybové rovnice jsme tedy obdrzeli zakon zachovani energie v in-
tegralnim tvaru.
Cviéeni: Odvod'te diferencidlni tvar zdkona zachovani energie, ktery mé formu
jednorozmeérné rovnice kontinuity pro energii

% N S,
ot 0z

Zapamatujte si, ze energetické veliciny x, u, €, S jsou kvadratické ve vychylkach .
Pro vychylku ¢ vime, ze plati princip superpozice, ktery plyne z linearity vinové rovnice:
jsou-li ¢y, 19 TeSeni vlnové rovnice, pak i jejich soucet 1) = 1 +1)5 je feSenim. Z hlediska
vzniku vInéni na struné muzeme predpokldadat, ze viny 1; resp. ¥ jsou buzeny silami
Fi(t) resp. F»(t) pusobicimi na pocatku polonekoneéné struny. Pii skladéni vinéni se
aditivné skladaji i derivace

o0 _ou o 0 _on | ov,
ot ot ot’ 0z 0z 0z

Pro kvadratické veli¢iny to ovsem neplati, napf.

AN A A L0 0, (0 2 (0’
(E) —(ﬂ *(E) o o %(aﬁ *(W) |
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Pridavny interferencni clen vytvari dojem, ze vznika dalSi energie, nebo se ztraci.
Z hlediska buzeni vlny v souctem sil F(t) = Fi(t) + Fy(t) vsak tento paradox mizi:
vykon dodavany na strunu

9y
ot

(0,t) = (F1 + F) <% +%> # Fl% +F28;i2

P(t) = F(0)5 =

neni roven souctu vykonu sil Fy, Fy !

Poznamka k terminologii: Vyraz amplituda jsme pouzili pro oznaceni kladné
konstanty A v harmonické vlné. V §irsim smyslu se casto pouziva k oznaceni velic¢iny
linearni v ¢. Vyraz intenzita se pak v tomto SirSim smyslu pouziva pro veli¢iny, které
jsou kvadratické v 1) nebo v derivacich 9. ( V uzsim smyslu intenzita znamend ¢asovou
stfedni hodnotu toku energie v postupné viné.)

Amplitudy vyhovuji principu superpozice, intenzity nikoliv.

4.2 Energetické poméry v postupné viné

Energetické velic¢iny v postupné viné a jejich vzdjemny vztah. Casové a pro-
storové stredni hodnoty pro harmonické postupné viny.

V postupné viné ¢(z,t) = F(z — vt), kterd se $ifi po struné ve sméru +z, plati
specialni vztah mezi derivacemi

_ oy _ o
=F'(z—vt) = = Vo (4.11)

oy
ot

o

= —vF'(z — vt), 5
z

V dusledku vztahu (4.11) dostavame rovnost hustoty kinetické a hustoty potencidlni
energie v libovolném misté a case

_1 av\® 1 0\ _ 1. (94
a) “a\7ve:) T2l e:) T

£ = 2K = 2u. (4.12)

takze

Tok energie 1ze pak jednoduse zapsat

0000 L0v (o AW

Posledni vztah muzeme interpretovat podle obr. 4.1: za ¢as At bodem z projde energie
z vysrafované oblasti evAt, tedy za jednotku casu ev.

Zavedené energetické veliciny k, u, S, budeme ilustrovat na harmonické postupné
vine

W(z,t) = Acos (wt — kz + «).
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e(z,t)

\VAVS z

e(z,t+At)

z \VAVS z

Obrazek 4.1: Prenos energie v postupné viné

Intenzity
1
K(z,t) = apw2A2 sin? (wt — kz + a),
1
u(z,t) = iTk:zA2 sin? (wt — kz + a),

S.(z,t) = TkwA?sin® (wt — kz + a)
(4.14)

jsou véechny imérné kvadratu A%sin? (wt — kz + ).

V praxi, vzhledem k vysokym frekvencim, obvykle méfime stfedni hodnoty téchto
veli¢in. V daném misté pak uréujeme Gasovou stredni hodnotu. Casové stiedni hodnota
integrabilni funkce f(¢) v intervalu ¢; <t < t, je definovéna integralem

1
ty — 11

< f(t) >= /f(t)dt.

Pro periodicky déj f(t+T) = f(t) se stfedni hodnota poc¢itd pres interval o délce jedné

periody 7"
1 to+T
< f(t) 1=~ / F(t)dt. (4.15)

to

Pro harmonické kmity jsou uzitecné vzorce (odvod'te!)

1
< cos (Wt +a) >r=0, < cos®(wt+a)>r= 5 (4.16)
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a analogické vzorce pro sinus. Odtud ihned plyne:

Casové stredni hodnoty intenzit pro harmonické postupné viny nezdvisi na
z, t a jsou rovny poloviné jejich maximdlnich hodnot.

Cviceni: Definujte prostorové stredni hodnoty a odvod'te vzorce analogické (4.16)

1
<cos(kz+B)>\=0, <cos®(kz+ 3 >\= 3"



Kapitola 5

Odraz vin

5.1 Korektni zakonceni struny

Zakonceni viskoznim tlumicem. Charakteristickd impedance.

V mnoha praktickych situacich pozadujeme, aby prostfedim postupovaly signaly
pouze jednim smérem, tj. aby nevznikaly odrazy. Namatkou uved me vedeni televizniho
signalu koaxidlnim kabelem od antény k pfijimaci nebo snimani zvuku v nahravacim
studiu. Na struné takovy pozadavek znamend, ze na pocatku rozkmitavana struna
je na svém konci opatifena mechanickym zafizenim, které presné napodobuje dalsi
pokracovani struny. Takové zaiizeni budeme nazyvat korektni zakoncend.

Z hlediska energie musi korektni zakonéeni iplné pohltit energii dopadajici postupné
vlny, aniz vznikne vlna odrazena. Bude tedy tlumicem a silu F},, kterou ma pusobit na
strunu, si odvodime ze sily Fy, = T(0¢/0z) znamé z odvozeni vinové rovnice, oddil
1.2, obr. 1.7. Vzpomenme si, ze Fy, je pricna sila, kterou pusobi pokracovani struny
na strunu v bodé zy. Podle definice musi korektni zakonceni (simulujici pokrac¢ovani
struny) pusobit na strunu pticnou silou F, rovnou Fj, , jestlize na zakonceni dopada
postupnd vlna typu ¥(z, t) = F(z — vt). Pomoci vzorce (4.11) pak muzeme psit

O L0y v 00
b=T, =105 = mat_ ot

Sila F, je tedy sila viskozniho tlumens, Gmérnd rychlosti s konstantou imeérnosti, tzv.
zatézovaci impedanci, rovnou charakteristické impedanci struny Z = \/To. Zaiizen,
které ma realizovat korektni zakonceni v misté z, = 0, musi tedy pusobit na strunu
pri¢nou silou
o dx
F,=-7 BT (0, t) = Zdt (1) (5.1)
kde z(t) = ¥(0, t) je vychylka tlumice v case t.

Je-li struna korektné zakoncena, nemuzeme vyslanim pulsu urcit délku struny,
protoze zadny puls se nevraci odrazen. Stejny efekt nastavd, i kdyz je tlumic¢ piimo
napojen na zdroj pulsi. Odtud plyne, ze na zdroj postupnych vln emitujici na nekone¢nou
nebo korektné zakoncenou strunu pusobi od struny sila reakce, kterd je stejna, jako
kdyby byl zdroj pfimo napojen na viskézni tlumic (5.1).
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5.2 0Odraz na nekorektnim zakonceni

Koeficient odrazu na zakonceni struny viskoznim tlumicem.
Odrazivost. Prizpusobent.

Mé¢jme strunu napjatou podél zaporné osy z, —oo < 2z < 0 a v bodé z = 0 za-
kon¢enou viskéznim tlumicem F, = —Zs& o zatéZovaci impedanci Zy . Struna s me-
chanickymi parametry 7', ¢ ma vlnové parametry

= %, Z=\/To.

Pro nekorektni zakonceni Zs # Z musime vedle dopadajici harmonické postupné viny
Vaop(2, t) = Acos(wt — kz)
uvazovat jako teSeni vinové rovnice i odraZenou harmonickou postupnou vinu
Yoar(z, t) = RAcos(wt + kz) .

V ustéleném stavu dopadajici vina pohybuje zakoncenim s tihlovou frekvenci w, x(t) =
A coswt. Zakonceni jednak pohlcuje ¢ast energie vlny, jednak budi zeslabenou odrazenou
vlnu o stejné frekvenci. Prislusny koeficient odrazu R urcime z okrajové podminky v

misté z =0
oY o

~T5(0, 1) = - (-Zga(o, t)) : (5.2)

jez vyjadiuje zdkon akce a reakce pro pricné sily, jimiz pusobi struna na zakonceni a
zakonceni na strunu. Vysledna vlna na struné je pak takovou superpozici

V(z, t) = Yagp + Yoar = Acos(wt — kz) + RA cos(wt + kz) , (5.3)

jez navic spliiuje okrajovou podminku (5.2). Dosazeni (5.3) do (5.2) dava
—TkA(1 — R)sinwt = ZowA(—1 — R) sinwt

pro vsechna t, odkud
_Tk)—ZQ(.U . Z—Z2
C Tk+Zw Z+Zy
kde jsme s pouzili Tk = Tw/v = Zw. Vsimnéte si, ze koeficient odrazu pii hodnotach
0 < Zy < 400 nabyva hodnot v intervalu —1 < R < 1. Protoze nezavisi na w,
kazda Fourierova komponenta se odrazi se stejnym R a tvar pulsu se odrazem neméni.
Rozlisujeme tii dulezité specialni pripady:

R (5.4)

Z2 R
0 | +1 | volny konec (5.5)
Z 0 | korektni zakoncéeni '
+00 | -1 | pevny konec !

!Zmeénu znameni vychylky na pevném konci lze ekvivalentné vyjadiit zménou faze o 180°
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Pti korektnim zakonceni tlumic¢ pohlti veskery dopadajici tok energie, pfi pevném a
volném konci naopak tlumic¢ neabsorbuje zaddnou energii (pfi pevném konci je &(t) = 0,
pii volném F,(t) = 0) a veskerou energii odnasi odrazena vlna. Veli¢ina, kterd urcuje
podil odrazeného toku energie, je odrazivost R = R* € (0, 1) .

Cviceni. Ukazte, ze vlnu (5.3) lze psat ve tvaru

¥(z,t) = (1 — R)Asinkz cos <wt - g) + (14 R)Acos kz coswt

dvou stojatych vIn, z nichz prvni ma v bodé z = 0 uzel, druhd kmitnu. Diskutujte
specialni pripady R = +1!

5.3 Vlna na rozhrani dvou transparentnich prostredi

Formulace tilohy pro strunu: vina dopadagict, odraZend a prosla. Podminky
na rozhrani. Koeficienty odrazu a prostupnosti pro amplitudu; odrazivost a
transmaitivita.

Uvazujme jednorozmérny model ostrého rozhrani mezi dvéma prostfedimi. Necht
dvé struny natazené podél osy z jsou spojeny v bodé z = 0 a spojovaci bod se muze
pohybovat jen v pricném sméru:

struna 1 struna 2
—oc0<z<0 0<z<+0
Ty, o Ty, 02
1T} 1T
U1 = 9—17 Zy = \/T1@1 Vg = 9—27 Ly = \/T2Q2
1 2
32@01 _ 1)2 52% 02% _ 1)2 a2¢2
ot? ! 023 ot? 2 023

V 1loze na odraz a pruchod vIn rozhranim predpokladame, ze po struné 1 dopadd
harmonickd postupnd vlna (feseni vlnové rovnice 1)

VYaop(2, t) = Acos(wt — k12), ki = w

(%1

Kmity rozhrani budi vlnu odraZenou s koeficientem odrazu pro amplitudu Ry,
Yoar(z, t) = RigAcos(wt + ki 2)

a vinu proslou na strunu 2 (feseni vlnové rovnice 2)

Pa(z, t) = TigAcos(wt — koz), ky = —, (5.6)

w
)
kde T\5 se nazyva koeficient prostupnosti pro amplitudu. Na struné 1 méame proto v
ustaleném stavu feSeni vinové rovnice 1, ¥ = Ygop + Yoqr v Oblasti —oo < z <0,

U1(z, t) = Acos(wt — k12) + RigA cos(wt + k1 2). (5.7)

Toto feSeni je tfeba ‘sesit’ v bodé z = 0 s fesenim (5.6) vlnové rovnice 2 v oblasti
0 < z < 400. K tomu musime zformulovat podminky na rozhrani z = 0:
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1. spojitost vychylek

(0, t) = 1o(0, 1) . (5.8)
pro vSechna t (a diferencovatelnost podle casu) implikuje téZ spojitost rychlosti
I s
0,1 0,1t 5.9
S0, = 20, 1), (59)

2. zékon akce a reakce pro piicné sily na rozhrani (—Fy, = Fy,)

31/11
(9

Oy

UL

(0, t) (5.10)

pro vSechna t pripousti skok derivace 0v/0z pii Ty # Ts.

Progld vlna (5.6) se snadno uréi z podminky spojitosti: kmity poc¢atku struny 2
w2<0, t) = ¢1<O, t) = (1 + Rm)ACOSWt

budi na intervalu 0 < z < 400 proslou harmonickou postupnou vinu

oz, t) =1y <O, t— i) = (1 + Ry2)Acos(wt — ks2)

(%

s koeficientem prostupnosti

Tis =14+ Ry |. (5.11)
Pro nalezeni koeficientu odrazu prepisme pravou stranu podminky (5.10) pomoci
vztahu
Oby _ 19
0z vy Ot
ktery plati pro vlnu postupujici ve sméru +z. Ziskany vztah
Oy 15 0o (5.9) Oy
Ti—(0,t)=———=(0,t) = —Z 0, t
102(7) /Ugat(’) 2at(7)

mé stejny tvar jako podminka nekorektniho zakonceni (5.2) a tudiz vede postupem
oddilu 5.2 na koeficient odrazu

(5.12)

Intervalu hodnot —1 < Rj3 < 1 odpovida podle (5.11) interval ptipustnych hodnot
koeficientu prostupnosti 0 < 715 < 2. Vlna tedy prochazi vzdy se stejnym znaménkem.
Energetické veliciny se odrazeji s odrazivosti Riz = R3, a prochédzeji rozhranim s trans-
mitivitou T = T = (1 + Rya)?.

Cviéeni. Dosad'te viny (5.6), (5.7) do podminek na rozhrani (5.8), (5.10). Regenim
ziskanych vztahu odvod'te (5.11), (5.12)!
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i(z,t) i(z,t)-Ai(z,t)
Ve 7/
u(zt) u(z,t)-Au(z,t)
Ve 7/
z zZ+Az

Obrazek 5.1: Napéti u a proud ¢ na homogennim vedeni

RAz LAz

_IZI_NYY\

R'Az — Caz

Obrazek 5.2: Ndhradni obvod dseku vedeni (z, z + Az) (misto R ma byt G)

5.4 Napétfové a proudové viny na homogennim ve-
deni

Homogenni vedeni (Lecherovy drdty). Telegrafni rovnice a jejich teSend.
Odraz na zatéZovaci impedanci.

Homogenni vedeni jsou dva dlouhé ptimé rovnobézné vodice zapusténé v prostiedi
o dielektrické permitivité ¢ a magnetické permeabilité u, obr. (5.1)
Vedeni ma spojité rozlozené parametry vztazené na jednotku délky:

odpor R [€2/m]
indukénost L [H/m]
kapacitu C [F/m]
svod G =1/R’ [S/m]

Usek vedenf (z, z+ Az) bude tedy mit odpor RAz, indukénost LAz, kapacitu CAz a
svod GAz. (Néhradni obvod je na obr.5.2, kde misto R'Az mé byt GAz.)
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Podle obr. 5.1 a 5.2 muzeme psat rovnice pro ubytek napéti —Awu a ibytek proudu
—A17 na tseku délky Az ‘
, iz, t)
— Au(z, t) = Az | Ri(z, t) + LT :

0 t
— Ai(z, t) = Az <Gu(z, t) + C%) :
Podily Au/Az a Ai/Az pii pevném t definuji v limité Az — 0 parcidlni derivace
Ou/0z a 010z, takze dostavame telegrafni rovnice

ou 01

01 ou

Jejich feseni udéva prubéh napéti u(z, t) a proudu i(z, t) podél vedeni v zavislosti na
case.

Zabyvejme se nejprve specialnim ptipadem, kdy je v rovnicich (5.13), (5.14) mozno
zanedbat disipativni ¢leny
ou

, |Gu] < ‘CE : (5.15)

i
. 19
|Ri| < ‘ 5

Takové poméry vznikaji na vedeni typicky pti velmi vysokych frekvencich. Predpoklada-
me-li totiz harmonickou ¢asovou zéavislost (Fourierovu slozku) v komplexnim tvaru,

j:\/_la

u(z, t) = U(2)e?", i(z, t) = I(2)e’", (5.16)
1ze nerovnosti (5.15) ekvivalentné zapsat
R<wlL, G < wC. (5.17)

Za téchto podminek se z telegrafnich rovnic

ou B 01 01 ou

— = LE’ —5. = CE (5.18)
snadno odvodi vinové rovnice?
0%u 9%u 0% 0%
— = LC— —=LC— 5.19
022 ot?’ 022 o2’ ( )

které popisuji sifeni netlumenych vin u(z, t), i(z, t) s fdzovou rychlosti v = 1/ LC.
Piiklad. Pro dva nekonecéné dlouhé piimé vodice (Lecherovy draty) o poloméru a
a vzdalenosti D povrchu v prostiedi e, p plati vzorce

€ D+a

C:@, L:4/L111

2Prvni rovnici zderivujeme podle z a pouzijeme druhou rovnici
2 2 ; 2
022 020t ot \ 0z ot?

Analogicky se ziskd stejnd vlnové rovnice pro i(z, t).
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atedy LC = eu. Vidime, ze fdzova rychlost napéfovych a proudovych vin na Lecherovych
dratech

se presné shoduje s fazovou rychlosti elektromagnetickych vin v prostiedi e, u. Muzeme
tedy tici:
Viny u(z, t), i(z, t) jsou pouze projevem Siteni elektromagnetické viny, kterd

postupugje podél vedens.

Vratme se k telegrafnim rovnicim (5.13), (5.14) zahrnujicim disipativn{ ¢leny a zkou-
mejme jejich feSeni s harmonickou ¢asovou zavislosti (5.16). Po dosazeni (5.16) do
(5.13), (5.14) dostaneme soustavu dvou oby¢ejnych diferencidlnich rovnic

-U'(z) = (R+jwlL)I(z), (5.21)
~I'(z) = (G+jwCU(z), (5.22)

z nichz vylouc¢enim /(z)
~U"(2) = (R4 JwL)T'(2) = —(R+ jwL)(G + jwC)U(2)
plyne
U’ —~*U =0, (5.23)

kde
v = (R + jwL)(G + jwC). (5.24)

Pti nenulovych R, G zvolime za  komplexni odmocninu v = S+ jk, 8 > 0, k > 0 (pro
R=G=0jef=0,v=jk=jw/v=jwV/LC). Charakteristickd rovnice pro (5.23),

A —~% = 0, m4 komplexni kofeny \; o = £, takze obecné Fesen{ rovnice (5.23) je
U(z) = A1e” + Aye™ 7. (5.25)

Dosazenim do (5.16) zjistime, ze dva ¢éleny (5.25) odpovidaji harmonickym tlumenym
vlndm, které postupuji (a exponencidlné se tlumi) ve smérech —z a +z:

u(z, t) = APl Witka) 1 A e Pzei(wizha) (5.26)
Piislusnd proudova vlna se uréi pomoci rovnice (5.21)

_U/(Z)ejwt _ l

L L= Z (—Arefed @) 1 gpemBrel@i=h)) (5.27)

Zde jsme definovali charakteristickou impedanci vedeni

g R+ jwL
VG +jwC

fyzikalné jako pomeér napéti a proudu pro vinu postupujici ve sméru +z.
Na zaveér odvodime koeficienty odrazu Ry, R; pro napéti a proud, je-li na vedeni
—o0 < z < 0 v misté z = 0 pfipojena zatéZovaci impedance Zs. Nejdiive uréime
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integracni konstanty Ay, Ay z podminek U(0) = A; + As, Z1(0) = —A; + Ay na konci
vedeni: ] )
Av= 5 (U(0) = 21(0), Az = S(U(0) + Z1(0)).

Vzhledem k tomu, Ze na zatézovaci impedanci plati U(0) = Z»1(0), viny budou mit
vysledny tvar

1(0 , |

u(z, t) = % [(ZQ _ Z)eﬁzej(wt+kz) + (22 + Z)e_ﬁze](w_kz)} :
1(0 , A

i(z, t) = % [_(ZZ _ Z)eﬂzej(thrkz) + (22 + Z)e—ﬁze](wt—kz)] .

Prvni ¢leny predstavuji viny odrazené uogy, toqr, druhé cleny viny dopadajici wgop, Zdop-
Koeficienty odrazu Ry, Ry pak definujeme jako pomery g, (0, t)/Udop(0, ), todr/idop(0, t)
v bodé z = 0 (vzhledem k tlumeni):

-2

— — _R;.
o+ 7 !

U

Cviceni. Diskutujte ptipady Zy = Z (korektni zakonceni), Zy = 0 (vedeni nakratko)
a Zy — oo (vedeni naprazdno)! Srovnejte s analogickymi situacemi na struné. Co na-
stane pii Zy = Zel*?



Kapitola 6

Elektromagnetické viny

6.1 Rovinné elektromagnetické viny

Mazxwellovy rovnice v prostredi. VIinové rovnice. Rovinna elektromagnetickad
vina jako Teseni Mazwellovijch rovnic v prazdném prostreds.

V této kapitole shrneme zakladni poznatky o elektromagnetickych vlnach, které
budeme potiebovat pro vyklad optiky — nauky o svétle. Dnes je znamo, ze elek-
tromagnetické jevy tvori zaklad veskeré makroskopické fyziky a ucastni se vétSiny
mikroskopickych (atoméarnich, jadernych) procesu. Specidlné jsou podstatou optiky a
to nejen v oblasti viditelného svétla.

Fundamentalni elektromagneticka interakce mezi nabitymi hmotnymi ¢asticemi se
iidi Maxwellovymi rovnicemi, které popisuji buzeni elektromagnetického pole
E(r,t), B(r,t) danou hustotou ndboje p(r,t) a proudovou hustotou j (7, t). Zapiseme
je v linedrnim, mékkém prostiedi s konstantni dielektrickou permitivitou € a magnet-
ickou permeabilitou pu:

B
rotF + aﬁ—t =0, divB =0,

divEk = l—), rotB — 5u8£ = uj.
€ ot
Pusobeni elektromagnetického pole na nabité ¢astice je pak dano zakonem Lorentzovy
sily
F=Q(E+vxB).
Existence elektromagnetickych vin je pfimym dusledkem Maxwellovych rovnic.
Ukazme, ze z Maxwellovych rovnic v prdazdném prostoru, tj. v oblasti bez ziidel p = 0,

7 =0, 1ze odvodit vlnové rovnice pro pole E a B. K tomu sta¢i na rovnice pro rotE
zapusobit operdtorem rot a pouzit vzorec (odvod'te!)

rotrotE = graddivE —AFE .

S pouzitim ostatnich Maxwellovych rovnic se nam podaii vyloucit B,

0B 0 ’E
rotrotBB = —AE = —rotﬁ = —ErotB = —5;1@,
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takze
O’E
AE =¢cp——. 6.1
Sl (6.1)
Analogickym postupem lze vyloucit E s vysledkem
0’B
AB =c¢cp ETPR (6.2)

Z tohoto odvozeni soucasné vidime, ze elektromagnetické viny se v homogennim
prostiedi e, p §ifi s fazovou rychlosti

Elektromagnetické viny se mohou $ifit i vakuem, kde plati ¢ = 1/,/ggpg. V oddile 3.1
jsme definovali index lomu prostiedi

n= = Vel = \E
v

Pro pochopeni hlavnich vlastnosti elektromagnetickych vin si zkonstruujeme specialni
prostorové feseni Maxwellovych rovnic bez ztidel — rovinnou vinu postupujici ve sméru
osy z. Pole E, B tedy budou konstantni v rovinach kolmych k ose z,

E=E (z,t), B=B/(z,t).

7 Maxwellovych rovnic

B, . 9B,
divE = 5 0, divB = 9 = 0
0B, OE,
E = = —— B = =
(rotE), =0 5 (rotB), =0=c¢u Y

vidime, ze podélné slozky F,, B, nezavisi na z, ¢, jsou v prostoru i ¢ase konstantni a
tedy neodpovidaji siteni viny. Polozme proto

E.(2,t) =0, B,(z,t)=0

a zkoumejme zbyvajici Maxwellovy rovnice pro pricné slozky

_ 0E, 0B, 9B, _ 0E,
(otB)y = =57 = =7 (otB)e = =7 =enp
_0E, 0B, 9B, _ OE,
(I‘OtE)y = 62 = —W, (rotB)y = az =&u @t .

K velmi jednoduchému feSeni nyni dospéjeme za piedpokladu, ze E,(z,t) = 0. Pak
totiz 0B, /0z = 0B, /0t = 0, takze muzeme polozit B, = 0. Pro viny

E=(E,(2,1),0,0), B=(0,B,(z1),0)
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E,

T v
SaVasV/a

Obrazek 6.1: Harmonicka rovinna elektromagnetickd vina

nyni plati Maxwellovy rovnice

0E, 0B, 0B, _ OF,

0z ot o0z Mo

(6.3)

Vsimnéte si, ze maji matematicky stejny tvar jako telegrafni rovnice bez tlumeni (5.18).
Stejné jako v oddile 5.4 pak z (6.3) plynou vlnové rovnice
0*E, O*E, 0°B 0’B
= : Y =eu——2. (6.4)
022 ot? 0z? ot?
Vime, ze viny E,, B, postupujici v kladném smeéru osy z 1ze zapsat ve tvaru d’Alembertova
feseni rovnic (6.4)

E,(z,t) = Fg(z —vt), By(z,t) = Fg(z —vt).
Vztah mezi vlnami E,, B, uddvaji Maxwellovy rovnice (6.3), z nichz plyne
Fp(§) =vFp(§) = Fp(§) = vFp(§) + konst.,

kde ¢ = z — vt a integraéni konstantu pokladdme rovnou nule (odpovidala by opét
konstantnimu feseni). V rovinné viné postupujici ve sméru +z tedy plati

E.(z,t) =vB,(z,t), v=——.
y En

Je-li tato vlna harmonicka (monochromaticka),
E.(z,t) = Egcos (wt — kz + @), By(z,t) = Bycos (wt — kz + ¢),
plati
Ey=vBy >0, o=¢', w=uvk

(viz obr. 6.1).

Shrneme nyni odvozené vlastnosti rovinnych elektromagnetickych vin. Protoze ne-
jsou zavislé na volbé souradného systému, muzeme je zformulovat pro rovinnou vinu
postupujici v libovolném sméru s (|s|=1):
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(i) E(r,t) =Fg(s.r—vt), B(r,t)=Fg(s.r—ut);
(ii) E, B, s tvori v tomto poradi pravotocivy systém vzdjemné orto-
gondlnich vektori (vina je pricnd);

(iii) E =vB, kde v=1/,/ep.

Pole B (r,t) je tedy plné uréeno polem E (r ,t). Monochromatickd rovinna vlna
ma tvar

E(r,t)=Eqcos(wt—k-r+¢), B(r,t)=Bgcos(wt—k-r+¢), (6.5)

kde k= ks je vlnovy vektor, w = v |k|, |s|= 1 a vektorové amplitudy E o, B spliuji
vlastnosti (ii), (iii).

6.2 Energetické veliciny v rovinné elektromagneti-
cké viné

Hustota energie, hustota toku energie a hustota hybnosti v rovinné
elektromagnetické viné. Casové stredni hodnoty v monochromatické vine.
Tlak zdreni.

Elektromagnetické pole mé jako fyzikalni objekt energii, hybnost a moment hyb-
noti. Vzhledem ke kontinualnimu charakteru pole je jeho energeticky obsah popsan
hustotou energie w(r ,t) (jednotka Jm™3), jejiz objemovy integrdl [, wdV udava
okamzitou energii obsazenou v libovolné prostorové oblasti V.

Podle J. C. Maxwella je hustota energie elektromagnetického pole v nevodivém
prostiedi e, p dana kvadratickym vyrazem

1 1
wzi(E~D+H-B):§(5E2+/LH2).

Pfenos energie v prostoru popisuje hustota toku energie S (7 ,t), kterd je defi-
novana jako mnozstvi energie, jez za jednotku ¢asu projde jednotkovou plochou postavenou
kolmo na smér §ifeni energie pole (jednotka Jm™2s~! = W/m?). V ¢asové proménném
elektromagnetickém poli v prostredi €, 4 je ddna Poyntingovym vektorem

S=F xH .

Pro hustotu hybnosti elektromagnetického pole ve vakuu plati vzorec

g:DxB:esO,uoExH:§

2’

Vsimnéte si, ze vSechny uvedené vyrazy pro energetické veli¢iny jsou kvadratické v
polich. Upravme je pro piipad rovinné elektromagnetické viny. Vztah (iii) z oddilu 6.1
lze ekvivalentné zapsat

E=vB <= EE= /uH. (6.6)
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vdt

dy,

df

R7 z
dx|
BV /"

y

Obréazek 6.2: Ke vztahu S = wwvs pro hustotu toku energie. Prendsi-li se energie viny
rychlosti v, projde plochou df = dxdy za cas dt energie wdV = wvdtdxdy. Hustota toku
energie S, je pak rovna energii, ktera projde za jednotku casu jednotkovou plochou, tj.
(wdV)/(dS dt) = wo.

Proto elektricka a magneticka ¢ast hustoty energie w jsou si v rovinné vlné rovny a
plati

w = eE?.

Vlastnosti (ii) a (iii) z oddilu 6.1 dovoluji zapsat

H= | sxE, (6.7)
1

takze Poyntinguv vektor v rovinné elektromagnetické viné je imérny hustoté energie

(viz obr. 6.2)
£ € o
S=,/"Ex(sxE)=, |—FE"s,
7 7

S = wwvs. (6.8)

Kone¢né hustota hybnosti (ve vakuu)

w
—S.
C

S
g:g:

V monochromatické rovinné viné (6.5) nds vzhledem k vysokym frekvencim
zajimaji casové sttedni hodnoty pres jednu periodu T = 27 /w:

1
<w>r=¢c < E? >p= 5533,

1 Je
<8 >r=<w>rvs=—,|—Egs,
2\ p



66 KAPITOLA 6. ELEKTROMAGNETICKE VLNY

S av 1m’

- cadt

Obrazek 6.3: K odvozeni tlaku zafeni.

- < 52>T _<w >Ts.
c c

Skutecnost, ze rovinna elektromagneticka vlna m&a nenulovou hustotu hybnosti,
privedla v r. 1873 J. C. Maxwella k odvozeni tlaku zareni. Abychom odvodili velikost
tlaku zareni, predpokladejme, ze rovinna elektromagneticka vlna ve vakuu dopada
kolmo na dokonale absorbujici (¢erny) rovinny povrch masivniho télesa (obr. 6.3).
Zaieni ve valcovém objemu o prifezu 1 m? a vysce ¢ dt bude absorbovéno plochou 1
m? povrchu télesa za ¢as dt. To znamend, ze z tohoto objemu téleso pievezme za Gas
dt hybnost pole

dG = gdV = Yseat.
c

Z mechaniky vime, ze ¢asova zména hybnosti dG /dt udava silu, v nasem piipadé
pusobici kolmo na jednotku plochy povrchu télesa. Jeji normalova slozka predstavuje
hledany tlak :

tlak zdreni = w.

Tlak zareni je ciselné roven hustoté energie zdreni.

Poznamka. Odrazi-li povrch télesa kolmo dopadajici rovinnou elektromagnetickou
vlnu s koeficientem odrazu pro amplitudu R¥, bude mit pole odrazené viny hustotu

2
hybnosti opa¢ného sméru Rg, kde R = (RE ) je odrazivost povrchu. Protoze celkova
zména hybnosti télesa je nyni

dG = (g+Rg)dV,

dostavame vzorec

tlak zdreni = (1 + R)w.
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Experimentdlné byl Maxwelluv vzorec pro tlak svazku svétla potvrzen teprve v
pracich [17], [18] z roku 1901. Samoziejmé je pozorovana ¢asova stiedni hodnota

<tlak zdreni >r=(1+R) < w >r .

Tlak zareni ¢astecné ovliviiuje tvar komet. Protoze je dulezitou velicinou v termody-
namice zareni, nelze ho pominout napt. pii studiu vnitini dynamiky hvézd.

6.3 Elektromagnetické viny na rozhrani

Fazova rychlost a charakteristicka impedance. Dopadajici, odraZend a prosla
vina. Koeficient odrazu a propustnosti pro kolmy dopad.

Zakladnimi vlnovymi parametry homogenniho prostiedi jsou fazova rychlost v a
charakteristickd impedance Z. Na struné byly dany vztahy v = /T/p, Z = \/Tp, na

homogennim vedeni bez tlumeni v = 1/v/LC, Z = /L/C.. Pro elektromagnetické viny
jsme vidéli, ze v = ¢/n = 1/,/eu. Charakteristickou impedanci (vlnovy odpor)
prostiedi €, p budeme definovat podobné jako u homogenniho vedeni — jako pomeér
velikosti intenzit elektrického a magnetického pole pro vinu postupujici v daném sméru
s. Ze vztahu (6.6) ihned vyplyva, ze charakteristickd impedance prostiedi je rovna

E L
Z:-:\/:
H €

Hodnoty gy = 8,854.1072AsV"tm™L, g = (goc®)™! = 47.107"VsA~tm~! davaji pro
charakteristickou impedanci vakua hodnotu

Zo = [ = 3770,
€0

kterou si lze pamatovat jako 1207 ohmu.

Uloha na kolmy dopad rovinné elektromagnetické viny na rozhrani dvou homogennich
prostiedi £1, pq1 a €9, s je jednorozmérnym problémem, ktery jsme jiz fesili pro strunu a
pro homogenni vedeni v oddilech 5.3 a 5.4. V prostiedi €1, p; je dopadajici a odrazena
vlna, v prostiedi €5, yp vlna progld. Amplitudy téchto vin Ey, REEy a TEE, jsou
urceny koeficienty odrazu RE, a prostupnosti 7. Z podminek spojitosti na rozhranf
(podrobné viz [5], kap. 9) plyne

T =1+ Rf,, T =1+R}

apro RE, RE stejné vztahy jako u homogenniho vedeni (kde bylo Ry = (Zy—Z)/(Za+
Z) = —RI)Z

12 ZQ + Zl 12
Vzhledem k tomu, ze v optice obvykle py, = 1 = po,., pouzivime posledni vztah

nejcastéji ve tvaru

H2 K1
RE _ V= er . N1 — Ny
12 — - 9
5—22—{— /‘:—11 n1+n2
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kde n; = /g1, ny = /g2, jsou indexy lomu obou prostiedi.

Poznamka. V tlohach na urceni interferenc¢nich maxim a minim pii odrazu monochro-
matického svétla na tenkych vrstvéch se skladaji amplitudy. Proto je nutno vzit v ivahu
i znameni koeficientu odrazu: je-li zdporné (pii n; < ny), nahradi se zména znameni
harmonické vlny pri odrazu ekvivalentnim posunem faze o = (180°) !

6.4 Elektromagneticka vlna vyzarovana elektrickym
dipdélem

Vlastnosti zareni kmitagiciho elektrického dipolu. Srovndni s rovinnou
vinou. Poyntinguv vektor, intenzita zdreni, vyzarovaci diagram,
celkovy vyzarovany vykon.

Obvyklé zdroje svétla jsou soustavy atomu (molekul), které jsou energeticky buzeny
ruznymi fyzikalnimi nebo chemickymi zpusoby a v jejich dusledku vyzaruji elektromag-
netické vlny. Nejjednodussim klasickym modelem vyzarovani je feseni Maxwellovych
rovnic, jehoz zdrojem je ¢asové proménny elektricky dipdl (tzv. kratky dipdl, [5], kap.
9). S kmitajicimi dip6ly p (t) = er (t) jsme se jiz setkali v oddile 3.1 pii aplikaci kla-
sického Thomsonova modelu atomu k vysvétleni disperze svétla v latkach vynucenymi
kmity elektronu v atomech.

V tomto oddile uvedeme tvar elektromagnetické viny v nevodivém prostiedi e, u
ve velké vzddlenosti r od elektrického dipélu umisténého v pocatku O a kmitajiciho
podle predepsané ¢asové zavislosti p=p (t), specidlné pak p=pgcoswt. Na obr 6.4 jsou
vyobrazeny vektory E (r,t), H (r,t) v soufadném systému, jehoz osa z miii ve sméru
Po - Jsou dany vzorci ([5])

po(t—"
E(r,t) = —%, H = %7’0 < E, (6.9)
kde p’ je kolmou slozkou v rozkladu vektoru p = (p-ro)ro+p 1 na slozku rovnobéznou
s vektorem ro =7 /r a slozku kolmou k 7o . K vyzarovani elektrického dip6lu
p(t) = er (t) tedy dochazi pouze tehdy, kdyz se ndboj pohybuje zrychlené, # # 0 !

Z toho, ze faze viny (6.9) je ddna retardovanym ¢asem t—(r/v), je patrné, ze se jedna
o vinu sférickou, jejiz vinoplochy (2.29) jsou kulové plochy se sttedem v pocatku. Vzorce
(6.9) dale ukazuji, ze vlna je pricnd vzhledem ke sméru ro a ze jeji amplituda klesa
neprimo umérné vzddalenosti r. Porovnanim s vlastnostmi rovinné elektromagnetické
viny v oddilu 6.1 (viz téz vztahy (6.6), (6.7) v oddile 6.4) zjistime, ze vektory E, H ,
ro rovnéz tvori v tomto potradi pravotocivy systém vzdjemné ortogondlnich vektoru a
pro velikosti £, H rovnéz plati (6.6).!

Okamzita hustota toku energie elektrického dipélového zateni v misté r je podle
(6.8) vektor mitici ve sméru ro =r /r

S (r,t) =E xH = wourg,

IProtoze kulovou plochu lze pro velkd r aproximovat jeji teénou rovinou, ddva model zafeni dipSlu
moznost priblizné realizace rovinné viny (s =rg ) alesponn v malé oblasti te¢né roviny. Pro odhad
velikosti této oblasti viz [1], pt. 5.11.
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V4
/ g
H
v/r
/ E
X 0 ‘P ro
\\w
Obrazek 6.4: Elektrické dipélové zateni

1¥=90°

-
N~ _ - 120°

* 150°

Obréazek 6.5: Vyzafovaci diagram elektrického dipélu (plnd Géra). Cérkovand kruznice
je grafem funkce sin ¢.
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kde w = eE?. Ve sférickych souradnicich podle obr. 6.4 plati |p | = w?py sin ¥ cos wt,
takze okamzita velikost hustoty toku energie je rovna
wip?  sin?9

|S(r,t)| = cE% = Tor2esd 12 cos®(wt — kr).

Jeji ¢asovou stfedni hodnotu obvykle nazyvame intenzitou zareni

wip?  sin®
Z(r,9,p)=|<8S(r,t)>r|= P
Vidime, ze klesd se ctvercem vzdélenosti r a nezavisi na dhlu ¢. Jeji zavislost na
thlu ¥ zakreslujeme do vyzarovaciho diagramu elektrického dipélu (obr. 6.5):
hodnotu sin? ¥ vynasime na polopifmku svirajici tihel ¢ s osou z. Maximum intenzity
je v kolmém smeéru k dipélu (9 = 7/2), ve sméru dipélu je intenzita nulova !

To, ze vzorce (6.9) skutecné popisuji elektromagnetické pole zétreni, které od zdroje
unasi energii nenavratné pryc, zjistime vypoctem celkové energie, kterd za jednotku
casu projde sférou o poloméru r. Tento celkovy vyzarovany vykon je roven plosnému
integralu pres tuto sféru z Poyntingova vektoru S,

P(t) = /S(r,t) - df.

Ve sférickych soufadnicich je d f =rqr? sin 9dddyp, takze po dosazeni za S a jednoduchych
integracich ptes v €< 0,7 > a ¢ €< 0,27 > dostaneme okamzity celkovy vykon
w'pg

P(t) cos?(wt — kr).

" 6re0®
Jeho casova stfedni hodnota je konstantni, nezdvisi na poloméru sféry r :
4,2
w*p
< P(t) >p= ——.
(1) > 127ev?

Energie mezi riznymi poloméry se ani neztraci, ani nevznika. Pro docileni ustaleného
vyzarovani je ovSem nutno piislusny vykon zaricimu dip6lu neustale dodéavat.
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6.5 Rozdéleni elektromagnetickych vin

Pasma elektromagnetickijch vin podle vinovijch délek.

71

Podrobné tabulka ukazuje rozdéleni elektromagnetickych vin podle vilnovych délek.
Pouze velmi tizké pasmo — od fialové barvy 350 nm po ¢ervenou 750 nm — odpovida
viditelnému svétlu. Vsimnéte si v porovnani s vinovymi délkami velkého rozsahu frekven-
cf od 10* do 10%® Hz! Pro rentgenové zafeni (zafeni X) je typickou vlnovou délkou
A =1 A (angstrém) = 107'° m, pro zédfeni gama A = 1 X = 10~'% m.

v/3 A
(Hz) | (m)
10% 10%
10° 103 1 az 15 km dlouhé Elektro-
10° 102 200 az 700 m stfedn{ Rozhlasové | magnetické
107 10 2 az 100 m kratké, viny viny
10® 1 velmi kratké (v uzsim
10° 1071 0,1 az 2 m Hertzovy viny smyslu),
1010 1072 1 az 100 mm Mikrovlny radioviny
10M 1073
10*2 10~* 10 az 1000 pm Infracervené zéreni (tepelné salani)
101 1077
10t 10-° 0,75 az 10 pm Infracervend
109 1077 0,35 az 0,75 pm Viditelné svétlo Optické zaient
10'6 1078 0,35 az 0,014 pm Ultrafialové
10" 1077 10 az 100 A Meékké zareni X Zéteni X
108 1010 Tvrdé zateni X Rentgenové
10 10711 0,1az10 A Mekké zareni vy Zareni y
102 10712 0,001 az 0,1 A Tvrdé zareni ~ Zanikové
107 1071 1 az 100 X zateni
1022 10~ > 0,001 X Elektro-
Penetrantni zareni magneticka
slozka
10?3 1075 (ultragama) kosmického
zareni
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Kapitola 7

Polarizace

7.1 Popis polarizace monochromatické elektromag-
netické viny

Obecny tvar monochromatické viny. Polarizace linedrni, kruhovd a elipticka.
Komplexni zdpis.

V kapitole 6 jsme vidéli, ze vektory E, B v elektromagnetické rovinné viné jsou
vzajemné kolmé a tvofi se smérem §iteni s pravotocivou trojici vektoru. Proto fikame,
ze elektromagnetickd vlna je pricnd. V roviné kolmé ke sméru Sifeni ovSem existuji
dva nezavislé pricné smeéry, napi. urcené jednotkovymi vektory xg, y,; v této sou-
vislosti mluvime o dvou nezavislych polarizacnich stavech. Polarizacni stav viny staci
uddvat elektrickym vektorem E(7,t), nebot magneticky vektor B(r,t) je elektrickym
jednoznacné urcen.

Uvazujme postupnou vinu monochromatického svétla s danou ihlovou frekvenci w
ve vakuu nebo v homogennim nevodivém prostiedi ¢, p. Jak jsme se zminili v odstavci
6.4, 1ze napt. sférickou vlnu v dostateéné malé oblasti prostoru aproximovat rovinnou
vlnou. Takovou vInu s elektrickym vektorem

E(r,t) = Eqjcos (wt — k-7 + )

jsme si uvedli v odstavci 6.1, rovnice (6.5). Vzhledem k tomu, ze Maxwellovy rovnice
v prazdném prostoru jsou linedrni, bude obecnd monochromatickd rovinna vlna (pos-
tupujici napf. ve sméru osy z) dana superpozici vin harmonicky kmitajicich ve dvou
nezavislych smérech xg, y,:

E(z,t) = zoErcos(wt — kz + ¢1) + yoEacos(wt — kz + ¢3). (7.1)

Amplitudy F,, Es a fazové konstanty o1, ¢o jsou nezavislé konstanty; obé viny v
superpozici (7.1) maji stejnou tthlovou frekvenci w; z vlnové rovnice plyne

w = vk.

Pro ziskani predstavy o moznych polariza¢nich stavech staéi zkoumat vinu (7.1) v
pocatku O
E(0,t) = zoErcos(wt + ¢1) + yoEacos(wt + pa). (7.2)

73
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E (0,7)

l
)
I
=
~
=
~

~

x

E_ z

Obrézek 7.1: Casovy vyvoj vektoru E(0,t).

Podle obr. 7.1 casovy vyvoj vektoru E(0,t) vznika skldddnim harmonickych kmitu
ve dvou kolmych smérech

E.(0,t) = FEj cos(wt+ ¢1)
E5 cos (wt + ¢3)

o

—~
=
~
I

se stejnymi frekvencemi. Vektor E(0, t) proto opisuje Lissajousovu kiivku, jez je obecné
elipsou v roviné zy se sttedem v po¢atku.! Pifslusny polarizaéni stav nazyvame eliptickou
polarizaci.

Mezi polarizacnimi stavy svétla maji zvlastni dulezitost dva typy polarizace: polar-
izace linearni a kruhova.

Linearni polarizace odpovid4 situaci, kdy vektor E(0,t) kmita stéle ve stejném
sméru. Tento pripad lze charakterizovat hodnotami rozdilu fazovych konstant ¢ —ps =
0 nebo 7. Tehdy totiz podil

E,(0,1) Es

A L .
E.(0,t) B ®

'K dtkazu si staéf uvédomit, ze rovnice

E.(0,t) = E1 (coswt cos ¢y — sinwt sin 1)
E,(0,t) = Ey (coswt cos pg — sinwt sin ¢o)

(v pFipadé, Ze se nejednd o linedrni polarizaci) dovoluji vypocitat coswt, sinwt jako linedrni kombinace
E,, By

coswt = all, + bl
sinwt = cEy; + dE,.

Potom cos? wt +sin’ wt = (aE, +bE,)? + (cE, + dE,)? = 1 je rovnici kuzelosecky. Musf to byt elipsa
(nebo jeji degenerované pifpady), protoze E, a E, jsou omezené !
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Obrazek 7.2: Linearni polarizace (tgy = E»/E}).

zustava konstantni (viz obr. 7.2, 7.3). Vlny linearné polarizované ve smérech x, a y,
vystupovaly v (7.1), (7.2) jako slozky rozkladu obecné elipticky polarizované viny.

Kruhova polarizace vznikd jako superpozice (7.2) vin linedrné polarizovanych ve
smérech xg, y, se stejnymi amplitudami, ale fazové posunutymi o 90°,

s
E, = Es, @1—902=i§-

Vektor E(0,t) se nyni pohybuje po kruznici o poloméru F; v roviné zy podle vztahu

E.(0,t) = E;cos(wt+ )
E,0,t) = =£E;sin(wt+ ¢1).

Horni znameni odpovida pohybu proti sméru hodinovych ruci¢ek a konvenéné se nazyva
levotociva kruhovd polarizace; dolni znameni pak odpovida pravotocivé kruhové polar-
izaci. Vsimnéte si, ze pii urcovani smyslu otaceni vektoru E(0,t) miii osa z — smér
siteni svétla s — k pozorovateli P (obr. 7.1).

Zavér. Podle podaného vykladu superpozici dvou linearné polarizovanych vin se
stejnou uhlovou frekvenci se sméry polarizace xj, y, a s ruznymi fazemi vznikne
elipticky polarizovand vlna (viz obr. 7.4). Obecny tvar (7.1), (7.2) monochromatické
elektromagnetické viny s tihlovou frekvenci w, smérem sifeni s = (0,0, 1) a libovolnymi
konstantami Ey, Es, ¢1, ¢ proto znamend, ze kaZdd takovd vina je polarizovand. V
oddile 7.4 se budeme snazit vysvétlit skutecnost, ze ne kazdé svétlo je polarizované.
Uvédomte si jesté, ze pro ur¢ity typ polarizace neni rozhodujici celkova intenzita zareni,
umeérna 1

(E%)r = 3 (E% + E22) ;
ani hodnoty fazovych konstant ¢y, s, ale jen jejich rozdil ¢ — ¢s.

Polarizace v komplexnim zapisu. Tvar (7.1) vektoru E(z,t) 1ze elegantné vyjadrit jako redlnou
cast komplexni vektorové funkce

E(z,t) = Re [l/?\oei(‘“t*’fz)] ’



76 KAPITOLA 7. POLARIZACE

v

Obrazek 7.3: Linearni polarizace (tgd) = —FEy/E)).

Obréazek 7.4: Elipticka polarizace.
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s komplexni amplitudou
E\o = xoF et + yoEger e C?

predstavujici obecny dvojrozmérny komplexni vektor. Mnozinu monochromatickych vin (7.1) 1ze tedy
vzéjemné jednoznaéné zobrazit na linedrni prostor C2 vektori E\O. Dany polarizacni stav pak odpovida
podmnoziné monochromatickych vin, jejichz amplitudy jsou nésobky rEq, rFs a faze ¢1 + «, o3 + «
pro libovolné r > 0, @ € R. V komplexnim zdpisu tyto mnoZiny {reml/C\o | € Ry Na € R}
jsou komplexni pifmky v C? prochdzejici poc¢dtkem (jednorozmérné komplexni podprostory v C?).
Mnozina polarizaénich stavii je tedy ekvivalentni mnoziné jednorozmérnych podprostorii v C?, kterd,
se nazyva komplexni projektivni prostor C'P'. Lze ukézat, ze prostor CP' je geometricky ekvivalentni
dvojrozmérné sféie S? zvané Poincaréova sféra.

Komplexni zépis rovnéz dovoluje algebraickym zpusobem uréit parametry polarizaéni elipsy v
roviné xy. Nejprve si v§imneme, ze kvadrat E\o je obecné komplexni ¢islo

=2 _ = —2i5
Ey =Eg-Eg= De eC.
Vynésobenim e* dostaneme tedy z E\O komplexni vektor d = E\oei‘s s realnym kvadratem
2 = is)?
d? = (Eoe“s) —D>0.
Rozlozime-li d = dy + td2 kde dy, ds jsou redlné vektory, dostaneme podminku
d®> =di* —dy? +2idy -d2 = D € R,

cili
dy -dy =0.

Vztah E\o = (dy +ids)e™* nyni vede na vektor E(z,t) jako superpozici kmiti ve smérech dy, da
spliujicich dy - do = 0:

E(z,t) = dj cos (wt — kz — §) — dg sin (wt — kz — 9).
Zvolime-li nové osy z’, 3’ tak, ze osa 2’ mif{ ve sméru dy, pak

E, = djcos(wt—kz—90)
E, = Fdysin(wt—kz—9),

kde dvé znaménka u E,, odpovidaji vektoru dz ve sméru nebo proti sméru osy y’. Vektor E(0,t)
opisuje elipsu s poloosami dy, da, nebot

2
Es A
i~ dj

Kruhova polarizace nastava pii dy = ds, linedrni pii d; = 0 nebo dy = 0.
Cviéeni 1. Odvod'te komplexni amplitudy E( pro levoto¢ivé a pravotoéivé kruhové polarizované
viny.

7.2 Urceni polarizacniho stavu meérenim souboru
intenzit

Dipolova anténa jako vysilac a prijimac. Soubor merenych intenzit. Mérent
pomoct dvou antén.
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vysilac prijimac

“_})TTE © T{w
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Obrazek 7.5: Vysilaci a prijimaci dipélové antény.

V oddile 6.5 bylo popsano elektromagnetické pole zareni kmitajicitho elektromag-
netického dipdlu. Podle vyzatovaciho diagramu na obr. 6.5 je maximalni intenzita
vyzafovana ve smérech kolmych k dipolu. Podle obr. 6.4 je toto zareni linedrné po-
larizované ve sméru rovnobézném s dipolem. Moznou realizaci predstavuje vysilact
dipdlovd anténa napijenda stiidavym napétim o frekvenci v = w/27 schematicky
znazornéna na obr. 7.5. Je-li délka antény [ mald vzhledem k vlnové délce zareni
A = ¢/v, lze pouzit vztahy z oddilu 6.5.

Stejnou anténu lze pouzit jako prigimac dopadajiciho elektromagnetického zarent,

jehoz energii selektivné odebirame z rezonanéniho obvodu. Pfijimaci vlastnosti antény
1/2

jsou stejné jako pri vysilani: jelikoz napéti indukované v anténé U = [ E.dl je
—1/2

urceno slozkou E, ktera je rovnobézna s anténou, maximalni pfijem nastane, kdyz

zareni dopada kolmo na anténu. Maximalni citlivost pti piijmu tedy presné odpovida

podminkam pro maximalni vysilany vykon.

Necht se zkoumané monochromatické zafen{ §if{ ve sméru osy +z a v misté O, kde
plati (7.2). Chceme urcit jeho polarizacni stav méfenim souboru vhodné definovanych
intenzit. Témto intenzitdm je posléze imérny stiedni vykon pfichézejici z piijimaci
antény do rezonancniho obvodu. Pro vybér intenzit je smérodatné, ze pfi urceni polar-
izacniho stavu nas nezajimé ani celkovd intenzita ani presna hodnota fazovych konstant
©1, @2 ve vyrazu (7.2) pro E(0,t). Potiebujeme ovsem zjistit relativni hodnoty Fy, Es
a rozdil ¢, —po. K jejich urceni staci provést relativni mérent ctyr intenzit definovanych
¢asovymi strednimi hodnotami (u monochromatického zareni staci stredovat pres jednu
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periodu 7T)
2 2 2 125
< EZ>p = Ef <cos® (wt+ ¢) >p= 5
2 2 2 12
<E,>r = FE; <cos” (wt+ pg) >r= 5

<2E,E, >r = E;E; <2cos(wt+ ¢1)cos
= E1E; < cos (2wt + 1 + o
= E1E;cos (o1 — ¢2),
< 2B, (wt — g)Ey(wt) >r = E1FEy < 2sin (wt + 1) cos (wt + @2) >7

wt + QOQ) >
4+ cos (QOl — QOQ) >

N~—

EFEy < sin (2wt + 1 + (,02) + sin (901 — QOQ) >r
E1E2 sin (gOl — @2)
(7.3)

Vidime, Ze zméfenim intenzit < E? >p, < Eg >r, < 2E,E, >r a < 2E,(wt —
5)Ey(wt) >7 dostaneme tplnou informaci o amplitudach £, E; a rozdilu fazovych
konstant ¢ — ¢y. 2

Meéfteni 1ze u rozhlasovych vin realizovat pomoci dvou piijimacich dipélovych antén

Al, AQZ

1. Anténu A; orientujeme ve sméru osy x a mérime ¢asovou stiedni hodnotu ptijimaného
vykonu imérnou < E? >;= Ef/2.

2. Anténu A, orientujeme podél osy y a mérime < E; >r= E2/2.

3. Obé antény pripojime ke spole¢nému rezonanénimu obvodu stejné dlouhym ve-
denim a tak, aby do rezonanc¢niho obvodu prichazel soucet napéti od antén
(sériové zapojeni). Méifme pak < (E, + E,)* >p=< E} >p + < E} >p + <
2E,E, >r, odkud se jiz snadno uréi < 2E,E, > a cos (¢1 — ¥2).

4. Antény pripojime sériové ke spole¢nému rezonanénimu obvodu vedenimi ruzné
délky tak, aby anténa A; méla piipojku delsi o A/4, déavajici zpozdéni T'/4.
Prijimany vykon pak bude umeérny < (E,(wt — 3) + Ey(wt))? >r=< E? >p
+ < E} >p + < 2E,(wt —§)E,(wt) >7 a odtud se jiz snadno urci sin (¢ — ¢7).?

Viditelné svétlo mé vinové délky kratsi nez 1 mikrometr a tak je nelze detekovat
pomoci antén. K urceni jeho polarizacniho stavu meéfrenim uvedenych ¢tyt intenzit
lze vSak vyuzit specialnich optickych vlastnosti nékterych transparentnich latek, jak
uvidime v oddile 7.3.

2Pti tpravach jsme pouzili vzorce 2 cosacosb = cos (a + b) +cos (a — b),2sina cosb = sin (a + b) +
sin (a — b).

3Je-1i zy délka pifpojky antény As, pak napéti piichdzejici do rezonanéniho obvodu v ¢ase t vyslo z
antény A; v retardovaném ¢ase t — (20 + %) /c, zatimco z antény A, v case t — (29/c). Méfend elektrickd
intenzita je tedy souctem E,(t — (zo + 3)/c) + Ey(t — (z0/c)). Protoze vysledky stfedovan{ nezavisf
na spoleéném posunu zp/c, miZeme méfené intenzity psét ve tvaru < (E,(t — (T/4)) + E,(t))? >r
neboli < (Ey(wt — Z) + Ey(wt))? >7.
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7.3 Polarizované elektromagnetické viny v latkach

Polarizacni filtry, Malusiv zdkon, polaroid, polarizace odrazem. Dvojlom,
vinové desticky, nikol. Meéreni polarizace. Optickd aktivita. Fotoelasticky jev,
jevy elektrooptické a magnetooptické.

V oddilech 6.5 a 7.2 jsme vidéli, ze vysilaci dipolova anténa napajenda stiidavym
napétim o frekvenci v = w/2m budi ve velké vzdalenosti sférickou linedrné polarizo-
vanou elektromagnetickou vinu. K buzeni linearné polarizovaného svétla vsak nemame
k dispozici pevné orientované dipélové antény atomarnich rozmeéru. Linedrné polarizo-
vané svetlo proto obvykle ziskavame pomoci selektivni absorpce.

Optické ptistroje, zalozené na ruznych principech, které propoustéji z dopadajiciho
svetla jen cast polarizovanou linearné v urcitém pevném sméru, se nazyvaji polar-
1zaéni filtry. Oznacime-li tento pevny smér — osu propustnost: filtru — jed-
notkovym vektorem e, muzeme vztah mezi vstupujicim a vystupujicim elektrickym
polem zapsat jako vektorovy vztah

Evgjst = e<e ' E'ust>7 (74)

ktery vyjadiuje projekci vektoru E,g do sméru e. Je-li E,g || €, svétlo prochdzi (u
skutecnych filtra dochazi k malému zeslabeni absorpci). Je-li E, g Le, svétlo neprochazi
(ve skutecnosti je témér uplné pohlceno). Pro intenzity vstupujiciho a vystupujiciho
svétla z (7.4) plyne vztah

Lgst = Lt cos? ¥ (7.5)

kde ¢ je tihel mezi E,g a osou propustnosti. Rovnice (7.5) je zndma jako Malusuv
zdkon.* (Pfi jeho pouziti u skutecnych polarizacnich filtri za I, klademe intenzitu,
ktera projde filtrem pfi 9 = 0, tedy vstupni intenzitu zeslabenou pfipadnou absorpci.)

Moderni typy polarizacnich filtra funguji na principu husté miizky z tenkych rovnobéznych
vodicu podle obr. 7.6. Zatimco slozka E,(0,t) viny (7.2) prakticky neinteraguje s elek-
trony ve vodic¢ich a prochédzi beze zmény, slozka E,(0,t) s nimi silné interaguje a jeji
energie je disipovana vodivostnimi proudy.®

Snadnéjsi vyrobu polarizac¢nich filtri nabidla chemie polymeru. Pii tazeni plas-
tovych f6lii, jez obsahuji dlouhé fetézce uhlovodikovych makromolekul, se molekuly
prevazné napiimi do sméru tazeni (nebo valcovani). Chemicky vazany jod poskytuje
makromolekuldm vodivostni elektrony, které se mohou pohybovat jen ve sméru makro-
molekul. Vysledny materidl, polaroid vynalezeny v 30. letech E.H. Landem®, pak ma
vlastnosti polariza¢niho filtru pro viditelné svétlo, jehoz osa propustnosti lezi v roviné
filtru kolmo ke sméru tazeni folie.

Ke klasickému polarizacnimu filtru — Nicolovu hranolu — se vratime pii vykladu
dvojlomu. Zde se jesté zminime o polarizact svétla odrazem. Pii dopadu svétla na
rozhrani dvou prosttedi s indexy lomu ny, no vznika vina odrazend a vlna prosla podle

4Etienne-Louis Malus (1775 — 1812) objevil polarizaci svétla v r. 1808.

5Pro viditelné svétlo byla takto fungujici mifzka vyrobena napaienim zlata na difrakéni mifzku z
umeélé hmoty s cca 2000 vrypy na 1 mm [16].

SEdwin H. Land (1909-1991). Pivodni polaroidy byly celuloidové desky pokryté asi 0,1 mm silnou
vrstvou tvofenou orientovanymi krystalky herapatitu (siran jodchininovy).
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Obrazek 7.6: Polariza¢ni filtr z rovnobéznych vodici.

obr. 7.7. Intenzity vzniklych vin (tj. odrazivost R a propustnost 7°) zdvisi nejen na
uhlu dopadu 1, ale téz na polarizaci dopadajici viny. Z Fresnelovych vzorcu pro R
([5], kap. 9) vyplyva, ze pro dopadajici vinu linedrné polarizovanou v roviné dopadu
existuje tzv. Brewsteriv thel V.5, pii némz je odrazivost RI(¥,5) = 0. Dobrou
pomtuckou pro zapamatovani je skutecnost, ze pii vy = g sviraji sméry odrazené
a pro§lé viny thel 90°. Muzeme si k tomu predstavit, ze pricné kmitajici elektrony v
latce, které vysilaji proslou vinu, nevysilaji ve sméru svych kmitu, takze odrazend vina
nevznika. Ze vztahu .

191 + 7.92 — 5

a ze Snelliova zakonu lomu
ny sin¥y; = ng sin

dostaneme vyloucenim 15 vzorec pro Brewsteruv tihel

N2
tgﬁlB = 7’L_
1

Slozka dopadajici vlny polarizovana kolmo k roviné dopadu se odrazi, R*(d,5) # 0,
takze vysledné odrazené svétlo je linearné polarizované kolmo k roviné dopadu. Naopak
nulovy odraz pii polarizaci v roviné dopadu lze vyuzit k bezztratovému prichodu
polarizovaného svétla (71(9;3) = 1) rozhranim (3ikmo orientované Brewsterovo okénko
v laserové technice).

V prirodé existuji transparentni opticky anizotropni ldtky, u nichz pruchod
svétla podstatné zavisi na jeho polarizaci. Jsou to latky vyskytujici se v krystalické
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Obréazek 7.7: Polarizace odrazem. Brewsteruv tihel.

forme, jejichz elektrickd anizotropie je urcena tenzorem elektrické permitivity e;.”
Rozmanitost krystalickych forem byla klasifikovdna do 32 krystalografickych t¥id ([5],
kap. 6). Krystalové optika, kterd zkoum4 pruchod rovinnych monochromatickych vin,

rozliSuje mezi nimi — podle typu Fresnelova elipsoidu Y ejpz;x, = 1 — jen 3 tildy
ok
opticky anizotropnich létek [12]:

e dvojosé (poloosy elipsoidu jsou vzajemné ruzné),
e jednoosé (rotacni elipsoid, v hlavnich osach (2% + 23) + e322 = 1),
e izotropni (g;;, = €0, elipsoid je sférou).

Krystaly se stredem symetrie (napt. krystaly NaCl, KCl, CaFs, jez patii ke ku-
bické soustavé) se z optického hlediska chovaji jako izotropni prostiedi. O izotropnim
prostiedi jiz vime, ze kazda rovinnd monochromatickd vina je v ném obecné elipticky
polarizovana. V opticky jednoosych nebo dvojosych krystalech (se symetrii nizsi nez
kubické soustavy) tomu tak neni, vsechny rovinné monochromatické viny jsou linedrné
polarizované ve smérech uréengch optickymi osami.

Zde se zminime o nékterych jednoosiych krystalech; jejich optickd osa je osou
symetrie Fresnelova rota¢niho elipsoidu. Znamé jsou krystaly tzv. islandského vapence
(CaCO3), krystalizujici v Sesterecné soustavé ve formé klence (rombu) podle obr. 7.8.
Svazek dopadajiciho svétla se v krystalu rozdéli na dva linedrné polarizované svazky,
které lezi v roviné hlavniho fezu urcené dopadajicim svazkem a optickou osou. Dochazi
k dvojlomu. Paprsek mimorddny e ma elektricky vektor v hlavnim fezu, paprsek
7adny o kolmo k hlavnimu fezu.

"Existuji téz magneticky anizotropni krystaly. Vzhledem k tomu, Ze magnetizace neni schopna
sledovat velmi vysoké optické frekvence, jejich anizotropie se projevuje u mikrovln.
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Obréazek 7.8: Pruchod svazku svétla krystalem vépence. Opticka osa je K Ks. Spolu s
dopadajicim paprskem AB urcuje hlavni fez, v némz lez{ paprsek fadny o (ordinarius)
a mimoradny e (extraordinarius).

Situace se zjednodusi pro desticku vytiznutou z jednoosého krystalu tak, aby opticka
osa m lezela v roviné desticky. Dopadé-li svazek monochromatického svétla kolmo na
desticku, nedojde k oddéleni smért siteni obou paprsku (obr. 7.9). Ovsem i kdyz se oba
paprsky siif stejnym smérem, jsou linedrné polarizované ve vzajemné kolmych smérech
(pro paprsek mimotadny E || n, pro paprsek fadny E 1n) a maji ruzné indexy lomu
Ne, N, a tedy i ruzné fazové rychlosti v, = ¢/ne, v, = ¢/n,. Takova desticka funguje
jako zpozd'ovaci desticka (167 vlnovd destiéka), nebot v ni dochdzi k fazovému
posunuti Ay mezi obéma paprsky v zavislosti na tloustce desticky d.

Indexy lomu nékterych jednoosych krystalu pro zlutou spektralni ¢aru sodiku o
vlnové délce A = 589 nm udava nasledujici tabulka. ®

H [ one [ o |
kfemen 1,553 1,544
vapenec 1,4864 1,6583
led pti 0°C 1,310 1,309
turmalin 1,619 1,637

Dopada-li na desticku podle obr. 7.9 monochromaticka rovinna elektromagneticka
vlna (7.1), bude mit na vstupu z = 0 elektricky vektor (7.2)

E,s:(0,t) = xoE1 cos (wt + p1) + Yoo cos (wt + o).

Uvnitt desticky se jeji slozky, linearné polarizované ve smérech g = n a yoLn, Siti

8Krystaly s n, > n, se nazyvaji pozitivni, s n, < n, negativni.
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Obrazek 7.9: Vinova desticka tloustky d, s optickou osou n.

ruznymi fazovymi rychlostmi v,, v,, takze na vystupu z = d

d d
Evgst(d7 t) = wOEvst:ﬂ<Oat - ?)_> + yOEvsty(07 t— U_)

= xokF; cos (wt — ked + ¢1) + Yo Eo cos (wt — kod + ¢2).
V desticce se pocateéni rozdil fazi obou slozek ps — @1 zméni na @y — @1 + (ke — k,)d.

Piidavny fazovy posuv Ay vznikly v desticce lze vyjadrit pomoci vlnové délky A ve
vakuu a indext lomu 7., n, vzorcem °

_27T

Ap = (ke — ko )d = 3 (ne — ny)d.

Moznost zménit fazovy rozdil a tedy i polarizacni stav svétla se nejcastéji vyuziva u
¢turtvlnové desticky, v niz vzniké fazovy rozdil 7/2. Dopadé-li linedrné polarizované
svétlo na A/4-desticku z negativniho krystalu (n. < n,) orientovanou podle obr. 7.10a,
pak na vystupu dostaneme levotocivé kruhové polarizované svétlo (obr. 7.10b). Zmény
polarizacniho stavu po dalsich ¢tvrtvinovych posunech jsou znéazornény na obr. 7.10c,
d.

Cviceni 2. Platky pruhledné slidy (muskovitu) jsou dvojosymi krystaly a maji
pro A = 589 nm indexy lomu n; = 1,594, n, = 1,589. Spocitejte tloustku slidové
\/4-desticky pro A = 589 nm ([1],pf. 6.36). Jeji tloustka neni \/4, ale d = 0,027 mm !

Vyuziti dvojlomného vapence ke konstrukei polariza¢niho filtru predstavuje Nicoltiv
hranol, obr. 7.11a.

Je vyroben z krystalu vapence ve tfech krocich: sbrousenim z puvodniho thlu 71°
v klenci na 68°, roziiznutim, aby druhy vyznaceny thel byl 90° a slepenim obou dili
kanadskym balzamem, jehoz index lomu 1,55 lezi mezi indexy lomu vapence n. = 1,49
an, = 1,66. Pii dopadu svétla podle obr. 7.11a se fadny paprsek na rozhrani vapence a
lepidla totalné odrazi, protoze prislusny mezni tihel je 69°10° (sin 69°10" = 1,55/1, 66).
Z nikolu vychazi jen mimotadny paprsek se znamou linearni polarizaci ve svislém sméru.

Vo = w/Vo = Now/c = N2/ a stejné pro ke.
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Obrazek 7.10: Zména polarizaéniho stavu pro Ap = 0,7/2, 7, 37/2.

A I

ﬁ\<680 ................. / \ 2
xK*D/ /'68>\ )

C

AN

a) b)

Obrézek 7.11: Polarizaéni hranoly. a) Nicoltv hranol, b) Wollastoniiv hranol. Sipky
znaci smeéry optickych os.
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Cviceni 3. Promyslete si konstrukei a funkei dalstho polarizacniho hranolu na obr.
7.11b [10].

Umistime-li dva oto¢né polarizacni filtry do svazku svétla na optické lavici, nazyva
se prvni z nich polarizdtor, druhy analyzdtor. Je-li orientace analyzatoru kolma na
orientaci polarizatoru, svétlo podle Malusova zakona neprochazi; fikame, ze polarizacni
filtry jsou zkriZené.

Cviceni 4. Vlozime-li mezi zkiizené polariza¢ni filtry vinovou desticku a otacéime
ji v bilém dopadajicim svétle, dochazi na stinitku ke krasnym barevnym efekttm.
Vysvétlete !

Meéreni polarizace svétla. Na konci oddilu 7.2 jsme uvedli, ze k urceni polar-
izacniho stavu monochromatického viditelného svétla méfenim intenzit (7.3) je nutné
pouzit specialni optické elementy. Méreni souboru ¢tyf intenzit lze realizovat pomoci
polarizacniho filtru a cturtvinové desticky nasledujicim zpusobem:

1. Osu propustnosti polarizdtoru orientujeme ve sméru osy x a podle (7.1), (7.5)
méifme intenzitu proslého svétla < E2 >p= E?/2.

2. Polarizator orientujeme podél osy y a méiime < Ej >r= E3/2.

3. Osu propustnosti e polarizatoru orientujeme pod tihlem 45° mezi osami z, y, tj.
e = (zg + yo)/V2. Méfime pak intenzitu proslého svétla < (% + %)2 >p=3 <
Eﬁ > —l—% < Ej >r + < EyE, >p; odtud se jiz snadno uréi < 2E,E, >r a

cos (1 — p2).

4. K urceni sin (o1 — ¢2) z intenzity < 2E,(wt — 7)E,(wt) >r se v usporadani s
polariza¢nim filtrem podle bodu 3. pouzije jesté ¢tvrtvinova desticka umisténa
pred polarizacnim filtrem. Je-li napt. z pozitivniho krystalu, orientuje se podle
obr. 7.9 s optickou osou n ve sméru osy x, aby zpusobila dodatecny fazovy posuv
Ap=m/2.

Babinetiv kompenzdtor (obr. 7.12) je pristroj slouzici k urcéeni fazového po-
sunuti Ay zpozdovaci desticky nezndmé tloustky. Sestava ze dvou kiemennych klint
K1, Ky (pevny a posuvny) podle obr. 7.12 s optickymi osami vyznacenymi Sipkami.
Kliny zpusobuji fazova posunuti opacného znaménka, uprostied je vysledné fazové po-
sunuti nulové. Je-li kompenzator pfi monochromatickém svétle vlozen mezi zkiizené
polariza¢ni filtry orientované pod tuhlem 45° k optickym osam z, y, objevi se podél
osy x tmavé prouzky na mistech, kde vysledné fazové posunuti ma hodnoty Ap =
0, +2m, £4m, .... Kompenzétor se okalibruje odec¢tenim poc¢tu n mikrometrickych dilku,
0 néz se musi posunout posuvny klin (ve sméru x), aby tmavé prouzky presly presné do
sousednich puvodnich poloh. Pak lze zmérit fazovy posuv desticky nezndmé tloustky.
Mezi zkifzené polarizétory jesté vlozime desticku nezndmé tloustky s optickou osou
ve sméru x nebo y. Tim se tmavé prouzky posunou. Mikrometrickym posunem kom-
penzatoru (o ny dilku) vratime prouzky do ptuvodni polohy. Velikost fazového posunuti
je pak Ap = 2mny /n.

Optickad aktivita je schopnost latky stacet smér polarizace prochéazejictho linearné
polarizovaného svétla. Vykazuje ji fada latek, predevsim kifemen, a ddle vodni roztoky
cukru, kyseliny hroznové a pod. V polarimetrickém usporadani podle obr. 7.13 lze
napf. presné urcit koncentraci cukru v roztoku. V dusledku optické aktivity dojde po
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Obrazek 7.12: Babinetuv kompenzator. Optické osy klint jsou oznaceny Sipkami. Jeden
z klint je posuvny ve sméru x.

pruchodu linearné polarizovaného monochromatického svétla roztokem v nadobce P o
délce | k otoceni sméru polarizace o tihel

— w l
¥ = %o 100"
kde g je tzv. mérnd otacivost a w je hmotnostni zlomek (koncentrace) aktivni latky
v roztoku v procentech. Mérna otacivost zavisi na vlnové délce a teploteé.

Vlastnost optické aktivity roztoku souvisi s prostorovou strukturou molekul rozpusténé
latky, jez se vyskytuji ve dvou prostorové odlisnych formach (napt. s asymetricky
vazanym uhlikem), jez se daji ztotoznit pouze zrcadlenim. Podobné zrcadlové (enan-
tiomorfni) tvary vykazuji i krystaly kiemene, obr. 7.14.

Ukéazeme si, ze optickou aktivitu lze povazovat za dvojlom wvzhledem ke kruhové
polarizaci. Linedrné polarizované monochromatické svétlo vstupujici do opticky ak-
tivniho prostiedi se da zapsat ve tvaru superpozice pravotocivé a levotocivé kruhove
polarizovaného svétla (obr. 7.15) s nulovou relativni fazi

E(0,t) = xoFEycoswt=ET(0,t)+ E~(0,t)
0 : Ey :
= 7(3:0 coswt — Yo sinwt) + 7(:130 cos wt + Yo sinwt).

Ptredpokladdme-li, Ze se slozky ET, E~ &f{ s indexy lomu n* # n~, v prostiedi o
délce [ dojde ke vzniku fazového posunuti
27

Ap = T(nJr —n7)L.
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Obrazek 7.13: Stac¢eni smeéru polarizace linearné polarizovaného svétla v latce P. Urcuje
se v usporadani s polarizatorem N; a analyzatorem Ns.

Obrazek 7.14: Enantiomorfismus krystalu kifemene.
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Obréazek 7.15: Rozklad linearné polarizovaného svétla na dvé kruhové polarizované
slozky.

Z obr. 7.16 je patrné, Ze novy smér polarizace vznikne ptilenim ihlu 2a+Ap mezi ET a
E~. Vidime, ze thel a+p mezi ET a E~ je soutasné roven (2a+Ap)/2 = a+(Ap/2)
a tedy stoCeni sméru polarizace ¢ ¢ini presné polovinu fazového posunuti,

_ Ay

L

Cvicenti 5.: Co se stane, kdyz linedrné polarizované svétlo projde opticky aktivnim
prostiedim, je odrazeno zrcadlem a projde prostiedim zpét? Uvazte, ze levotociva slozka
E~ se po odrazu stane pravotocivou ET, nebot smysl rotace se odrazem nezméni, ale
vlna se sifi opa¢nym smérem !

Indukovand optickd anizotropie. V predchozim prikladu jsme si uvedli dva
hlavni projevy anizotropie optického prostiedi — dvojlom a optickou aktivitu. Pfirozena
anizotropie latek je ddna bud anizotropii krystalii nebo asymetrii molekul. Induko-
vana opticka anizotropie je zpusobena pusobenim vnéjsich sil na puvodné izotropni
prostiedi. Prislusné optické efekty maji vesmeés dulezité praktické aplikace. Podle druhu
fyzikalniho pusobeni mluvime o fotoelastickém jevu a jevech elektrooptickych a mag-
netooptickych.

Fotoelasticky jev je vznik dvojlomu v puvodné izotropnich latkach (sklo, plexisklo
apod.) vyvolany mechanickym naméhanim, s nimz je spojena vnitini deformace prostiedi.
Pro mala elastickd napéti je rozdil indexti lomu fadné a mimoradné viny umérny tlaku
p, t].

An = |ne — n,| = kp.

Konstanta k se nazyva Brewstertiv soucinitel; napt. pro sklo k ~ 10~ "m2N 1
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Obréazek 7.16: Stoceni ¢ sméru polarizace linearné polarizovaného svétla v opticky
aktivnim prostiedi.

Elektrooptické jevy maji velky prakticky vyznam pro regulaci a modulaci svazku
svétla, rychlé spinani obvodu a pod. Podle zavislosti An na vnéjsim elektrickém poli
FE rozlisujeme linearni resp. kvadraticky elektroopticky jev. Kvadraticky Kerrudv jev
(J. Kerr, 1875) je dvojlom indukovany piicnym elektrickym polem E v polarnich ka-
palinach, napf. v nitrobenzenu nebo sirouhliku. Tyto kapaliny ziskavaji v dusledku
orientace polarnich molekul vlastnosti jednoosych krystalu s optickou osou n || E.
Vzhledem k tomu, ze rozdil indext lomu

An =n, —n, = ABE?,

dochéazi na délce [ k fazovému posuvu

Ap = Q;Anl = 2w BIE*.

Nejveétsi Kerrovu konstantu B = 2,4.107'%m/V? m4 nitrobenzen (udand hodnota je pti
A = 550 nm a teploté 20°C). Linearni Pockelsuv jev (F. Pockels, 1894) nasel siroké
uplatnéni po objevu laseru. Je zalozen na vlastnosti nékterych jednoosych krystali, ze
se ve vnejsim elektrickém poli stanou dvojosymi. Pii podélné prilozeném elektrickém
poli je fazovy rozdil na délce [ dan vztahem
Ap = 2—7rniREl

A
a je tedy umeérny prilozenému napéti U = El. Pro casto uzivany elektroopticky krystal
ADP (dihydrogenfosfiat amonia, NH;H,PO, je pti A = 550 nm index lomu pro radny
paprsek n, = 1,53. Misto konstanty R se udava pulvlnové napéti Uy, = 9,2 kV, které
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zpusobuje fazovy posuv Ap = w. (Pro krystal KDP s chemickym slozenim KHyPOy,
jen,=1,61a Uy ="1,5kV).

Magnetooptické jevy jsou rovnéz linedrni a kvadratické. Kvadraticky Cottoniv—
Moutoniv jev se pozoruje napt. v nitrobenzenu nebo sirouhliku, které v ptri¢ném
magnetickém poli H ziskaji vlastnosti pozitivnich jednoosych krystalu s n || H. Vzh-
ledem k tomu, ze ve vztahu

An =n, —n, = \CH?>

je konstanta C' velmi mald, nenasel tento jev praktické uplatnéni. Linearni Faradaytiv
jev (M. Faraday, 1845) je stdceni sméru linearni polarizace svétla v ptuvodné opticky
neaktivni latce, je-li vlozena do podélného magnetického pole. Indexy lomu pro kruhoveé
levotocivé a pravotocivé polarizované svétlo se stavaji rozdilnymi a tihel stoceni sméru
polarizace linedrné polarizovaného svétla je dan vztahem
© = % = %(Tﬁ —n )l =VIH,

kde Verdetova konstanta V' zavisi na vlnové délce A | hustoté latky a teploté. Zajimavé
vyuziti Faradayova jevu predstavuje opticky izoldtor. Je usporadan podle obr. 7.13,
kde P je solenoid, jehoz sklenéné jadro ma velkou Verdetovu konstantu a polarizacni
filtry Nj, Ny jsou vzajemné otoceny o +45°. Proud v solenoidu budi takové mag-
netické pole, aby stoceni ¢ = 45°. Na rozdil od pfirozené opticky aktivnich latek
dochézi v pripadé Faradayova jevu pri zpétném pruchodu odrazeného zareni k dalsimu
stoceni sméru polarizace ve stejném smyslu, v nasem piipadé o dalsich 45°, celkem tedy
90°. Zpétny svazek proto neprojde polarizatorem Nj zpét. V laserové technice optické
izolatory chrani posledni stupné optickych kvantovych zesilovacu pred jejich pripadnou
destrukei zafenim odrazenym zpét od terce.

7.4 Casova koherence a polarizace

Kvazimonochromatické zdreni z tepelngjch zdroju. Pojem casové koherence:
svétlo dokonale koherentni a nekoherentni, koherencéni cas. Svétlo dokonale
polarizované, nepolarizované a ¢dstecné polarizované. Stokesovy parametry.

Pii vykladu polarizacnich jevu jsme zatim vychazeli z predpokladu oddilu 7.1, ze
elektromagnetické vlny jsou monochromatické. Vidéli jsme, za kazda takova vlna je
polarizovana. Jak se potom mame vyrovnat s faktem, ze se v praxi nejcastéji setkavame
se svétlem nepolarizovanym?

K tomu si musime na prvnim misté uvédomit, ze skutecné zdroje elektromagne-
tického zéareni nikdy nevyzaiuji presné monochromatické viny. Monochromatic¢nost
je idealizace, ktera se nikdy v prirodé v dokonalé formé nevyskytuje. U tepelnijch
svételnyjch zdroju svétlo je vysilano mnoha nezavislymi atomarnimi zdroji a vysledné
pole vznika jejich slozenim.

Jako model tepelného zdroje muzeme uvazovat soubor velkého poctu oscilatoru
(Thomsonovych atomi), z nichz kazdy nezévisle a nahodile vysild vinovy balik (3.22)
exponencidlné tlumeny v case s typickou ¢asovou konstantou 7 ~ 1078s. Vysledné
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zareni tedy nebude monochromatické. Jestlize vSechny atomarni oscilatory maji stej-
nou vlastni thlovou frekvenci wy, bude spektrum jejich zafeni soustifedéno do jistého
intervalu sitky Aw okolo stfedni (dominantni) frekvence wy. V piipadé Aw < wy
pak mluvime o zdroji kvazimonochromatického zdreni. Vzhledem ke vztahu (3.27) mezi
sitkou signalu a sitkou jeho spektra bude platit

Aw.T =~ 2,

tj. Av ~ 10* Hz < vy ~ 10 Hz.

Z uvedeného vyplyva, ze svételny signdl vysilany tepelnym zdrojem je nahodnym
(stochastickym) procesem. V daném misté v okamziku ¢ neumime presné urcit
vektor E(t), ale muzeme ho popsat jistym pravdépodobnostnim rozlozenim. Celkové
pak lze ndhodny proces charakterizovat souborem statistickych strednich hodnot. Jsou-
li tyto stfedni hodnoty konstantni v ¢ase, mluvime o stacionarnim nahodném procesu.

U kvazimonochromatického signalu E(t) si muzeme pfedstavit, ze u slozky

E(t) = Ey(t) cos (wot + (1)), (7.6)

amplituda Ey(t) a faze p(t) nezustavaji konstantni, ale ndhodné se méni s ¢asovou
konstantou 7 > Tj. Béhem jedné periody Tj nebo malého poctu period muzeme Fy(t)
a p(t) ovsem povazovat za konstanty jako u monochromatického signélu.

Signal (7.6) muzeme posuzovat z hlediska ¢asové koherence. Necht jsou ddna
ndhodnd pole Ei(t), Es(t) v témze bodé a casovy interval At. Lze-li pole Fy(t + At)
presné urcit ze znalosti F (t), fikdme, ze pole F;(t) a Ey(t+At) jsou dokonale (iplné)
koherentni. Nelze-li pole Fs(t + At) predpovédét na zakladé znalosti Ey(t), fikame,
ze tato pole jsou nekoherentni.

Priklad. Necht Fy(t) = Ey = konst. (konstantni intenzita) a ((t) se pomalu
nahodné méni s casovou konstantou 7 > 1. Potom pole

E1(t) = E(t) = Eycos (wot + (1)),

Eq(t+ At) = E(t + At) = Eycos (wot + woAt + o(t + At))

jsou dokonale koherentni pro At < 7, protoze ¢(t + At) = ¢(t), a pro At > 7
nekoherentni, protoze p(t + At) jiz nelze predpovédét ze znalosti p(t).

Jako v tomto prikladé i obecné existuje tzv. koheren¢ni ¢as 7., ktery oddéluje
situace dokonalé koherence (At < Tkon) a nekoherence (At > Tron). Uziva se celd
fada konvenci, jak 7., definovat. My se pridrzime vlastnosti kvazimonochromatickych
tepelnych zdroju, kde

2
Thon T~ — ~ 1078 s.
koh A
Jinou mirou ¢asové koherence je bezrozmérny stupen monochromati¢nosti Av/u,
ktery je nepiimo umérny koheren¢nimu casu,

Av B Aw N 27 N 1071

140 Wo WoTkoh 1078
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Nazornou mirou casové koherence je koherencni délka
lkoh = CTron = 3 M,

ktera predstavuje délku viny vyslané za cas 7yop.

Cviceni 6. Vypocitejte vlastnosti casové koherence pro vybojku, kde atomy vykonéavaji
tepelny pohyb s nerelativistickou sttedni rychlosti v ~ 10> m/s. Doppleruv jev
zpusobuje maximélni zmeény frekvence registrované pozorovatelem pii pohybu zdrojiu
ve sméru k nému resp. od ného podle vztahu

2
v
vV, = L= vy = ¢ Y
+ 1+2 ctv
Potom stupenn monochromati¢nosti

Av |V, =V c c v

=" _ | + | — o =9 oy 10—6

Vo V c+v c¢c—vw c

je o Fad vétsi nez hodnota 10~7. Odpovidajici dopplerovské rozsifeni spektralni
cary proto vede na Sitku spektra

Av ~ 10° Hz,

tj. je desetkrat vétsi nez tzv. prirozena Sitka spektralni cary. Koherencni cas
vychdzi Thon ~ 107 s a koherenéni délka Iy, ~ 0,3 m.

Pti popisu polarizace kvazimonochromatického svétla vznikajiciho ve vybojce predpokladéame,
ze ve vztahu pro elektrické pole rovinné viny pro z = 0

E(0,t) = xoE/(t) cos (wot + p1(t)) + yoFa(t) cos (wot + wa(t)) (7.7)

veliciny FEi(t), Eq(t), p1(t), p2(t) jiz nejsou konstanty jako ve vztahu (7.2), ale pomalu
se ndhodné méni s koherenéni dobou 7., > Ty. Vypocteme-li ¢tyti intenzity (7.3),
které nam slouzi k urceni polarizacniho stavu, se stfedovanim pres jednu periodu délky
T07

<E:>p = 5El(zs)Q, (7.8)
1
<E}>p = 5Ez(zf)2,

< 2E$Ey >1, = E (t)EQ(
< 2B, (wt — g)Ey(Wt) >n, = Ei(t)Es(t) sin (o1 (2) — pa(t)),

vidime, ze ziskané stfedni hodnoty se budou pomalu ménit. Kdybychom méli rychly
pristroj s rozliSovaci dobou t, < 7., mohli bychom pomalé zmény stfednich hodnot
zachytit. Kazdé takové métreni by poskytlo soubor okamzitych hodnot E(t), Fa(t), p1(t)—
a(t), které urcuji polarizované svétlo. Jeho polarizace by se ovSem s ¢asem ménila v
casovych intervalech délky fadu 7., ~ 107 s, tj. nanosekund.
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Obvyklé detektory intenzity svétla maji rozlisovaci dobu delsi nez 7.y, zvlasté pak
klasicky detektor — lidské oko — s rozlisovaci dobou ¢, =~ 0,1 s. Intenzity (7.3) se
sttedovanim ptes rozliSovaci dobu ptistroje t,. > Tion,

< E2>,, <E} >, <2E,E, >T,<:2Ek0ut—-g)ﬁg(wt)>w,

by se daly ziskat dodateénym stfedovanim pomalu se ménicich intenzit (7.8), avsak
vysledek bude zaviset na konkrétni souhie ndhodnych zmén velicin F1(t), Es(t) , ¢1(t),
©a2(t).

Nepolarizované svétlo. Uvazujme obvykly piipad zcela ndhodnych zmén Fi(t),
Es(t), v1(t), wao(t) behem rozlisovaci doby t, > Tion, kdy se faze méni navzijem
nezavisle a amplitudy nabyvaji ndhodné hodnot v intervalu 0 < Ey,(t) < E, pii
konstantn{ celkové intenzité E;(t)* + Eq(t)* = E3 (pfi libovolné volbé souradnych os).
Stredovanim posledniho vztahu dostaneme

1
<:E§:>T:<:£§:>T::§£%.

Stredovani intenzit (7.8) imérnych cos (1 (t) — @2(t)) asin (p1(t) — ¢2(t)) dava v tomto
piipadé nulové hodnoty

< 2E,E, >T::0:=<:2£;0Ut—-g)ﬁgoﬂw >,

nebot za dobu t, >> Ty rozdil fazi py(t) — pa(t) projde se stejnou pravdépodobnosti
vSemi hodnotami v intervalu < 0, 27 >. Svétlo téchto vlastnosti registrované pomalym
pristrojem nazyvame nepolarizované. Vsimnéte si, ze dané vysledky méreni stfednich
hodnot

1. nezavisi na konkrétni volbé os x,,

2. nelze vyjadiit pomoci konstant Ey, Ey, o1 —9 (nebot cos (p; — ¢2) asin (p; — ¢2)
nikdy nemohou byt soucasné rovny nule).

Pokud u kvazimonochromatického svétla intenzity (7.8) namérené pomalym piistrojem
lze vyjadiit vztahy (7.3) s konstantami Fy, Es, @1 — o, fikdme, Ze svétlo je dokonale
(iplné) polarizované. Takové svétlo ziskdme napf. po pruchodu nepolarizovaného
svétla polariza¢nim filtrem.

Mezi dokonale polarizovanym a nepolarizovanym svétlem se nachézeji stavy castecéné
polarizace, u nichz ndhodné zmény veli¢in F1(t), F5(t), ¢1(t), p2(t) mohou byt néjak
vzajemné zavislé. Pro jejich popis se pouzivaji Stokesovy parametry

P <El> —<E}> (7.9)
Y <EX> +<E2>, '
<2E,E, >,
P2 = )
<EZ> +<E2>,
<2E,(wt — 5)Ey, >,

Py =
<E2> 4+ < E2>,7




7.4. CASOVA KOHERENCE A POLARIZACE 95

které nezavisi na celkové intenzité a tedy popisuji pouze polarizacni stav.

Cviceni 7. Ovéite, ze pro dokonale polarizované svétlo plati P2 + P + P§ = 1,
kdezto pro nepolarizované svétlo mame P, = P, = P3 = 0. Jaké Stokesovy parametry
ma kruhové polarizované svétlo?

Obecné lze dokazat nerovnost

P+ P;+P; <1. (7.10)

Mezi extrémnimi stavy tplné polarizovaného svétla (rovnost v (7.10)) a nepolarizo-
vaného svétla (P, = P, = P3 = 0) jsou tedy stavy ¢dstecné polarizace. Geomet-
ricky se daji mozné polarizacni stavy znézornit body (P, Py, P3) v kouli jednotkového
poloméru: stavy uplné polarizovaného svétla odpovidaji bodum na povrchu koule (na
Poincaréové sfére), nepolarizované svétlo odpovida stfedu a ostatni vnitini body odpovidaji
castecné polarizovanému svétlu. Mirou polarizace svétla je stupen polarizace defino-
vany jako délka vektoru P = (Py, P, P3). Nabyva hodnot:

| P| = 0 pro nepolarizované svétlo,
0 < |P] < 1 pro ¢astecné polarizované svétlo,
|P| = 1 pro tplné polarizované svétlo.
Nerovnost (7.10) se snadno dokdze v komplexnim vyjadfeni kvazimonochromatické viny
E(0,1) = Re {@o By (1)e 019100 4 yo By () (w0t +o2() |

kde E1(t), E2(t), ¢1(t), p2(t) jsou pomalé ndhodné funkce casu (s koherenénim ¢asem 7,p, ). Podobné
jako v oddile 7.1 mé komplexni vektor Eq slozky

Eo.(t) = BE1(t)e* M Eg,(t) = Ea(t)e'?2®. (7.11)

V oddile 7.2 jsme vidéli, ze polarizacni stav monochromatického svétla lze urcit méfenim ctyt
intenzit (7.3). U kvazimonochromatického svétla je doba, pies kterou stfedujeme, déna dlouhou ro-
zlisovac! dobou méfictho piistroje t. > Tron. UkdZeme si nejprve, Ze Ctyfi intenzity (7.3) ziskané
sttedovanim pres t,., lze kompaktné zapsat ve formé komplexni hermitovské matice

J. J.
J= Tx Ty > ,

Jap =< an(t)EQb(t) >

jejiz prvky jsou stfedni hodnoty

Dosazenim (7.11) do Ju, dostaneme

Jew = < FEgFop >r=<Fi(t)* >,=2< E? >,
Jy = 2<E;>,
Jey = < EopEoy >r=< E1(t)Ey(t)elr1®=e2() >

= <2E,E, >, +i < 2E,(wot — g)Ey(wot) >= Jys.

Celkovou intenzitu a Stokesovy parametry lze tedy zapsat pomoci prvka matice J:

1
I:_JJZI+J 7P: ) - ’ = 7 5 -
5 wh Fi Joz +dyy’ 0 et dyy 0 il Jea + Jyy)
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Obracené se komplexni hermitovskd matice J dé vyjddiit pomoci ¢tyt nezavislych redlnych parametru

1,P, P, Ps:
J_7 1+P Py+iPs
=\ p_ir, 1-P )

V dalsim budeme potfebovat jeji determinant
detJ = I*(1 — P} — P§ — P3).

)

A
Pii stfedovani pres statisticky soubor velkého poctu IV realizaci nahodnych veli¢in E(gz ,MEN,a €

{z,y}, jsou stiedni hodnoty J,; rovny
_ 1 & —
Jab =< EoaBoy >N= 7 Y EMESD.
n=1
Potom pro determinant

S EES

n

2 1 m 21
detd = Josdyy = 1 ay* = 55 D ’Eéz) -~z

vzhledem ke Schwartzové nerovnosti v CNV

2
S wntin| < @Yyl
n n n

plati nerovnost
detJ = I*(1 — P — Py — P}) > 0.

Na zaveér je tfeba poznamenat, ze intenzity jsou spravné definovany jako stredni
hodnoty pfes statisticky soubor. Jejich vyjadieni pomoci ¢asovych stiednich hodnot
je zalozeno na obvykle splnéném predpokladu o ergodic¢nosti stochastického procesu,
coz zhruba znamena, ze béhem dostateéné dlouhé doby systém projde v blizkosti vSech
moznych stavu realizovanych ve statistickém souboru.



Kapitola 8

Interference a ohyb

8.1 Michelsonuv interferometr

Pojem interference,interference a ohyb, podminka pro interferenci. Michel-
sonuv interferometr, pripady dokonalé koherence a nekoherence, viditelnost
interferencniho jevu, urceni koherencéni doby.

Samoziejmym dusledkem linearity Maxwellovych rovnic ve vakuu nebo linearnim
prostiedi a z nich plynoucich vinovych rovnic je princip superpozice: s danymi dvéma
feSenimi je feSenim i kazda jejich linedrni kombinace, specidlné jejich soucet nebo rozdil.
U harmonickych postupnych vin stejné frekvence tak dochazi v riaznych mistech pros-
toru ke konstruktivni respektive destruktivni superpozici. Vysledné vinéni v prostoru
ma formu stojatého vinéni, v némz je energie prerozdélena s maximy a minimy intenzi-
ty. Tato interferencéni struktura ve stacionarnim svételném poli se na stinitku pro-
jevi urc¢itym vzorem svétlych a tmavych interferen¢nich prouzki — interferené¢nim
jevem. Objev interference svétla Thomasem Youngem (1807) v usporadani se dvéma
stérbinami (oddil 8.3) byl povazovéan za potvrzeni vinové podstaty svétla.

Pii detekei interferenénich jevii bud lidskym okem nebo jinymi detektory zafeni
se registruje nikoliv okamzita hodnota amplitudy, nybrz intenzita, tj. casovéa stiedni
hodnota kvadratické energetické veliciny s charakteristickou prostorovou modulaci.

Uvedeny obecny pojem interference vinéni je v optice obvyklé délit na piipady
skladani vinéni z diskrétnich bodovych zdroju (interference v uzsim smyslu) a skladani
vlnéni ze spojité rozlozenych zdroju (difrakce neboli ohyb).

Ve skuteénych svételnych polich, kterd nejsou monochromatické, ale v nejlepsim
pripadé kvazimonochromaticka, je tfeba zkoumat podminky pro vznik interferencénich
jevu. Hlavnim cinitelem, ktery ve stacionarnim ndhodném svételném poli muze narusit
realizaci interferencniho jevu, jsou nepredvidatelné nahodné zmény faze v case a v
prostoru. K popisu ndhodnych zmén faze v case jsme v oddile 7.4 zavedli pojem casové
koherence.

Dobrym prikladem, na kterém lze ilustrovat roli ¢asové koherence a vliv koherenéni
doby na realizaci interferen¢niho jevu, je Michelsonuv interferometr (obr. 8.1). Svazek
kvazimonochromatického svétla z bodového zdroje Z dojde na déli¢ svazku (polopro-
pustné zrcadlo) D. Dva vzniklé svazky se odrazeji od zrcadel Z;,Z; a po opétném
dopadu na délic D se registruje svétlo prichazejici k pozorovateli (okuldru) P. Svétlo
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NN Z,

e
|
N
7

Obréazek 8.1: Michelsonuv interferometr.

ze zdroje Z se tedy k pozorovateli P §iii po dvou cestach, jejichz celkové délky oznac¢me
ly,ls. Tyto délky lze ménit posuvem zrcadel.
Zapiseme-li slozku kvazimonochromatického elektrického pole v misté zdroje

E(Z,t) = Eqcos (wot + ©(t)),

muzeme elektrické pole svazku i = 1,2 v bodé P vyjadrit pomoci piislusnych retar-
dovanych ¢ast t; =t — (I;/c) a koeficientu zeslabeni amplitud a;:

Ei{(Pt) = a;E(Z,t;) = a;Fq cos (wot — kol; + ¢i(t})).

K interferencnimu jevu vede interferencéni ¢len v kvadratickém vyrazu pro intenzitu
superpozice obou svazku

I =< [E\(P,t) + Eo(P,t)]? >, .

Pro objasnéni vlivu ¢asové koherence provedeme nejprve stiedovani ptes periodu Ty <
Tkoh -
< [El(P7 t) + EQ(Pv t)]2 >T0: -[1 + IQ + ]'Lnt(t)

Interferencni ¢len

[int(t) = a1a9 < QE(Z, tll)E(Z, té) >1
= alagEg < 2cos (woth + p(t])) cos (woty + p(t5)) >,
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se upravi pomoci vzorce 2 cosacosb = cos (a + b) + cos (a — b). Pii stfedovani pres Tj
d4 ¢len cos (a + b) nulu a v ¢clenu cos (a — b) uvazime, ze p(t) se behem jedné periody
nemeéni, takze

Lin(t) = aras Eg cos (ko(la — 1) + o(t7) — o(t3)).

Za predpokladu pozorovani velmi pomalym piistrojem s reakcni dobou ¢, > 7., bude
vysledny interferencéni jev zaviset na délce casového intervalu

|l — 1]
C

At = |ty — o] =
mezi vyslanim signalu ze zdroje Z tak, aby oba dospély k pozorovateli ve stejném
okamziku ¢.

1. Pripad dokonalé koherence. Je-li At < Tyon, pak p(t)) = ¢(t}) a interferenéni
clen
Lint(t) = a1as B cos (ko(ly — 11))

se nemeéni s ¢asem, je tedy roven intenzité zmérené velmi pomalym pristrojem.
Jeho velikost zévisi jen na drahovém rozdilu |l — 4| = cAt a lezi v intervalu

—a102 B < iy < aya2E;.

Celkova intezita v misté P je rovnéz konstantni

1
I = §E§(af + a5 + 2aas cos ko(la — 1))

= Il + ]2 + 2 ]1]2 COS k?()(lg — ll)

(\/Z—\/E)ngg( 11+\/72>2. (8.1)

Podminka At < 107%s se pomoci drahového rozdilu vyjadii jako |lo — | <
0,3m.

a lezi v intervalu

Cvicenti 1. Interferenéni prouzky pozorované v Michelsonové pokusu jsou zpusobeny

interferenci ne zcela rovnobéznych svazku prichazejicich do mista pozorovani. K
tomu si spoctéte piiklad 7.16 ze skript [1].

2. Pripad nekoherence. Je-li At > Tyon, pak p(t)) — ¢(t,) se zcela nahodné méni
s ¢casem. Vzhledem k tomu, ze béhem velmi dlouhé doby ¢, rozdil fazi nabyva
se stejnou pravdépodobnosti vSech hodnot v intervalu < 0,27 >, bude piistroj

registrovat
tr
1
< Lilt) >= / Lot (£)dt = 0,
"0

tj. I = I, + I a interferen¢n{ jev nevznika.!

ITento vysledek se nékdy vyjadiuje slovy, Zze "nekoherentni vlny spolu neinterferuji”. K tomu je
tfeba si pripomenout zasadni roli predpokladu ¢, >> Ton. Pro dostatecné rychly pristroj ¢, < Tiop <
At by se totiz fdze zménila béhem méfen{ jen nepatrné, o(t]) ~ p(t,), takze pristroj by stacil sledovat
nahodné zmény interferenéniho jevu v case.
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Popsané ptipady dokonalé ¢asové koherence a nekoherence predstavuji mezni situ-
ace, mezi nimiz se spojité vyskytuji pripady cdstecné koherence. Ptechod mezi nimi
charakterizuje velicina

V= [maz - Imm
Imax + Imzn
zvané viditelnost (kontrast) interferenéniho jevu. Pii dokonalé koherenci nabyva
viditelnost své maximalni hodnoty

VI,
L+

max

(pii Iy = I5 je Ve = 1), zatimco u nekoherentnich signali je V' = 0. Koherenéni
¢as Tron je pak z experimentdlni praxe konvecné definovan hodnotou At, pro kterou V
poklesne napi. na Vjn../v/2 nebo na 0,1 V,,q, apod.

8.2 Babinetuv princip

Doplnkova stinitka; Babinetuv doplnkovy princip; Huygensova konstrukce;
Fraunhoferova a Fresnelova difrakce.

Dalsi obvyklé usporadani pro pozorovani interferencnich jevu je vyobrazeno na obr.
8.2: kvazimonochromatické svétlo se stredni vlnovou délkou A se siii prostorem od
zdroje Z k pozorovateli P, pficemz mezi Z a P je umisténo stinitko s otvorem nebo jiné
prekazky, jejichz rozméry jsou pomérné velké vzhledem k vinové délce . Nejjednodussi
ulohy tohoto typu budou popsany v nasledujicich oddilech této kapitoly. Pro jejich
preformulovani do snadno fesitelné formy zasadni roli hraje Babinetiv doplnkovy
princip.

Babinetuv princip se vztahuje na ptipady doplikovych stinitek podle obr. 8.2. Rik4
témeér evidentni fakt, ze soucet elektrickych poli E4(P) resp. Ep(P) kterd vzniknou v
bodé P v pritomnosti pouze stinitka A resp. pouze stinitka B, je roven elektrickému
poli Ey(P) v nepiitomnosti stinitek:

Ex(P) + Ep(P) = Eyp(P). (8.2)

Rovnici (8.2) 1ze porozumét z hlediska predstavy o funkci neprihledného stinitka
AUB. Pole Ej ze zdroje Z totiz budi ve stinitku AUB dalsf indukované pole B4+ Eid,
jez se za stinitkem pfresné rusi s dopadajicim. Tuto situaci podle obr. 8.2a muzeme v
misté P vyjadrit rovnici

Ey(P) + E(P) + ERY(P) = 0. (8.3)
Stejna uvaha pouzita na situaci podle obr. 8.2b dava pro vysledné pole v misté P
Ey(P) + E5“(P) = Ep(P). (8.4)
Je-li prekazkou pouze stinitko A, plati

Ey(P) 4+ ETY(P) = E4(P).
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, A
Vi

3 () &

2
7
°

L, L,

Obrazek 8.2: Stinitko s otvorem. Doplnkova stinitka A, B.
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Se¢tenim poslednich dvou rovnic se presvédéime, ze Babinetuv dopliikovy princip (8.2)
je ekvivalentni rovnici (8.3) definujici funkei nepruhledného stinitka.
Z rovnic (8.3) a (8.4) nyni vyplyva udivujici vysledek

Ep(P) = —E}"(P). (8.5)

Z pohledu pozorovanych intenzit to znamend, ze intenzita [p(P) v situaci podle
obr. 8.2b je stejna jako intenzita I7/(P) za stinitkem A, obr. 8.2c, pokud
uvazujeme pouze indukované pole ! Babinetuv princip tedy (az na znaménko)
uzce souvisi s Huygensovou konstrukeci svételného pole. Staci si predstavit otvor ve
stinitku B zaplnény bodovymi Huygensovymi zdroji, jez pohlcuji dopadajici svétlo a
vyzaiuji pravé jen elementdrni indukovan pole, jez v souctu vytvareji pole E7(P).

Cviceni 2. Pomoci Huygensovy konstrukce vinoploch odvodte zdkony odrazu a
lomu svétla na rovinném rozhrani dvou prostiedi s indexy lomu nq, no.

V dalsich oddilech budeme aplikovat dulezity vysledek (8.5) na specidlni piipady
rovinného stinitka B s jednou nebo vice stérbinami. Praktickou realizaci muze byt
napt. platek staniolu nalepeny na skle, z néhoz vytizneme tuzké prouzky.

Experimentalni usporadani pro studium ohybovych jevi typu obr. 8.2 se v optice
deli do dvou kategorii:

1. Fraunhoferova difrakce, kde vzdélenosti zdroje i pozorovatele od stinitka jsou
asymptotické, L, — 0o, Lp — o0o. Mluvi se zde o vzdélené zoné svételného
pole uréené nerovnosti L\ > D? kde D je rozmér otvoru.

2. Fresnelova difrakce, kde alespon jedna ze vzdalenosti Lz, Lp neni asymp-
toticka.

Fraunhoferuv ohyb se vyznacuje snazsi experimentalni realizaci i jednodussim teo-
retickym popisem. Vsechny pripady difrakce uvedené v téchto skriptech patii do této
kategorie. Velké vzdalenosti Lz, Lp znamenaji, ze paprsky od zdroje do vSech bodu
otvoru (a od vSech bodu otvoru k pozorovateli) jsou prakticky rovnobézné, takze je lze
charakterizovat 1hly. Abychom se pii praktické realizaci vyhnuli poklesu intenzity na
velké vzdalenosti, muzeme rovnobézné paprsky soustiedit tenkou ¢ockou do ohniskové
roviny ve vzdalenosti f.

8.3 Younguv pokus a prostorova koherence

Uspordddni Youngova dvoustérbinového pokusu. Fraunhoferiv ohyb na dvo-
jici rovnobéznych sterbin — aplikace Babinetova principu. Interference vin
v roviné ze dvou monochromatickiych bodovijch zdroju. Vv casové a pro-
storové koherence svétla na viditelnost interferencniho jevu; kritérium pro
bocéni koherenci.

Younguv interferenéni pokus, ktery mél zékladni vyznam pro ditkaz vlnové podstaty
svétla (Thomas Young 1807), pouzivé dvé rovnobézné stérbiny P;, P,, na néz dopadd
svétlo z velmi tzké stérbiny Z intenzivné osvétlené kvazimonochromatickym svétlem
(obr. 8.3). Stérbiny jsou velmi tenké (~ 1072mm) a jejich vzdalenost d ~ 0,5mm.
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Obrazek 8.3: Schema Youngova pokusu.

Misto stérbiny Z lze pouzit osvétleni laserem. Uspotadani pokusu ma odpovidat Fraun-
hoferové difrakei, tj. vzddlenosti Ly, Lg vyhovuji LA > d?. Poloha pozorovaného bodu
() je urc¢ena thlem 19,
yo = Lotg.
Cviceni 3. Vzdélena zona svételného pole je v blizkosti osy z urcena podminkou
[re — 1| < \/2. Pii yg = d/2 plati r3 =7 + d? a tedy

A
d2 = (7"2 — ’1“1)(’/’2 —f-?"l) < §2LQ

Zjistéte, zda je tato podminka splnéna pii Lg ~ 5m, jestlize d = 0,5 mm, A = 500 nm.

Teoreticka analyza pokusu se vyznamné zjednodusi pomoci Babinetova principu:
misto usporadani podle obr. 8.4 sta¢i zkoumat pouze indukovand pole vysilana ze
stéerbin Py, P! V prvnim pftiblizeni uvazujeme velmi tenké stérbiny. Vliv jejich koneéné
sitky bude ukazan v oddile 8.5. Jako zjednoduseny model tedy predpoklddejme rovin-
nou situaci podle obr. 8.4 se dvéma kvazimonochromatickymi bodovymi zdroji P, P,
s dominantni 1thlovou frekvenci w. Z bodovych zdroju se siti kruhové monochromatické
vlny, jez obecné zapiseme s ruznymi amplitudami a fazovymi konstantami:

Ei(Q,t) = aiEycos(wt — ki + ¢1),
Ey(Q,t) = agEycos(wt — krg + ).

Intenzita kazdé viny zv1ast je

1
I =< Ei(Q,t)* >r= §a§E§, i=1,2.
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Obrazek 8.4: Interference kruhovych vin ze dvou bodovych zdroju.

Interferencni jev je dan intenzitou vin superponovanych v misté pozorovani @),

1(Q) =< [E1(Q, 1) + E5(Q, 1)) >1 .

(Stfedujeme pies periodu 7', protoze se jedna o monochromatické viny.) Stejnym pos-
tupem jako v oddile 8.1 pak dostaneme

](Q) :]1+IQ+2 ]1IQCOS[I{Z(T2—T1)+(,01 —QOQ] (86)

Opét tedy plati nerovnost (8.1). Pfi stejném osvétleni stérbin médme a; = as, 1 =
®2, [1 = IQ, takze

I(Q) = 211 (1 + cos[k(ry — r1)]).

Poloha interferencénich maxim a minim zalezi na rozdilu vzdélenosti ro — r;. Pri
pozorovani ve vzdédlené zoné muzeme spojnice P;Q) a P,() povazovat za prakticky
rovnobézné a rozdil ro — r; vyjadrit pomoci thlu 99,

re — 11 = dsin .

Prostorové rozdéleni intenzity 1(Q) je pak déano vztahem

I(Q) = 2I;(1 4 cos(kdsin 9)). (8.7)
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N
Q)
41,
: : : kd sin9
21, 0 21 47
: : : dsind
—A ! 0 A ! 2M !
! ! ! sing
! 0 A
d| d d |

Obrazek 8.5: Graf intenzity I(Q) jako funkce fazového rozdilu kdsin, drdhového
rozdilu dsind a sin ).

Na obr. 8.5 vidime, ve kterych smérech dochézi podle rovnice (8.7) ke konstruktivni
resp. destruktivni superpozici

. A
(SN D) e = Qmﬁ,
A
in v min = (2 1),
(sin ) (2m+1) 5d
kde m = 0,£1,£2,...; mluvime o maximu centralnim (nultého fadu) a déle prvniho,

druhého, atd. radu.
Younguv pokus dovolil urc¢it vlnovou délku A svétla zméfenim polohy yq svétlych
prouzku na pozorovacim stinitku,

. . A
(Y0)maz = Lo(t89)maz = Lo(Sin0)mae = mLQE’

kde m = 0,£1,+£2,... a predpokladame ¥ < 1. Vzdélenost sousednich prouzku je

A
Ay = Lo—
y Qd7
odkud lze urcit vilnovou délku
. dAy
A= —=.
Lq

Cviceni 4. Odvodte vztah (8.6). Jak se zméni graf prubéhu (8.7) na obr. 8.5, kdyz

o1 F# pa, L1 # 17
Interferencni jev na obr. 8.5 byl odvozen za ti1 hlavnich zjednodusujicich predpokladi:
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Pt

1°

Obrazek 8.6: K pojmum podélné a bocni prostorové koherence.

1. aproximace velmi tenkych stérbin,
2. monochromatické svétlo,
3. dokonald koherence svétla ve stérbinach Py, Ps.

V prvnim ptipadé je tfeba vzit v ivahu vliv Fraunhoferova ohybu na stérbinach koneéné
sitky, ktery bude studovan v oddile 8.5. Dalsi dva ptfedpoklady souvisi s koherenci
svétla. PTi pouziti tepelného zdroje je svétlo kvazimonochromatické s koherenéni dobou
Tron =~ 1079 5. Geometrie pokusu je ovsem takova, Ze je splnéna nerovnost

|rg — r1| = d|sind| =~ 0,5mm <K cTgon ~ 30 cm,

takze casova koherence nema vliv na vysledny interferencni jev.

Koherence svétla ve stérbindch P, P, mé vsak jiny charakter. Pro viditelnost in-
terferenéniho jevu na pozorovacim stinitku je tieba, aby pole E; (P, t), Ey(Ps,t) byla
dokonale koherentni ve stejném casovém okamziku. To odpovidéd definici prostorové
koherence:

Pole E1(Py,t), Ey(Ps,t) v ruznych bodech P;, P, jsou dokonale prostorové ko-
herentni, jestlize znalost pole F; v misté P, v case t dovoluje pfesné predpoveédét pole
E5 v misté P, ve stejném case. Nazveme je prostorové nekoherentni, jestlize znalost
jednoho z poli nedava zadnou informaci o druhém.

V piipadé kvazimonochromatického bodového zdroje Z se prostorova koherence
mezi body P,, P3 na obr. 8.6 nazyva podélnou. Nebudeme ji uvazovat, protoze ji lze
jednoznacné prevést na casovou: pole v bodé P; v ¢ase t je totiz jednoznacné urcéeno
polem v P, v retardovaném case t — (I/c). Staci tedy porovnavat pole v bodé P, v
ruznych ¢asech t, t — (I/c).
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Obrazek 8.7: Vliv kone¢né sitky tepelného zdroje na boc¢ni koherenci ve §térbinach Py,
P,.

Prostorovou koherenci svétla mezi body Py, P, do nichz sféricka vinoplocha dorazi
ve stejném casovém okamziku ¢, nazyvame boéni. K bo¢ni nekoherenci v bodech P,
P, a tim ke snizeni viditelnosti interferen¢nich prouzku v Youngové pokusu muze dojit,
kdyz tepelny zdroj neni bodovy. Uvazujme proto Youngovo experimentédlni usporadani
s tepelnym zdrojem konecné sitky dz (obr. 8.7) Takovy zdroj je soustavou nezavislych

vvvvv

vvvvv

body Z;, Z5 by na pozorovacim stinitku zpusobil jasné interferenéni prouzky. Centralni
maxima zdroju Z;, Z, budou v bodech Qi, Q. ? Pii pozorovani okem nebo jinym
pomalym detektorem s rozlisSovaci dobou ¢, > 7., nekoherentni viny pochézejici z
ruznych mist zdroje spolu neinterferuji a vyslednd intenzita bude souctem intenzit jed-
kdyz vzdalenost dg bude velmi mald vzhledem ke vzdalenosti Ay = Lo\ /dp sousednich
interferen¢nich maxim, dg < Ay. V piipadé dg > Ay se viditelnost interference blizi
nule.

Podminku dokonalé prostorové koherence ve stérbinach P;, P, lze podle
predchozi tvahy a obr. 8.7 vyjadrit nasledujicimi ekvivalentnimi zpusoby:

A
P

Cviceni 5. Jaka by musela byt vzdédlenost stérbin d, aby pfi jejich osvétleni ptimym

2Ukazte, ze nulté maximum od zdroje Z; bude uréeno podminkou r; 4+ s; — 19 — s = 0, tj.
T —T9 =82 — 81 = dSiHﬂl.
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Obrazek 8.8: Usporadani pro pozorovani difrakce svétla na optické miizce.

sluneénim svétlem byla splnéna podminka dokonalé koherence? 3

8.4 Difrakéni mrizka

Opticka mriZka. Interference vin z N zdroji. Prubéh interferencéni intenzity.
Spektralni rozklad svétla. Rayleighovo kritérium rozliseni spektrdlnich car.

Opticka mtizka je obvykle sklenénd desticka s nanesenou mékkou vrstvou napft.
hliniku, do niz jsou pomoci diamantového nastroje vyryty rovnobézné vrypy. Musi byt
presné stejné Siroké a presné stejné navzdjem vzdalené, vétsinou 0,25 az 6000 vrypu
na 1 mm. Vzdélenost stredu sousednich vrypu d se nazyva miizkova konstanta.

Dopada-li na miizku rovnobézny svazek kvazimonochromatického svétla (obr. 8.8),
vrypy vyzaruji cylindrické viny a na stinitku pozorujeme interferenc¢ni prouzky. Na
rozdil od Youngova pokusu se dvéma Stérbinami se na pozorovacim stinitku vytvori
velmi ostré tenké svétlé cary na tmavém pozadi.

Abychom pochopili funkei miizky, nahradime usporadani na obr. 8.8 pomoci Babi-
netova principu soustavou zdroju v mistech vrypu. Na obr. 8.9 je zjednodusend sous-
tava N bodovych zdroju Py, P, ..., Py, jejichz vzdalenosti jsou d a vSechny vyzaiuji v
roviné kvazimonochromatické svétlo se stejnou amplitudou Ejy, stejnou stfedni ithlovou
frekvenci w a stejnou fazovou konstantou g. * Pozorovaci bod @ je tak daleko, Ze 1ihel

3Viz [1], pf. 7.2: prumér Slunce 700 tisic km, vzdalenost Slunce 150 miliont km.
4Pfedpokladdme, ze na celé fice mifzky je splnéno kritérium boéni koherence.
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Obrazek 8.9: Interference vin z N zdroju.

9 je priblizné stejny pro vSech N zdroju. Pak ve vzdaleném bodé () v blizkosti osy z
je superpozice poli z N zdroju

E(Q,t) = aFycos(wt| + @) + ... + aEgcos(wty + o)

urcena koeficientem zeslabeni a < 1 a retardovanymi casy t, =t — (r;/c),i=1,..., N
jez odpovidaji vzdalenostem ry,...,ry od bodu P, ..., Py k bodu @),

Pro dalsi vypocet vyjadiime pole E(Q,t) jako redlnou ¢dst sumy komplexnich ¢lenu

Y Y

N ‘ N A
E(Q,t) =) aFycos(w(t — E) + o) =Re > aEye! i =hriteo),
c

i=1 i=1

Protoze sousedni vzdalenosti r;, r; 1 splnuji s dobrou presnosti vztahy
ro —r1 =dsind, r3 —ro =dsind, ..., ry —ry_1 = dsin?,

muzeme pole E(Q,t) upravit na redlnou ¢ast kone¢né komplexni geometrické fady s
kvocientem g = exp(—ikdsin):

BQ.1) = Re{aBoe'™ 0 (144 ¢" 4+ 4"}

e—z‘desinﬂ _ 1}

B iwt—kriteo)Z  ©
= Re {ane e—ikdsing _ |

Zlomek dale upravime vytknutim faktoru exp (— %iN kdsin ) z citatele a exp (— %z’kd sin 19)
z jmenovatele na podil sinu, takze vysledny vztah muzeme napsat ve tvaru soucinu
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Obrazek 8.10: Graf intenzity I(Q) jako funkce fazového rozdilu kdsind, drédhového
rozdilu dsind a sin 1.

modulované amplitudy a nosné viny:
sin (%de sin 19)
sin ($kdsin o)

1
E(Q.,t) = aEy cos (wt —kr; — 5(]\/ — 1)kdsin 9 + goo) :

Hledany interferencni jev ma nasledujici prubéh intenzity na stinitku (staci stredovat
pres jednu periodu):

1(Q) =< E(Q,t)" >r=

a2E2 sin(ldesinﬁ) ’
0( 2 ) : (8.9)

2 sin (%kd sin 19)

Graf funkce (8.9) na obrézcich 8.10 a 8.11 se v jednom ohledu podoba grafu intenzity
pro Younguv pokus (N = 2) na obr. 8.5: funkce /(@) jsou v obou piipadech periodické
s periodou 27 v proménné kdsind. Polohy interferen¢nich maxim jsou proto urceny
stejnym vztahem jako u Youngova pokusu,

(SinY)mae = m— m=0,%1,..., & M : (8.10)

d’ A

Maxima jsou vsak daleko uZsi, nebot napi. centralnf maximum prochéz{ prvni nulou v
bodech %de sind = +m, tj.
A

ing =+—.
sin Nd
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1(0)
N=2
sing
N=3
o /3d sin9
< S|
Ald
N=4
NN\ . N
> : sind
N velke
Mg : sin9
A/ Nd=A/d

Obrazek 8.11: Graf intenzity 1(Q) jako funkce sint pro N = 2, 3,4 a velké N.
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Tato veli¢ina se bere jako mira tihlové sitky maxima: maximum m4 tihlovou sitku A/Nd
ve vysce 41y /m* = 0,41 Iy, kde Iy = N2a?E?2/2. Cim je pocet vryptt N vétsi, tim jsou
maxima ostiejsi. To je dulezité pti spektralnim rozkladu svétla miizkou.

Dopada-li na mtizku svétlo slozené, napt. bilé svétlo zarovky, bude centralni ma-
ximum bilé, avsak jiz v 1. fddu budeme pozorovat prispévky ruznych barev spektra
pod ruznymi thly ¢. Zakladni vlastnosti difrakéni miizky je tedy schopnost rozlozit
dopadajici svétlo do ruznych sméru podle vinovych délek, tj. provést jeho spektralni
rozklad. Prakticky vyznam optické spektroskopie je v tom, ze kazda latka vyzaruje
jisty, pro ni charakteristicky soubor spektralnich ¢ar (viz kap. 12). Lze tak ziskat
informace o slozeni latek a napf. v astronomii i o slozeni vzdédlenych objektu (planet,
komet, hvézd, galaxii apod.).

Protoze spektralni ¢ary mohou mit velmi blizké vinové délky, vznika otazka, jaké
vlastnosti musi mfiizka mit, abychom takové ¢ary ve spektru ztetelné rozlisili. Podle
Rayleighova kritéria (obr. 8.12) jsou dvé blizké kvazimonochromatické spektralni
cary A1, Ao rozliseny v miizkovém spektru 1. fadu, kdyz uhlova vzdalenost stredu
maxim je vétsi nebo rovna thlové sitce maxim:

)\1 )\2 > )\str

d  d|T Nd’

kde Agr = (A1 4+ A2)/2 = A1 9. Po vykraceni d dostaneme podminku

A —Dof L
/\str - N
ktera tika, ze spektralni rozliSeni mrizky je tim lepsi, ¢im je celkovy pocet vrypu N
vétsi | U maxim vysstho fadu |m| je vzdalenost maxim |m|-krat vetsi, ziska se tedy
|m|-krat lepsf rozliseni®. Situaci vSak zhorsuje ohybovy jev zptisobeny kone¢nou siikou
vrypu, ktery vede k zeslabeni intenzity ve vyssich fadech (viz oddil 8.5).
Cviceni 6. Znamé zluté svétlo plamene znecisténého kuchynskou soli obsahuje
spektralni ¢ary Ay = 589,6 nm a Ay = 589, 0 nm. Kolik vrypu musi mit mfizka, aby v
1. fadu prave rozlisila tento sodikovy dublet?

8.5 Ohyb na stérbiné

Fraunhoferova difrakce na stérbiné a na kruhovém otvoru. Viiv omezeni
svazku svétla na difrakeni rozbihavost; rozliSovaci schopnost optickyjch pristroji;
ostrost zraku.

Vlnova povaha svétla mé zavazné dusledky pti Fraunhoferové difrakci na stérbiné
konec¢né sitky. Predpokladejme, Ze na stérbinu sitky D dopada rovnobézny svazek kva-
zimonochromatického svétla o vinové délce A < D. Usporadani dle obr. 8.13 lze pomoci
Babinetova principu nahradit ekvivalentni soustavou zdroju spojité rozloZenych v plose
stérbiny a vyzafujicich se stejnou fazi.

Se soustavou ekvidistantnich diskrétnich zdroju jsme se setkali v oddile 8.4 u difrakéni
miizky. Intenzitu svétla na pozorovacim stinitku lze u stérbiny sitky D snadno odvodit

*Rozlisovaci schopnost miizky se definuje podilem R = g,/ |[A1 — Aa| = |m|N.
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sin9

113

Obréazek 8.12: Spektralni ¢ary A;, A2 jsou podle Rayleigha pravé rozliseny, kdyz maxi-

mum intezity jedné ¢ary lezi pravé v prvnim minimu intenzity druhé cary.

ze vzorce (8.9) pro miizku pomoci limity N — oo. V limitnim pfechodu ke spojité
rozlozenym zdrojum musime soucasné predpokladat zmensovani miizkové konstanty
d — 0, aby celkova sitka D = (N — 1)d = Nd zustavala konstantni. Pro provedeni

limity vztah (8.9) rozsiiime

)

I(Q) = lim

1
2
N—oo 2 %

sin (

a vyuzijeme toho, ze

i sin (%k% sin 1) _

11.D ;
N—oo k= 0
2l€N S11

a’E? (sin( kD sin 9

1

2

D oo 01
k% sind) s

Aby pii N — oo vysla koneéna vysledna intenzita, musi jesté Ey — 0, aby veli¢ina

1
Iy = 5a2E§N2

zustala konstantni. Vysledek limity je pak

sin (3kD sin ¥

1@ =1 ( 1kDsing

>>2.

(8.11)

Je ziejmé, Ze intenzita I(Q) jiz neni periodickou funkei sin ¢, jako byla u miizky (vztah
(8.9)). Narozdil od obr. 8.10 na pozorovacim stinitku zustane pouze centralni maximum
se sttedem ¥ = 0 a s prakticky stejnym prubéhem jako u miizky s velkym poctem
vrypu. Za miru § uhlové sitky interferenéniho maxima bereme thel od stfedu maxima
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1(0)

3L 24 A A
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32 A A 3 sin®
D D D D D D

Obréazek 8.13: Fraunhoferova difrakce na stérbiné sitky D. Prevazna cast intenzity je
vyzatovana do oblasti o ihlové sitce 6 ~ A/ D.
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po prvni nulovou hodnotu intenzity pii %kzD sind = m, tj. sind = A\/D. Pii A < D
piseme

5~ = (8.12)

Na obr. 8.13 je vysrafovana oblast této thlové sitky, kam dopadd prevazna ¢ast inten-
zity.

Ziskané vysledky, které jsou primym dusledkem vIinové povahy svétla, maji zasadni
vyznam pro Kkonstrukeci optickych pristroju a posouzeni oblasti jejich pouzitelnosti.
Zjistili jsme, ze prostorové omezeni svazku svétla ma za nasledek jeho difrakéni
rozbihavost: vinovy vektor k jiz nema staly smér jako pred Stérbinou — svétlo
za Stérbinou obsahuje sméry k prevéazné v oblasti o thlové sifce § &~ A\/D (velikost

|k| = 27/ je ddna vlnovou délkou). Pro difrakci svétla na kruhovém otvoru® se uvadi
difrakéni rozbihavost
A
o~ 1,22—. 8.13
) D ( )

V optickych ptistrojich je siteni svétla omezeno do tubusu, jejichz rozméry jsou dany
velikosti optickych elementu — ¢ocek, zrcadel, kolimatoru. Svétlo se proto uvnitt nesiti
presné ve smérech paprsku uréenych pravidly geometrické optiky (viz kap. 9). Vykazuje
vzdy jistou tthlovou rozbihavost, ktera posléze zpusobuje nepresnost idealniho geo-
metrického zobrazeni. Kazdy opticky ptistroj lze pak charakterizovat jeho rozliSovaci
schopnosti, tj. schopnosti rozlisit jemné detaily struktury pozorovaného predmétu.

Dulezitym prikladem optického pristroje je lidské oko. Kazdy, kdo navstvil o¢niho
lékate, zazil urceni thlové rozliSovaci schopnosti svych oc¢i. Pozorujeme—li milimetrové
meéiitko na vzdalenost 2m, zjistime, Ze jiz sotva rozlisime sousedni ¢arky. Ve vétsi
vzdalenosti vam tyto ¢arky uplné splynou. Jako maximalni ostrost zraku normalniho
lidského oka pri vidéni uprostied zorného pole se uvadi schopnost rozlisit dvé znacky
3mm od sebe na vzdalenost 10m. To odpovidé uhlovému rozliSeni jedné obloukové

minuty

3.1073
d ~ T 310" rad ~ 1/

(encyklopedie [10] uvadi 1'—3"). Porovnejme tuto skutecnost s teoretickym vypoctem
podle vztahu (8.13). Je-li A &~ 6.107"m (svétlo zluté barvy) a prumér panenky D =
2mm, vychazi

N 6.1077
721073

coz je na dolni mezi udanych experimentalnich hodnot.
Cviéeni 7. Pro Youngiv pokus se dvéma §térbinami koneéné siiky D < d odvod'te

interferenc¢ni obrazec modulovany ohybem, obr. 8.14. Uvazte, ze kazda ze stérbin osvétluje
stinitko podle obr. 8.13 (viz [1], pt. 7.7).

~ 3.107*rad,

P#i cylindrické symetrii je funkce sin(2kDsind) nahrazena cylindrickou (Besselovou) funkef
J1(kDsin ), ktera prochéz{ nulou pii J;(1,22m) = 0.
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Obrazek 8.14: Prubéh intenzity pro Younguv pokus se stérbinami konecéné sitky D < d
(vzdalenost maxim je spravné \/d).
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= O 0 A D
|

( ) 0 Ad 20/d 3n/d 4n/d  sinB

Obrazek 8.15: Grafy intenzity 1(Q) jako funkce sin® pro N = 1,2, 3,4 stérbin kone¢né
sitky D < d.
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Kapitola 9

Geometricka optika

9.1 Prechod od optiky vlnové ke geometrické

Limitni prechod ke geometrické optice; vina s hladkymi vinoplochami, rovnice
eikondlu, pojem paprsku, analogie s klasickou mechanikou.

Rovinna vlna se vyznacuje tim, ze smér jejiho siteni je vSude stejny a amplituda je
konstantni na rovinach konstantni faze. To je ovsem velka idealizace — realné elektro-
magnetické viny ve skuteénosti takové vlastnosti vesmés nemaji. Casto se vsak elek-
tromagnetické viny v malych oblastech ptiblizné podobaji rovinnym vinam. Pfesnéji
to muzeme vyjadrit pozadavkem, aby se jejich amplituda a smér siteni velmi nepatrné
menily na vzddlenostech radu \. Za téchto podminek budou viny mit hladké vino-
plochy*. V dalsim uvidime, Ze u téchto velmi specidlnich vln lze mluvit o lokalnich
smérech §iteni, které jsou kolmé k vinoplochdam a posléze zavést pojem paprski —
kiivek, jejichz teéna v kazdém bodé udava smér siteni viny.

Geometricka optika studuje siteni elektromagnetickych vin za uvedenych predpo-
kladu. Popisuje je jako siteni svétla podél paprsku, pricemz tuplné abstrahuje od vinové
podstaty svétla.

Sifeni svétla presné podél paprski je zajisté v rozporu s difrakéni rozbihavosti
omezenych svazku svétla popsanou v oddile 8.5 a charakterizovanou sméry §iteni v
oblasti ihlu sitky 6 ~ A\/D. Geometricka optika zcela zanedbéava difrakéni rozbihavost.
Odpovida proto limite A — 0, jez je ve skuteénych fyzikalnich situacich tim lepsi
aproximaci, ¢im je podil A/D mensi.

Zékladni rovnici optiky je vlnova rovnice pro elektromagnetické pole; v homogennim
izotropnim prostiedi ji zapiSeme ve tvaru

1 0*f
Af v2 02 0, (9.1)
kde v = ¢/n a f je kterdkoli ze slozek vektoru E, B. Jak jsme naznagéili, limitni prechod
ke geometrické optice lze provést pro viny f(r,t) s hladkymi vlnoplochami. V kom-
plexnim zapisu to znamena

f(r,t) = a(r, t)ew’(r’t), (9.2)

Winoplochy jsou mnoziny bodi, v nichz faze viny (v daném ¢ase t) nabyva konstantni hodnoty.

119
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kde a(r,t) je pomalu se ménici amplituda. Fazova funkce ¢ (r,t), H. Brunsem nazvand
elkonal, se vSak méni velice rychle: na vzdédlenosti A ve sméru siteni se zmeéni o 27 !
Soustava vlnoploch v ¢ase ty je urCena rovnicemi

¢<T,t0) :C, Ce< 07271').
Zvolime-li bod 7y a konstantu C, pak v okoli (7, ty) muzeme eikondl rozvinout do 1.
radu:
3 aw

j=1

(ro,to)( Cao) 4 Wro o)t — 1), (9.3)

@/}('I", t) = %0(7“07%) + ot (

Tato aproximace odpovida nahrazeni hladké vinoplochy v malém okoli rq,ty te¢nou
rovinnou vlnoplochou s fazi

Urow(r, 1) = k.7 — wt + . (9.4)

Porovndnim vyrazu (9.3), (9.4) ziskdme v libovolném bodé ry a case ty vztahy pro
lokalni vinovy vektor k a lokalni thlovou frekvenci w :

k = grad, (9.5)
w P _a—w
ot

Paprsky jsou nyni definovany jako krivky, které jsou v kazdém bodé teéné k lokalnim
vektorum k a tedy podle (9.5) kolmé k vInoplocham. Podle (9.2) — (9.5) se pfiblizné
rovinny lokélni tsek vlnoplochy ¥ (r,t) = C sii1 podél paprsku s fazovou rychlosti
v=uw/k.

Zékladni rovnici geometrické optiky nyni odvodime jako aproximaci vlnové rovnice
(9.1). Derivovanim vlny (9.2) dostaneme

or _ <8a+ aa—w> e,

ot ot ot
f  (8a  _0ady . 9 A
ez = loe PP e T e ) | ¢

3.1 0%a 5 D0 0v 0% ou\?| .
Af = s _ w,
/ Z:: [ 835] oz +m8x]2 ¢ (83:]-) ‘
Ve vyrazech Af a 8 f/0t? prevazuji v limité A — 0 (neboli k — oo, w — 00) zdaleka
nejvice posledni ¢leny, jez jsou fadu k% a w?. Ostatni ¢leny jsou podle pfedpokladii o
vlnach (9.2) s hladkymi vinoplochami vesmés nizsich fadu k°, k' a w° w! a proto je
zanedbame. Vysledna rovnice eikonalu

(o))

Jj=1
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popisuje systém hladkych vlnoploch, jejichz ortogonalnimi trajektoriemi jsou paprsky
geometrické optiky. Vztahy (9.5) dosazeny do (9.6) davaji k* — (w?/v?) = 0 v souladu
s disperznim vztahem w = v|k|, v = ¢/n.

V piipadé monochromatického svétla je funkce w(r,t) = —0y /0t konstantou wy,
takze integraci podle ¢asu

U(r,t) = tho(r) — wot, (9.7)

kde integrac¢ni konstanta ¢y(r) obecné zavisi na r. Rovnici eikondlu (9.6) lze nyni psat

3 31/10 2 W(Q) 2
(a@) =2

J

VInoplochy jsou uréeny rovnicemi

vo(r) =C

a smér paprsku k = grad 1.

Rovnice eikondlu (9.6) v homogennim prostiedi ma matematicky presné stejny tvar
jako Hamiltonova—Jacobiho rovnice pro relativistickou ¢astici s nulovou hmotnosti a ve
vakuu jsou tyto rovnice presné identické ! Z toho vychdazi pozoruhodna analogie mezi
geometrickou optikou a klasickou mechanikou ([5], kap. 5), kterou v r. 1825 objevil
W. R. Hamilton. Tuto analogii podrobnéji vyjadiuje tabulka odpovidajicich si velic¢in
a vztahu v geometrické optice a klasické mechanice relativistické castice s klidovou
hmotnosti mg ([5], kap. 7).

Poznamka. Na tomto misté je tfeba pripomenout, ze hluboky vztah obou teorii
vedl v r. 1925 Louise de Broglie k formulaci zékladi vlnové mechaniky a Erwina
Schrodingera k objevu Schrodingerovy rovnice.

Tabulka 9.1 Analogie mezi geometrickou optikou a klasickou mechanikou
relativistické cdstice.

Geometricka optika Klasicka mechanika
(7, t) =eikondl S(r,t) =hlavni funkce Hamiltonova
k = grad ¢ p = grad S =hybnost
% E 5 energie
w=—-—— = ——— = energi
ot ot &
Pro monochromatické svétlo: Pro konservativni sily:
Y = —wot + o(r) S = —Ept + So(r)
Disperzni vztah: Vztah energie a hybnosti:
E = cy\/p? + m3c?
w:E|kz| E = ¢|p| pro mg =0
n
Rovnice eikonalu: Hamiltonova-Jacobiho rovnice:
2 2
() S (28) -5
=1\ 0 c =1 \0%; a
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9.2 Fermatuv princip

Nehomogenni prostredi. Fermatuv princip jako zdkladni zdkon geometrické
optiky; analogie s variacnim principem Jacobiho v klasické mechanice. 5
zdkladnich pravidel chodu paprski.

V oddile 9.1 stejné jako v predchézejich kapitolach jsme predpokladali, ze se elektro-
magnetické viny $iff v homogennim prostfedi s konstantnim indexem lomu n = /e,
Nyni ukdzeme, ze zdkladni rovnice geometrické optiky (9.6) plati ve stejném tvaru
i v nehomogennim prostredi n(r) = \/e.(r) s prostorové proménnou permitivitou (v
oblasti optického zéreni s dobrou presnosti plati, jak vime, pu = pg). Vychozi rovnice
pro odvozeni (9.6) byla vlnova rovnice (9.1). Vratme se proto do oddilu 6.1, kde byla
odvozena z Maxwellovych rovnic. V prostiedi s nehomogenni permitivitou € = £(7) a
v nepiitomnosti naboju jiz neplati divE = 0, nybrz

divD = div(eE) = edivE + E.grad ¢ = 0.

Proto v odvozeni vlnové rovnice pro E nevymizi ¢len grad divE, ktery nyni modifikuje
vyslednou vlnovou rovnici:

’E
a@tz = grad (E

V prostiedi s velmi pomalu proménnou permitivitou se obvykle zanedbava. Rovnéz pii
aproximaci vlnové rovnice podle oddilu 9.1 tento ¢len vede na vyraz s nejvyse prvni
derivaci faze v, tj. fadu k', ktery lze zanedbat vzhledem k pievazujicim ¢lentim fadu k2.
Rovnice eikondlu (9.6) i vSechny nésledujici vztahy zustdvaji proto v platnosti pouze
s tou zménou, ze index lomu je prostorové proménny n = n(r) a tedy disperzni vztah
obsahuje zavislost na r:

AE —ep

grad e
5 :

c
w=w(r)=——Ik|. 9.8
") = iy 93)
Videéli jsme, ze geometricka optika neptihlizi k difrakénim jevim a pracuje s ideali-
zovanym pojmem svételného paprsku. Pro urceni chodu paprsku nejen v homogennim
ale 1 v nehomogennim prostiedi se muzeme obratit k analogii s trajektoriemi castice v
klasické mechanice a na zakladé Tab. 9.1 pokusit se najit diferencidlni rovnice paprski.
Pouzijeme-li formu Hamiltonovych rovnic ([5], kap. 5), pak za Hamiltonovu funkci (vy-
jadfujici v mechanice energii soustavy jako funkci souradnic a hybnosti) je tieba v
optice vzit disperzni funkei (9.8):
) Ow - ow _
:L‘]:—, k]:—— ]:1’2,3
Ok; ;
(Jeden piiklad feseni téchto rovnic je uveden v [5], pf. 5.11). Lagrangeovy rovnice
II. druhu bohuZzel nelze pouzit, nebot funkce analogickd Lagrangeové funkci L =
ij(ﬁH/qu) — H je identicky rovna nule,
J

3
Ow
Sk ]8k; Zkv|k| v|k| = 0.

7j=1
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Nezajiméa-li nds v mechanice ¢asovy prubéh pohybu podél trajektorie, ale pouze
tvar trajektorie, muzeme se obratit na Jacobiho variaéni princip ([5], kap. 4). Plati
pro soustavy, u nichz se zachovavé energie (E = konst.). Potiebujeme ho ve specidln{
formé pro ¢astici pohybujici se v konservativnim silovém poli

2
5/de:0,
1

kde p je velikost hybnosti nerelativistické ¢i relativistické ¢astice a dl je element délky
kiivky spojujici dané body 1, 2. Kfivka, po niz se nerelativisticka castice pohybuje z
bodu 1 do bodu 2 je podle Jacobiho principu extremalou funkciondlu

[ pai= [ om(E =0/ + (g + (@), (9.9)

jenz zavisi na kiivece, podél niz se integruje od bodu 1 do bodu 2.
Odpovidajicim variacnim principem je v geometrické optice Fermattv princip

2
5 [k di=0.
1
Urcuje tvar paprsku spojujictho dané body 1, 2. Plati pro monochromatické svétlo s

danou thlovou frekvenci w. V nehomogennim prosttedi, kde k = n(r)w/c, lze Fermatuv
princip zapsat ve tvaru

2
5/ ndl = 0. (9.10)
1

Paprsek spojujici body 1, 2 v prostiedi s indexem lomu n(r) je podle Fermatova prin-

2
cipu extremalou funkcionédlu / n dl predstavujictho optickou drahu paprsku.
1

Svétlo se z 1 do 2 s§iti podél takového paprsku, pro ktery opticka
driaha nabyva extremalni hodnoty.

Opticka draha délena c

1 2 2.dl

—/ n dl = — = t12
1 1

c v
udava cas t1o, za ktery se svétlo po dané kiivee $iti fazovou rychlosti v z bodu 1 do
bodu 2. Opticka draha je proto rovna vzdéalenosti, kterou probéhne svétlo ve vakuu za
stejnou dobu, kterou potiebuje k probéhnuti skuteéné geometrické drahy v latce. Fer-
matuv princip je tedy téz principem extremalniho ¢asu t15. Fermatem byl puvodné
vysloven jako princip nejkratsiho c¢asu.

Fermatuv princip extremdlni optické drahy (9.10) lze povazovat za zdkladni zdkon
geometrické optiky. Pro obvyklé optické soustavy sestavajici z optickych elementu, v
nichz je index lomu konstantni, z ného plyne 5 zakladnich pravidel chodu paprski:

1. Zakon ptrimocarého sifeni svétla v homogennim prostiedi.
2. Zéakon nezavislosti paprsku.

3. Zakon zaménnosti chodu paprsku.
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Obrazek 9.1: K odvozeni zdkona odrazu z Fermatova principu.

4. Zakon odrazu.
5. Snelliuv zakon lomu.

Pravidlo 1. se dostane z (9.10) okamzité, kdyz uvazime, ze pro konstantni index
2

lomu ktivkovy integral / dl predstavuje délku kiivky spojujici body 1, 2. Kiivkou s
1

extremalni (miniméln{) délkou je tsecka. V homogennim prostiedi se tedy svétlo siti
piimocafe.

Pravidlo 2. fiké, ze kdyz je dan paprsek pro dvojici bodu 1, 2, pak tvar paprsku
pro kazdou jinou dvojici bodu 3, 4 nezavisi na paprsku 12. To je jasné z toho, ze tvar
kazdého paprsku je podle (9.10) uréen jeho koncovymi body a priubéhem indexu lomu,
nikoliv vsak tvarem jiného paprsku.

Podle pravidla 3. se svétlo sit{ z bodu 1 do bodu 2 po stejné kiivee jako z bodu 2 do

2
bodu 1. Kiivkovy integral / n dl ma totiz v obou pripadech stejnou kladnou hodnotu.
1

(Uvazte, ze dl = \/(dx)? + (dy)? + (dz)? > 0.)

Pravidlo 4. — zékon odrazu na zrcadle — plyne z jednoduché geometrické tuvahy.
Podle obr. 9.1 hleddme krivku spojujici body 1, 2, kterd prochazi nékterym bodem
zrcadla. V homogennim prostiedi bude paprsek tvofen dvéma tseckami. Konstrukce
na obr. 9.1 ukazuje, ze délky spojnic 142, 142’ jsou stejné a nejkratsi mezi nimi je prima
spojnice 132". Pro nejkratsi paprsek 132 se pak uhel odrazu 9, rovna uhlu dopadu ¥y.

Pravidlo 5. — Snellitiv zakon lomu — stanovi, jak se lomi paprsek, ktery prechézi
z prostiedi s indexem lomu n; do prostiedi s jinym indexem lomu ny. Hleddame tedy
tvar paprsku, ktery spojuje bod 1 v prvnim prostiedi s bodem 2 v druhém prostiedi.
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v

Obrazek 9.2: K odvozeni Snelliova zakona lomu z Fermatova principu.

V homogennim prostiedi je paprsek 142 na obr. 9.2 tvoren dvéma tseckami. Urcéime
paprsek 132, podél néhoz optickd draha nyl; 4+ nqls je extremalni.
Opticka draha zavisi na soutradnici x pruseciku 4 paprsku s rozhranim, je tedy

funkei
f(x) :’nxlll"‘ang :nl\/M—{—nz ((I—IE)Q—l—h%

Bod z, pro ktery f(z) nabyvé extremélni (minimalni) hodnoty, se urc¢i z rovnice
x a—x
— TNy =0
a2+ hi V(@ —x)?+ h3

Protoze zlomky v této rovnici predstavuji sin?); a sin vy, odvodili jsme Snelliuv zakon
lomu

fi(x) =m

ny sin; = nysinty |.

Tim jsme dokézali vSech 5 pravidel chodu paprsku. Fermatuv princip je vsak daleko
obecnéjsi: dovoluje uréit chod paprskiu nehomogennim prostiredim, napi. v zemské at-
mosfére.

Principidlné novy pohled na geometrickou optiku pfinesl R.P. Feynman [9]. Paprsky
geometrické optiky podle ného predstavuji mista, kde dochazi k nejsilnéjsi konstruk-
tivni interferenci. Vychazi-li monochromatické svétlo z bodového zdroje 1 na obr. 9.2,
pak paprsek 132 je vysledkem konstruktivni interference vin vyslanych z bodu 1, které
prispivat. Proto k maximalni interferenci dojde v okoli paprsku, na némz prirustek faze
nabyvé extremdlni hodnoty (k interferenénimu maximu prispivaji pouze zcela blizké
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Obrazek 9.3: Elipsoidéalni zrcadlo s ohnisky F', F".

paprsky, pokud jejich fazové rozdily jsou velmi malé vzhledem k 27). Prirustek faze je
dan souctem piispevku k dl podél kiivky spojujici body 1, 2. Pokud integrél spocteme
podél paprsku, pak plati k = grad ¢y a vidime, ze

2 ) T
/ kdl= [ kdl= / erad o.dl = 1o (r2) — Wo(r1),
1 T T

tj. extremalni prirustek faze je roven zmeéné eikondlu. Feynman tak dospél jinou cestou
k Fermatovu principu, ktery urc¢uje paprsek mezi kiivkami spojujicimi body 1, 2 jako

extremalu funkcionalu
2 w2
/ kdl = / n dl.
1 c )1

9.3 Zrcadla, cocky

Zrcadlo elipsoiddlni, parabolické, sférické; tenky klin a tenkd cocka. Parazi-
alni paprsky; zrcadlovd a ¢ockovd rovnice. Cockarskd rovnice, tlustd cocka.

Pro doplnéni vykladu geometrické optiky poddme v tomto vykladu teorii paraxidlniho
zobrazeni sférickymi zrcadly a tenkymi ¢ockami. V oddile 9.4 bude pak vylozena obecna
teorie linearnich zobrazovacich soustav véetné maticové metody vypoctu zobrazeni.

Nejcastejsimi prvky optickych zobrazovacich soustav jsou ¢ocky a zrcadla. Vime, ze
zobrazeni rovinnym zrcadlem je urceno zakonem odrazu. Uvaha o konstruktivn{ inter-
ferenci uvedend na konci oddilu 9.2 dovoluje urcit chod paprsku i v jinych geometriich.

Uvazujme napiiklad elipsoidalni zrcadlo tvorené rota¢nim elipsoidem se zrcadlovym
vnitinim povrchem, obr. 9.3. Umistime—-li bodovy zdroj svétla do ohniska F', pak podle
definice elipsy délka FAF" je stejnd pro vSechny body A lezici na elipse a v kazdém
bodé A je pro FAF’ splnén zakon odrazu. V ohnisku F” proto dochézi ke konstruktivni
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Obrazek 9.4: Parabolické zrcadlo s kruhovou aperturou prumeéru D. Oskula¢ni kruznice
paraboly ve vrcholu V' ma stfed S a polomér R = 2f.

interferenci svétla z F. Rikdme, ze bod I’ je skuteénym obrazem bodu F.2

Vzdélime-li nyni obrazové ohnisko F’ do nekonecna pii konstantni vzdalenosti
f = |FV|, dostaneme rota¢ni paraboloid, obr. 9.4. Paprsky vychazejici z ohniska F
pak utvoii rovnobézny svazek ve sméru osy paraboloidu. Ma-li parabolické zrcadlo
kruhovou aperturu (vstupni otvor) o pruméru D, pak oviem podle oddilu 8.5 ze zr-
cadla bude vychazet prostorové omezeny svazek s difrakéni rozbihavosti § ~ 1,22\/D.
Naopak dopadajici rovnobézny svazek (rovinnd vlna) se takovym zpusobem zobrazi do
okoli ohniska f o rozméru =~ f§ = 1,22f\/D.

Pozadavek vérnosti zobrazeni slozitéjsich predmétu optickymi soustavami s realnymi
optickymi elementy lze uspokojivé splnit s pouzitim paraxialnich paprski, tj. kdyz
se svétlo &ff podél paprskil jen v tésné blizkosti osy soustavy.® V této situaci mizeme
maly vrchlik paraboly ptiblizné nahradit kulovym zrcadlem o stejném poloméru
kiivosti R jako m4 rotaéni paraboloid ve vrcholu V.4

Cviéeni 1. Pomoci Taylorova rozvoje v okoli V' do 2. fddu odvod'te vztah R = 2f
pro polomér oskulac¢ni kruznice paraboly v jejim vrcholu V.

Jsou-li paraxidlni paprsky omezeny aperturou s velmi malym prumérem D < 2R,
pak kulové zrcadlo bude velmi piesnou nahradou parabolického a paraxialni paprsky
z ohniska I’ vytvori témeér rovnobézny svazek. Pti vétsich aperturach je odchylka sféry

20braz F' méa ve skutecnosti tvar koule, uvniti které se fize lis{ nejvyse zhruba o m/2 od faze v
F’) tj. ma polomér ~ \/4.

3Paraxidlnimi nazyvame paprsky, které s osou sviraji tak malé thly, ze lze jejich siny a tangenty
nahradit dhly. Prakticky jde o thly mensi nez 2°.

4Kulové zrcadlo je vrchlikem oskulaéni sféry paraboloidu ve vrcholu V. Oskulaéni kruznice v
roviné nakresu na obr. 9.4 je kruznici s dotykem 2. fadu k parabole. Jeji polomér R se nazyva polomeér
kiivosti paraboly a v bodé V je roven 2f.
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Obréazek 9.5: K odvozeni zrcadlové rovnice pro paraxidlni zobrazeni bodu P kulovym
zrcadlem ZZ' se sttedem S. Uhly «a, (3, v maji byt velmi malé, ale jsou zvétseny, aby
nakres byl zietelnéjsi.

od paraboloidu vétsi, coz vede ke sférické aberaci (kulové vadé) zobrazeni kulovym
zrcadlem.

Zrcadlova rovnice. Obr. 9.5 ndm nyni pomuze odvodit zrcadlovou rovnici, ktera
popisuje paraxialni zobrazeni vypuklym kulovym zrcadlem ZZ' se stiedem kiivosti
S a polomérem R. Pfedmét P ve vzdalenosti a od zrcadla zde vytvori zdanlivy
obraz P’ ve vzdélenosti a’. Pro vSechny vzdalenosti budeme zde i v dalsim pouzivat
znaménkovou konvenci jenské skoly, jez bude podrobné popsana v oddile 9.6: pro vy-
puklé zrcadlo napt. plati a < 0, a’ >0, R > 0, f = —R/2. V paraxiélni aproximaci lze
uhly vyjadrit vztahy

127
|al

\zz'| 27|
« T R
Predstavme si nyni, zZe v bodé Z je paprsek odrazen malym teénym rovinnym zrcatkem.
Kdyz toto zrcétko otocime kolem stifedu S do bodu Z’ o 1hel ~, odrazeny paprsek se

odrazi o dvojnasobny thel 2+, takze

0=

1 1 2
= 2 boli —=—+4 —.
B =a+ 2y, mneboli = |a|+R
Ponévadz v jenské konvenci f = —R/2 < 0, dostavame zrcadlovou rovnici ve tvaru
1 1 1
-+—+-=0. 9.11
a + a + f ( )
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Obrazek 9.6: Tenka spojna cocka.

Cviceni 2. Ukazte, Ze rovnice (9.11) plati i pro duté kulové zrcadlo , kdyz
zvolime znaménka a < 0, ' <0, R<0, f=—-R/2 > 0.

Podivejme se dale na paraxidlni zobrazeni ¢ockami. Uvazujme tenkou spojnou
c¢ocku podle obr. 9.6 z homogenniho materialu s indexem lomu n, ohrani¢enou kulovymi
plochami o polomérech R; > 0, Ry < 0. Lom paraxidlniho paprsku prichazejiciho
zleva rovnobézné s osou definuje obrazové ohnisko F’. O tenké ¢occe mluvime,
kdyZ vzdalenost h se pfi prichodu paprsku ¢ockou prakticky neméni a tloustka cocky
d je mald vzhledem k ohniskové vzdalenosti f. Pro paraxialni paprsky pozadujeme
h < Ry, |Rz|. Odchylku 6 lomeného paprsku vypocteme pomoci ndhrady kulovych
ploch Ry, Ry ve vzdalenosti h rovinnymi povrchy klinti s malymi vrcholovymi thly aq,
ag. Podle obr. 9.7 plati ay = h/R;, as = h/|Ry|. Dopada-li paprsek téméi kolmo na
klin s velmi malym vrcholovym thlem «, pak podle obr. 9.8 lze odchylku § snadno
urcit z sifeni rovinné viny: vlnoplocha u zakladny klinu projde vzdalenost [ rychlosti
¢/n; u vrcholu je rychlost ¢, takze taz vinoplocha urazi vzdalenost nl. Protoze rozdil
drah mezi vrcholem a zdkladnou je (n — 1)I, dostavame odchylku

(n—1)I

0="7

= (n—1)a.

Vidime, ze nezavisi na ihlu dopadu, pokud je velmi maly.
Odchylka ¢ paprsku prochéazejiciho tenkou ¢ockou ve vzdalenosti h od osy je pak
podle obr. 9.6 a 9.7 rovna souctu

5= (n— 1)1 +az) = (1 — D + ).
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R,>0

Obréazek 9.7: Nahrada lamavych ploch tenké ¢ocky ve vzdélenosti h tenkymi kliny.
Jejich vrcholové uhly jsou oy = h/ Ry, ag = h/ | Ra.

I

\_w__z
[

Y

Obrazek 9.8: Lom rovinné vlny tenkym klinem. Odchylka 6 = (n — 1){/L = (n — 1)a.
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Obrazek 9.9: Zobrazeni rovnobézného svazku tenkou spojnou cockou do bodu v
ohniskové roviné ¢'.

Protoze soucasné plati 6 = h/f, dostavdme ¢ockaiskou rovnici

D===(n-1)(———). (9.12)

Velicina D je optickd mohutnost ¢ocky v dioptrifich [m™!]. Vsimnéte si, Ze pro
paraxialni paprsky optickd mohutnost nezavisi na h. Pro uplnost uvadime cockarskou
rovnici pro tlustou ¢ocku s tloustkou d > 0 mezi vrcholy ([1], pf. 8.5):
2
D:l:(n_l)(i_i M
f R1 RQ anRQ
Cockova rovnice. Pripomenme, Ze stejné jako u klinu, tak téz u tenké ¢ocky
odchylka ¢ nezavisi na uhlu dopadu, je-li velmi maly. Proto se rovnobézné paraxialni
paprsky svirajici hel u s osou zobrazi do bodu leziciho v ohniskové roviné ¢’ (roviné
kolmé k ose a prochézejici ohniskem F’) ve vzdélenosti fu od osy, obr. 9.9. Pro odvozen{
zobrazovaci rovnice staci proto sledovat paraxialni zobrazeni predmétového bodu P
do obrazového bodu P’, jez oba lezi na ose. Pro tenkou spojnou ¢ocku na obr. 9.10
mame a < 0, @’ > 0, f > 0. Ponévadz soucet thlu u, v/, # — § v trojihelniku PQP’
jeroven u+u + (mr —9) =7, tj. u+u' = 3§ aplati w = h/|a|, v’ = h/d', § = h/f,
dostdavame €ockovou rovnici

L1y (9.13)
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Obréazek 9.10: K odvozeni ¢ockové rovnice a bo¢éniho zvétseni.

Posuneme-li predmét P v predmétové roviné kolmé k ose o malou vzdalenost Ay,
pak z obr. 9.10 vidime, ze dhel u se zmensi o Au = Ay/a < 0. Protoze odchylka §
zustava stejnd, thel |u'| se zvetsi o |Aul. Obraz P’ se tedy v obrazové roviné posune o

Ay

Ay =dAu=d—.
a

Koeficient imérnosti mezi Ay’ a Ay se nazyva boéni zvétSeni

Ay d
Zhoeni = A—y =—<0.

a

Posun obrazu P’ v dusledku posunu piredmétu P podél osy x lze odvodit z ¢ockové
rovnice (9.13). Posuneme-li P o da, P’ se posune v témze sméru o da’. Derivovanim
¢ockové rovnice podle a najdeme podil da’/da, ktery definuje podélné zvétseni:

1 1dd da'  a? 5
2 d?da 0= Zpodélné “da @2 Zboém"

Cviceni 3. Na zakladé ¢ockové rovnice (9.13) pro tenkou spojnou ¢ocku (a < 0,
f > 0) diskutujte piipady a < —f = a’ > 0 (skuteény obraz), 0 > a > —f = d' <0
(zdanlivy obraz), a — —f F0 = a — +o0.

Cviceni 4. Diskutujte podobné jako v cviceni 3. zobrazeni tenkou rozptylkou (a <
0, f<0).
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9.4 Linearni zobrazovaci soustavy

Principy vijpoctu linedrnich zobrazovacich soustav: projektioni transformace
v trojrozmerném prostoru, kardindalni elementy, vijpocet pomoci matice prenosu.

Optické zobrazovaci soustavy sestdavaji z optickych elementi — ¢ocek, zrcadel — a
jistym zpusobem kazdy vstupujici paprsek transformuji v paprsek vystupujici. V tomto
oddile vylozime teorii linearnich zobrazovacich soustav, kterd je matematickym
vyjadrenim idealniho paraxialniho zobrazeni z oddilu 9.3. Idedlni optické zobrazeni zde
bude geometricky popsano transformaci vstupnich paprski — ptimek v predmétovém
prostoru R? ve vystupni paprsky — pifmky v obrazovém prostoru R*.

Matematické teseni pozadavku vérnosti zobrazeni predstavuji projektivni trans-
formace (kolineace), jez jsou zékladem projektivni geometrie v trojrozmérném pros-
toru. Jsou definovany jako nejobecnéjsi vzajemneé jednoznaéna zobrazeni, ktera prevadéji
linedrn{ utvary v linedrni itvary téze dimenze (tj. bod na bod, pfimku na piimku a
rovinu na rovinu).?

Projektivni transformace sestavaji z translaci, rotaci a zmén méritka. Lze je zkon-
struovat z requldrnich linedrnich transformaci R* — RY

X' ap by ¢ d; X
Y/ . a9 b2 Co d2 . Y
7' - as b3 C3 d3 - Z
w’ a b ¢ c w

zavedenim homogennich soufradnic

w"’ W’ w"’ W’ W’ w

Transformacni vztahy pro homogennni souradnice jsou hledané projektivnitransformace:

/
T

x! ap by a d
?J/ 1 ay by cy do

- 9.14
Yy W//W | as bs ¢z dg |’ (9.14)
1 a b ¢ d

kde
K_aX+bY+cZ+dW

w w
Analogicky tvar linearni lomenné transformace ma i pfislusnéd inverzni transformace,
kterou budeme zapisovat s ¢arkovanymi koeficienty. Ze vztahu (9.14) plyne, Zze pro
kazdou projektivni transformaci existuje v R?® rovina ax + by + cz + d = 0, jejimz
obrazem v R je "rovina v nekoneénu”. Projektivni prostor P? je R? rozsifeny o tuto
jedinou nevlastni (libéznou) rovinu obsahujici nevlastni piimky a nevlastni body.
Inverzni transformace podobné definuji P3. Pro ucely optického zobrazeni budeme
projektivni transformaci (9.14) chépat jako zobrazeni 7 : P> — P? pfedmétového
prostoru P? na obrazovy prostor P¥.

=ax + by + cz+d.

5Projektivni transformace zachovavaji relace incidence mezi linedrnimi ttvary, napf. priiseéik dvou
piimek prevadeéji v prusecik jejich obraziu.
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Kazda linearni opticka zobrazovaci soustava je tedy urcena jistou projektivni trans-
formaci. Predpokldddme, ze vztahy (9.14) je ddna takové transformace 7. Pro ucely
optiky ji budeme blize specifikovat ohniskovymi rovinami, hlavnimi osami a dalsimi
praktickymi pozadavky, kterymi se vztahy (9.14) podstatné zjednodusi.

1.

Predmétovd ohniskovd rovina ¢ C P3 se transformaci 7 zobrazuje na nevlastni
. / v . s
rovinu v P¥. Je urcena rovnici

ar +by+cz+d=0.

P . p . . ’ . ~
Obrazovd ohniskovd rovina ¢’ C P je obrazem nevlastni roviny v P3. Je urcena
rovnici

add +by +J7 +d =0.

Predmétovd hlavni osa je kolmé k . Volime ji jako osu x a pro jeji prusecik s ¢
— predmeétové ohnisko F' — volime soutadnici x = 0. Rovnice roviny ¢ je pak

ax = 0.

Obrazovd hlavni osa je kolma k ¢'. Volime ji jako osu 2’ a pro jeji prusecik s ¢’
— obrazové ohnisko F’ — volime soutadnici 2’ = 0. Rovnice roviny ¢’ je pak

adxr' =0.

. Pozadavek, aby osa x’ byla obrazem osy x znamend, Zze body s y = z = 0 se

vztahy (9.14) transformuji v body ¢ = 2’ = 0. Odtud ay = dy = a3 = d3 = 0.
Pro inverzni transformaci plati analogicky af = d, = a4 = dy = 0.

Z pozadavku, aby roviny kolmé k ose = (rovnobézné s ¢) se zobrazovaly na roviny
kolmé k 2’ (rovnobézné s ¢'), plyne, ze z’ je pouze funkei z, tj. by = ¢; = 0. Pro
inverzni transformaci 0} = ¢ = 0.

. Dulezité je omezeni na osové symetrické zobrazeni. Takové zobrazeni staci

popsat transformacemi z roviny zy na rovinu z'y’, odkud ¢; = ¢o = 0. Pro inverzni
transformaci ¢} = ¢, = 0.

Definice a pozadavky 1. — 7. vedou na zobrazeni

resp.

T xl a1z+d;
T:<y>_><y’>:< i )
’ ayz'+d)
-1 . A o . P
. <y>_><y>( e )

Transformacni vztahy se jesté zjednodusi, uvazime-li, ze ohniska F'; F’ lezi na hlavnich
osdch a pozadujeme-li, aby ohnisko F’ (F') bylo pfi transformaci 7 (7 ') obrazem
nevlastniho bodu (00, 0) leziciho na ose x (z'):

. . alw + dl a’l
lim 2’ = lim ———— = —=0=a; =0,
T—00 T—00 ar a
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! .0 / /
: . ayx +d a
lim z = lim ———%!=-"2=0=d,=0.
' —00 /' —00 a’'x’ a’

Vysledkem jsou zobrazovaci rovnice v Newtonové (ohniskovém) tvaru

x’:ﬁ ':bQ—y a # 0.

azr’ azr’

Zobrazeni ovsem zavisi pouze na dvou nezavislych konstantach, jimiz je plné urceno:

By

dr=0C, y (9.15)

Klasifikace optickych zobrazovacich soustav podle znameni konstant B, C'si ukazeme
az na konci tohoto oddilu. Ve zbyvajici casti se omezime na centrované soustavy, u
nichz optické elementy jsou rozlozeny osové symetricky podél spolecné osy. Osy x, x’
zde splyvaji s touto osou symetrie a osy 7/, 2z’ volime rovnobézné s osami y, z. Ohniska
F, F' lezi v pocatcich obou soustav. Kladny smér os x, 2’ volime souhlasné se smérem
vstupu svétla do optické soustavy. Znaménkova konvence jenské skoly pozaduje,
aby délky méfené podél osy x 2’ mély znameni podle orientace vzhledem k témto osdm
[13].
Maticova metoda v optice [14]. Centrovanymi optickymi soustavami lze (v
mono chromatickém svétle) dosahnout idedlné vérného zobrazeni (9.15), uskute¢nuje-li
se toto zobrazeni paraxialnimi paprsky. V paraxialnim priblizenti je paprsek prochazejici
bodem A = (x4,y4) uréen vzdalenosti y4 od osy x v misté x4 a thlem wy, ktery svird
s osou x (obr. 9.11):
dy
dx

Ukéazeme, ze zobrazeni (9.15) 1ze ekvivalentné vyjadfit pomoci reguldrni linedrni trans-

formace
Yy _ Yy o T Tio
UEOEIEE o1

kde T se nazyva matice prenosu soustavy.
Matice prenosu ma jednoduchy tvar pro prazdny prostor délky s, kde paprsek se
Sit1 primocare, takze thel u se nezméni a y se zvétsi o us:

()= ()=o) ) r=(o8) o

Pii pruchodu tenkou ¢ockou se paprsek lomi podle obr. 9.10: y se neméni, ale tihel
se zmeéni o0 6 = —y/f, takze

()= ()= (5 a) () =) o

Jsou-li optické elementy (a prazdné prostory) Fazeny za sebou podél osy = s maticemi
prenosu T4, ...,T,, vyslednou matici pfenosu lze snadno vypocitat jako soucin matic
(v opacném poradi)

=tanuy = uy4.
A

T="T, T
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Obréazek 9.11: Paprsek prochéazejici bodem A je urcen parametry za,ya, ua.

Abychom dospéli k vyznamu konstant B, C, budeme predpokladat, ze dand slozena
opticka soustava mé matici prenosu 1" a odvodime jeji ohniskové zobrazovaci rovnice
(9.15). Transformace (9.16) popisuje transformaci vstupnich paprsku na vystupni.
Proto konvenc¢né volime ohranic¢eni soustavy vstupni rovinou o a wvistupni rovinou o’
(obr. 9.12). Transformaci paprski ze vstupni roviny na vystupni budeme charakterizo-
vat pomoci kardinalnich element, které plné urcuji zobrazent:

1. Ohniska F, F’ jsou takové body na hlavni ose, ze paprsek prochazejici F' (F")
bude (byl) rovnobézny s osou x = z’. Pro paprsky 1, 1" a 2, 2 plati

0 _ (1 —s' Ty T y _ (Th1 — Tms)ys

u ), 0 1 Tor T 0/ To1ys ’
Yy _ Tn T12 1 s 0 _ (THS + T12uF)
0 ~ Ty Too 01 (s (To1s + Tooup) |-

Nuly nalevo dévaji vztahy T1; — T18" = 0, T8 + Too—g, odkud pii Tp; # 0 mame

Tn ,_Tn
,I'QI7 T21.

2. Hlavni roviny x, x’ jsou dvé sdruzené roviny (body X’ jsou obrazy bodu x),
jejichz body se navzajem zobrazuji s boénim zvétSenim rovnym jedné. Na obr.
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Obréazek 9.12: Optickd zobrazovaci soustava: kardindlni elementy, geometrickd kon-
strukce zobrazeni.
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9.12 tomu odpovidaji ¢arkované useky paprsku 1, 2, které se vsak ve slozené
soustavé mohou §itit komplikovanym zptusobem. Podle definice hlavnich rovin a
ohniskovych vzdalenosti f, f’ jsou uréeny predchozimi transformac¢nimi rovnicemi

upr = Thnys, ys = (Tns+ T2)ur
a podminkami plynoucimi z chodu paprsku na obr. 9.12
ys = flup,  ys = fup.

Dostavame z nich

oL
T
a pomoci jiz vypocitaného s
—T11T52 + T12T5
f=Tns+ T = ,
11 12 Tor
tedy
ol
T

Obraceneé lze matici prenosu 71" vyjadrit pomoci f, f/, s, s":

T = ( f_j ) (9.19)

-3
Newtonovu prvni zobrazovaci rovnici (9.15) nyni odvodime z podminky, aby bod
A’ na hlavni ose byl obrazem bodu A paprsku s libovolnymi thly wu.4:

() - GG, o

_ ( Ty + Ty (Th + Toap')p + Tio + Toop' ) < 0 )
A

~

Rl

Ovérte!

T Tor1p + 1o u
Nula na levé strané dava podminku nulovosti prvku 12,
0 = pp'Tor + pTh1 + p'Tay + Tho.
Dosadime-li sem prvky (9.19) matice T
0=opp +ps —p's+ ff —ss
a podle obr. 9.12 zavedeme proménné x, z’ rovnicemi

r=-p+s, o =p +5,
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obdrzime prvni zobrazovaci rovnici

zx' = ff. (9.21)

Druhd zobrazovaci rovnice (9.15) popisuje boéni zvétseni y' /y, kdyz pti vychyleni bodu
A do P se obraz A’ posune do P’

Y _ Tiy + To1p' 0 Y
u ) o 15 Torp + T u ), '

Protoze prvek 12 matice v rovnici (9.20) je podle pfedchoziho odvozeni roven nule, je
bocni zvétseni ddno prvkem 11,

/

Yp sS+p _w
Zboeni = ur =T +Tnp' = 7 - Iz
a podle (9.21)
f
y = =y. (9.22)
x

Poznamenejme, ze prvek Ty urcuje thlové zvétseni k (konvergencni pomér) pro
zobrazeni bodu A na hlavni ose. Podle (9.20)

(¥ — S T
UA

o

Uzlové body U, U’ jsou definovéany jako sdruzené body na hlavni ose, které maji tu
vlastnost, ze prvky jimi prochazejici se zobrazuji s thlovym zvétsenim rovnym jedné:

r,=—f, a,=-—Ff.

Vratme se ke zobrazovacim rovnicim (9.21), (9.22). Vidime, ze konstanty C, B v
(9.15) jsou rovny

c=ff, B=f. (9.23)
Podle jejich znamének rozlisujeme 4 typy optickych soustav®

C B f 1! Soustava

- - - + typu ¢ocky rozptylné

- + + - typu ¢ocky spojna

+ - - - typu zrcadla rozptylné

+ + + + typu zrcadla spojna

Jakd soustava je zobrazena na obr. 9.12 7

Cviceni 5. Ukazte, ze pri znaménkiach C' < 0 resp. C' > 0 plati: postupuje-li
predmét po ose v kladném smeéru, postupuje jeho obraz tymz resp. opaénym smérem,
tj. jako u ¢ocky resp. zrcadla.

6V literatuie se pouzivaji terminy: soustava dioptricka (typu ¢ocky), katoptricka (typu zrcadla),
dispansivni (rozptylnd), kolektivni (spojnd).
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Cviceni 6. Ukazte, ze pti znaménkach B < 0 resp. B > 0 plati: pro x < 0 maji
Y,y stejnd, resp. opacna znaménka. Piikladem je rozptylnd resp. spojné ¢ocka.
Zobrazovaci rovnice vztazené k hlavnim rovindm Yy, x’ obdrzime dosazenim

x:f—i_aa I/:f/—l-a/

podle obr. 9.12 do (9.21), (9.22):

for . b Y

Specidlni piipady jsme jiz odvodili v oddile 9.3: jedné se o zrcadlovou rovnici (9.11) a
¢ockovou rovnici (9.13), které odpovidaji f = f' resp. f = —f".

Cviéeni 7. Odvod'te matici pfenosu pro zobrazeni piedmétu P tenkou cockou. V
obecné situaci obr. 9.12 zvolte p = p’ = 0, tj. vstupni rovina prochdzi predmétem P,
vystupni obrazem P’. Obé hlavni roviny splyvaji s rovinou ¢ocky. Uvazte, ze vysledna
matice prenosu vznikne slozenim matice (9.17) pro prazdny prostor délky —a, matice
(9.18) pro tenkou cocku a matice (9.17) pro prazdny prostor délky ',

a’ / aa’
(1% —avd+#
—5 1+4

Vysvétlete, pro¢ 115 = 0 je ekvivalentni ¢ockové rovnici (9.13).
Podrobny vyklad dalsich témat geometrické optiky vcéetné vad zobrazeni najde
¢tenaf v citované literatufe [13], [1].
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