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ATOMOVÁ FYZIKA
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Předmluva

Tato skripta v elektronické formě jsou určena jako studijńı pomůcka k předmětu
Vlněńı, optika a atomová fyzika, který je zařazen jako součást základńıho kursu fyziky
ve druhém ročńıku studia na fakultě jaderné a fyzikálně inženýrské Českého vysokého
učeńı technického v Praze. Obsah navazuje na předchoźı přednášky základńıho kursu
fyziky — Mechaniku, Termiku a molekulárńı fyziku a Elektřinu a magnetismus.

Výklad je zhuštěný, provázen poznámkami a odkazy, jak to odpov́ıdá potřebám
samostatného studia. Při studiu se předpokládá souběžné doplňováńı samostatným
řešeńım úloh a studiem řešených př́ıklad̊u obsažených ve skriptech J. Tolar, J. Końıček:
Sb́ırka řešených př́ıklad̊u z fyziky (vlněńı) [1].

Skripta vycházej́ı z dlouholeté přednáškové činnosti autora a také ze zkušenost́ı
daľśıch učitel̊u katedry fyziky FJFI. Autor skript děkuje Doc. RNDr. Z. Maršákovi,
CSc. a daľśım, kdo svými kritickými připomı́nkami přispěli k odstraněńı nedostatk̊u.
Zvláště pak děkuje panu T. Černochovi, A. Honsovi a F. Hanzĺıkovi za obětavou práci
při př́ıpravě elektronické formy textu včetně obrázk̊u.

Autor
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Návod

Ćılem studia neńı jen reprodukovat to, co slyš́ıte na přednášce. Čas Vámi strávený
na přednáškách je velmi cenný a proto se ho snažte využ́ıt co nejefektivněji. Úkolem
přednášky je poskytnout kostru učiva, která Vás má vést při samostatném studiu
nových pojmů a metod v tomto základńım fyzikálńım předmětu. Tato skripta podávaj́ı
podrobný popis přednášené látky. Protože je třeba, abyste dobře zvládli aplikace učiva
na rozmanité praktické úlohy, studujte současně skriptum [1], které obsahuje rozsáhlý
soubor řešených př́ıklad̊u i neřešených úloh a představuje hlavńı pomůcku pro cvičeńı.

Lze doporučit, abyste se již před přednáškou zběžně seznámili s partíı, která přijde
na řadu. I když to nestihnete, snažte se na přednáškách pochytit hlavńı myšlenky. Textu
skript pak lépe porozumı́te. Při studiu použ́ıvejte tužku a paṕır, doplňujte vynechané
kroky a nezapomeňte řešit př́ıklady ! Teprve aplikace studované látky na př́ıkladech
Vám ukáže, zda jste j́ı dobře porozuměli.
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2.3 Rovinná vlna . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

3 Vlny v disperzńım prostřed́ı 33
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Kapitola 1

Kmity soustav hmotných bod̊u

1.1 Netlumené malé kmity kolem stabilńı rovnovážné

polohy

Soustavy s jedńım stupněm volnosti; linearita a princip superpozice. Me-
chanické soustavy s n stupni volnosti; pojem rovnovážné konfigurace; módy;
normálńı souřadnice.

Soustavy s jedńım stupněm volnosti Základem vlnových jev̊u jsou netlumené
kmity předevš́ım lineárńıch soustav. S kmity se setkáváme ve všech fyzikálńıch oborech.
Namátkou uved’me molekulárńı spektra, elektrické kmitavé obvody, akustiku, vlny na
vodě, seismické vlny. Zopakujme si nejprve několik př́ıklad̊u netlumených kmitavých
soustav s jedńım stupněm volnosti.

Př́ıklad 1. Těleso na pružině. Těleso o hmotnosti m, které se pohybuje pod vlivem
pružiny o tuhosti k bez třeńı po vodorovné podložce, má pohybovou rovnici

mẍ = −kx, (1.1)

kde x je výchylka tělesa z rovnovážné polohy.

Obrázek 1.1: Těleso na pružině
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6 KAPITOLA 1. KMITY SOUSTAV HMOTNÝCH BODŮ

Obrázek 1.2: Torzńı kmity

Obrázek 1.3: LC-obvod

Př́ıklad 2. Torzńı kmity. Těleso zavěšené na vlákně délky l vykonává netlumené
otáčivé torzńı kmity podle pohybové rovnice

I ϕ̈ = −α

l
ϕ, (1.2)

kde ϕ je úhel otočeńı tělesa z rovnovážné polohy ϕ = 0, I je moment setrvačnosti tělesa
vzhledem k ose otáčeńı a α = πGr4/2 je konstanta určená poloměrem vlákna r a jeho
modulem pružnosti ve smyku G.

Př́ıklad 3. LC-obvod. Podle II. Kirchhoffova zákona plat́ı pro napět́ı na kon-
denzátoru a ćıvce rovnost

L
di

dt
= −Q

C
, (1.3)

kde náboj na kondenzátoru Q = CU =
∫

idt. Zderivováńım rovnice (1.3) podle času
tedy dostaneme

L
d2i

dt2
= − i

C
. (1.4)

Uvedené př́ıklady vykazuj́ı matematickou zákonitost stejného typu, tzv. matema-
tickou analogii úloh r̊uzné fyzikálńı podstaty. Všechny pohybové rovnice jsou typu
obyčejné diferenciálńı rovnice, lineárńı, 2. řádu, s konstantńımi koeficienty:

ψ̈ + 2δψ̇ + ω2ψ = 0. (1.5)

Nulová hodnota konstanty tlumeńı δ = 0 vyjadřuje zanedbáńı odporu prostřed́ı.
Význačnou vlastnost́ı řešeńı ψ(t) lineárńı rovnice (1.5) je princip superpozice:
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Jsou-li ψ1, ψ2 dvě řešeńı (1.5), je řešeńım i každá jejich lineárńı kombinace
c1ψ1 + c2ψ2, kde c1, c2 jsou libovolné konstanty.

Obecné řešeńı diferenciálńı rovnice

ψ̈ + ω2ψ = 0, (1.6)

tj. řešeńı závislé na 2 libovolných reálných konstantách, se obvykle zapisuje v jedné ze
tř́ı ekvivalentńıch forem

ψ(t) = A cos(ωt + ϕ) (1.7)

= a cos ωt + b sin ωt (1.8)

= C1e
iωt + C2e

−iωt. (1.9)

Mezi konstantami se snadno odvod́ı vztahy (odvod’te!):

A =
√

a2 + b2, cos ϕ =
a√

a2 + b2
, sin ϕ = − b√

a2 + b2
, (1.10)

C1 =
a − ib

2
= C̄2. (1.11)

Konkrétńı hodnoty dvojice libovolných integračńıch konstant se určuj́ı ze dvou počátečńıch
podmı́nek, obvykle v čase t = 0:

ψ(0) = x0 (1.12)

ψ̇(0) = v0. (1.13)

Cvičeńı. Vypočtěte A, ϕ pomoćı x0, v0 !
Zopakujte si názvoslov́ı:

A = amplituda kmit̊u
ω = úhlová frekvence [s−1]
ν = ω/2π = frekvence [Hz]
T = 1/ν = perioda [s]
ϕ = fázová konstanta [bezrozměrná].

Všimněte si, že velikost ω2 = k/m v Př. 1 může být slovy vyjádřena jako vratná śıla
vztažená na jednotkové posunut́ı a jednotkovou hmotnost.

Př́ıklad 4. Matematické kyvadlo. Pohybová rovnice pro úhel ψ

Mlψ̈ = −Mg sin ψ (1.14)

je nelineárńı, ale pro malé výchylky ψ << 1 kolem rovnovážné polohy ψ = 0 může být
rovnice linearizována, tj. přibližně nahrazena lineárńı rovnićı

ψ̈ +
g

l
ψ = 0. (1.15)
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Obrázek 1.4: Matematické kyvadlo

Matematická poznámka. Obyčejná diferenciálńı rovnice

ẍ + ω2x = 0 (1.16)

je lineárńı s konstantńımi koeficienty. Řešeńı diferenciálńıch rovnic tohoto typu
vycháźı z vlastnosti funkce et,

d

dt
et = et. (1.17)

1. Předpokládaný tvar řešeńı

x(t) = eλt (1.18)

dosad́ıme do (1.16),

(λ2 + ω2)eλt = 0. (1.19)

2. Charakteristická rovnice

λ2 + ω2 = 0 (1.20)

má kořeny

λ1,2 = ±iω, ω > 0. (1.21)

3. Źıskali jsme fundamentálńı systém lineárně nezávislých řešeńı rovnice (1.16)

{eiωt, e−iωt}. (1.22)

4. Obecné řešeńı (závislé na 2 libovolných reálných konstantách) obdrž́ıme pomoćı
principu superpozice

x(t) = C1e
iωt + C2e

−iωt, C2 = C̄1. (1.23)

Mechanické soustavy s n stupni volnosti. Budeme studovat netlumené kmity,
které vznikaj́ı při malých výchylkách konservativńı soustavy z jej́ı stabilńı rovnovážné
konfigurace.



1.1ŇETLUMENÉ MALÉ KMITY 9

Uvažujme tedy konservativńı soustavu o n stupńıch volnosti, jej́ıž potenciál U je
funkćı (kartézských) souřadnic x1, . . . , xn. Pohybové rovnice soustavy zaṕı̌seme ve tvaru

miẍi = Fi = −∂U

∂xi

, (1.24)

kde mi jsou hmotnostńı konstanty př́ıslušné souřadnićım xi. Soustava je podle definice
v konfiguraci x01, . . . , x0n v rovnováze, jestliže śıly na ni p̊usob́ıćı jsou v této rovnovážné
konfiguraci rovny nule,

Fi|rovn. konfig. = −∂U

∂xi

(x01, . . . , x0n) = 0. (1.25)

To znamená, že v rovnovážné konfiguraci nabývá U stacionárńı (extremálńı) hod-
noty. Rovnovážná konfigurace se nazývá stabilńı, jestliže pohyb vlivem malé poruchy
neopust́ı jisté okoĺı rovnovážné konfigurace (z nestabilńı konfigurace se soustava při
malém vychýleńı vychyluje dále). Rovnováha je stabilńı v těch stacionárńıch bodech
potenciálu U , které odpov́ıdaj́ı lokálńımu ostrému minimu. Při malých výchylkách z
rovnovážné polohy potenciálńı energie roste a śıla vraćı systém do rovnovážné polohy.
Pohyb vlivem malé poruchy pak nevyjde z malého okoĺı rovnovážné konfigurace sous-
tavy. Neńı-li extrém ostrým minimem, existuj́ı směry výchylek, v nichž se potenciálńı
energie nezvětšuje; v těchto směrech se soustava může při malé poruše neomezeně vz-
dalovat.

Jelikož chceme pohybové rovnice soustavy linearisovat v bezprostředńım okoĺı rovno-
vážné konfigurace x01, . . . , x0n, použijeme Taylor̊uv rozvoj funkce U n proměnných
kolem bodu (x01, . . . , x0n) do 2. řádu včetně:

U(x1, . . . , xn) = U(x01, . . . , x0n) +
n∑

i=1

∂U

∂xi

(x01, . . . , x0n)(xi − x0i) + (1.26)

+
1

2

n∑

i,j=1

∂2U

∂xi∂xj

(x01, . . . , x0n)(xi − x0i)(xj − x0j) + . . . ,

Zde člen lineárńı ve výchylkách xi − x0i je podle (1.25) roven nule a nultý člen
můžeme položit rovným nule (volba bodu nulového potenciálu). Při zanedbáńı člen̊u
od 3. řádu můžeme tedy potenciál přibližně zapsat jako kvadratickou formu

U =
1

2

n∑

i,j=1

Uijξiξj (1.27)

v proměnných ξi = xi − x0i s konstantńımi koeficienty

Uij =
∂2U

∂xi∂xj

(x01, . . . , x0n) = Uji, (1.28)

které tvoř́ı symetrickou matici (Uij). Podmı́nka minima znamená, že matice (Uij)
je positivně definitńı (tj. př́ıslušná kvadratická forma (1.27) je positivně definitńı).
Připomeňte si [?] též Sylvestrovo kriterium, podle něhož všechny rohové subdetermi-
nanty muśı být positivńı !
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Pohybové rovnice (1.24), (1.27) po substituci xi = ξi + x0i maj́ı tvar

miξ̈i +
n∑

j=1

Uijξj = 0, i = 1, . . . , n. (1.29)

Tato soustava obyčejných diferenciálńıch rovnic 2. řádu s konstantńımi koeficienty
určuje malé kmity soustavy kolem rovnovážné polohy ξ1 = . . . = ξn = 0. Rovnice (1.29)
maj́ı řešeńı typu eλt a v našem př́ıpadě — bez tlumeńı — speciálně typu exp(±iωt)
nebo cos(ωt + ϕ).

Pro určeńı řešeńı postupem podle Matematické poznámky zapǐsme soustavu (1.29)
v maticovém tvaru. Zavedeme–li konstantńı matice

A = (miδij), B = (Uij) (1.30)

a sloupcový vektor ξ, kde ξT = (ξ1, . . . , ξn), lze soustavu (1.29) zapsat ve tvaru

Aξ̈ + Bξ = 0 (1.31)

(A, B jsou matice n × n, symetrické a positivně definitńı).

1. Hledejme řešeńı ve tvaru
ξ(t) = X cos(ωt + ϕ), (1.32)

kde amplituda X je konstantńı sloupcový vektor. V takovém řešeńı, které ve
fyzice nese název mód (česky též vid) soustavy, všechny části soustavy kmitaj́ı se
stejnou frekvenćı ω a ve fázi.

2. Po dosazeńı (1.32) do soustavy (1.31) obdrž́ıme homogenńı systém

(−ω2A + B)X = 0 (1.33)

n lineárńıch rovnic pro určeńı n neznámých amplitud Xi. Tato rovnice má nenulové
řešeńı, jen když

det(B − ω2A) = |Uij − ω2miδij| = 0, (1.34)

To je tzv. sekulárńı rovnice pro určeńı vlastńıch frekvenćı soustavy. Jako alge-
braická rovnice n–tého stupně pro ω2 má n kořen̊u ω2

1, . . . , ω
2
n. Všechny jsou

positivńı v d̊usledku positivńı definitnosti matic A, B.

3. Dosad́ıme–li jednotlivé kořeny ω2 do systému (1.33) a urč́ıme (normalizovaná)
řešeńı X(k), źıskáme fundamentálńı systém lineárně nezávislých řešeńı soustavy
diferenciálńıch rovnic (1.31)

{X(1) cos(ω1t + ϕ1), . . . , X
(n) cos(ωnt + ϕn)}. (1.35)

Vektory amplitud X(k) určuj́ı tvary mód̊u.

4. Obecné řešeńı (závislé na 2n libovolných reálných konstantách) obdrž́ıme pomoćı
principu superpozice

ξ(t) =
n∑

k=1

AkX
(k) cos(ωkt + ϕk). (1.36)
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Obrázek 1.5: Módy vázaných oscilátor̊u (kyvadel): (a)Pro ϕ1(0) = ϕ2(0), ϕ̇1(0) =
ϕ̇2(0) = 0 jsou výchylky kyvadel jsou stále shodné; (b) Pro ϕ1(0) = −ϕ2(0), ϕ̇1(0) =
ϕ̇2(0) = 0 se výchylky kyvadel lǐśı jen znaménkem; (c) Při jiných počátečńıch
podmı́nkách se módy superponuj́ı. Při jakých počátečńıch podmı́nkách vzniká situace
naznačená na grafu?
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Daľśı podrobnosti o řešeńı úlohy současné diagonalizace dvojice symetrických matic
A, B naleznete např. v klasické učebnici [2]. Najdete tam vysvětleńı, že kvadráty
frekvenćı mód̊u ω2

k jsou vlastńımi č́ısly úlohy

BX = ω2AX (1.37)

a tvary mód̊u X(k) jsou vlastńımi vektory této úlohy. Vlastńı vektory př́ıslušné r̊uzným
vlastńım č́ısl̊um jsou zde ortogonálńı vzhledem ke skalárńımu součinu

(X,Y )A =
n∑

i,j=1

XiAijYj =
n∑

i=1

miXiYi (1.38)

(viz [?], př́ıklady 592 –594). Normu definovanou t́ımto skalárńım součinem pak lze
použ́ıt k normalizaci vlastńıch vektor̊u.

Systém normalizovaných vlastńıch vektor̊u X(k) představuje význačnou ortogonálńı
bázi v Rn. Kartézské souřadnice v nových směrech X(k) se nazývaj́ı normálńı souřadnice
ηk. Lineárńı (A–ortogonálńı) transformace od souřadnic ξi ve standardńı bázi k normálńım
souřadnićım ηk v bázi vlastńıch vektor̊u je

ξ = Cη, kde Cij = X
(j)
i . (1.39)

Ověřte si (viz též [2]), že transformace C provád́ı současnou diagonalizaci matic A,
B:

CtAC = I, CtBC = Λ, (1.40)

kde Λ = diag(ω2
1, . . . , ω

2
n). V d̊usledku transformačńıch vzorc̊u (1.40) se pohybové

rovnice (1.31) po vynásobeńı Ct zleva daj́ı upravit na tvar

Ct(Aξ̈ + Bξ) = CtACη̈ + CtBCη = η̈ + Λη = 0, (1.41)

neboli

η̈k + ω2
kηk = 0. (1.42)

To znamená, že

v normálńıch souřadnićıch se soustava jev́ı jako systém nezávislých har-
monických oscilátor̊u.

Shrnut́ı. Kmitaj́ıćı soustava s n stupni volnosti má právě n mód̊u. Je-li v sous-
tavě vybuzen pouze jeden mód, např. k-tý s úhlovou frekvenćı ωk, pak všechny jej́ı
stupně volnosti kmitaj́ı se stejnou frekvenćı νk = ωk/2π, ve fázi (rovnovážnými polo-
hami procházej́ı současně) a tvar módu je dán poměrem amplitud jednotlivých stupň̊u
volnosti. V daném módu na každý stupeň volnosti p̊usob́ı táž vratná śıla na jednotkovou
výchylku a jednotkovou hmotnost, rovná ω2

k. Každá soustava o n stupńıch volnosti, která
vykonává malé netlumené kmity kolem rovnovážné polohy, je ekvivalentńı soustavě n
nezávislých harmonických oscilátor̊u.
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Obrázek 1.6: Struna

1.2 Kmity struny

Odvozeńı vlnové rovnice pro strunu. Stojaté vlny jako módy. Okrajové podmı́nky,
vlastńı funkce a vlastńı frekvence. Počátečńı podmı́nky a Fourierovy řady.
Obecný pohyb struny.

Vlnová rovnice pro strunu. Jestliže soustava obsahuje velmi mnoho pohyblivých
část́ı (1 mol vzduchu obsahuje NA ≈ 6.1023 molekul) a jestliže pohyb soused́ıćıch část́ı je
téměř stejný, pak můžeme výchylky z rovnovážných poloh (x, y, z) popsat vektorovým
polem

ψ(x, y, z, t) = (ψx(x, y, z, t), ψy(x, y, z, t), ψz(x, y, z, t)),

jež je spojitou funkćı polohy a času. Vzhledem k jej́ımu interpolačńımu charakteru
můžeme předpokládat, že je i dostatečně hladká (diferencovatelná). Vztah kmit̊u diskretńı
soustavy a jej́ı spojité aproximace budeme zkoumat v odd́ılu 1.3.

Pro jednoduchost se omeźıme na jednorozměrnou modelovou soustavu, strunu. Pod
strunou rozumı́me dostatečně tenké pružné vlákno, které klade zanedbatelný odpor
v̊uči ohýbáńı. Strunu si znázorńıme podle obr. 1.6 napjatou silou T v rovnovážné
poloze podél osy z mezi body 0 a L. Budeme uvažovat pouze př́ıčné výchylky ψ(z, t)
ve směru osy x. Necht’ ̺ označuje konstantńı lineárńı hustotu struny. Pak pohybová
rovnice pro krátký úsek struny délky ∆z mezi body z1 a z2 (viz obr. 1.7) se dostane
z I. věty impulsové (zopakujte si ji!) 1

dPx

dt
= F (e)

x
obr1.7
=== F1x + F2x = −|F 1| sin ϑ1 + |F 2| sin ϑ2. (1.43)

Abychom dospěli k výsledné př́ıčné śıle lineárńı v ψ(z, t), budeme předpokládat, že
výchylky jsou velmi malé, takže plat́ı (srovnej [1], př. 1.1)

1. |F 1| = |F 2| = T ,
2. ϑ1, ϑ2 ≪ 1.

1I. věta impulsová. Pro soustavu hmotných bod̊u mα, α = 1, . . . , N pod vlivem
vnitřńıch sil (splňuj́ıćıch zákon akce a reakce) a vněǰśıch sil F (e)

α je časová změna úhrnné
hybnosti soustavy rovna výslednici vněǰśıch sil F (e) =

∑
α F (e)

α . Vzhledem k tomu, že
P =

∑
α mαṙα lze jednoduše vyjádřit pomoćı radiusvektoru těžǐstě R = 1/M

∑
α mαrα,

kde M =
∑

α mα, jako P = MṘ , můžeme I. větu impulsovou zapsat MR̈ = F (e) .
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Obrázek 1.7: K odvozeńı vlnové rovnice

Potom F (e)
x

.
= −T tgϑ1 + T tgϑ2 = T

[
∂ψ
∂z

(z2, t) − ∂ψ
∂z

(z1, t)
]

a pomoćı Lagrangeovy věty

f(b) − f(a) = f ′(ξ)(b − a), a < ξ < b, dostaneme pravou stranu pohybové rovnice

F (e)
x

.
= T

∂2ψ

∂z2
(z0, t)∆z; z1 < z0 < z2. (1.44)

Levá strana pohybové rovnice je

dPx

dt
= ∆m

∂2ψ

∂t2
(zCM , t) = ̺

∂2ψ

∂t2
(zCM , t)∆z, (1.45)

kde zCM je souřadnice těžǐstě (center of mass). Po vykráceńı ∆z provedeme limitu
z2 → z1, přičemž zCM → z1, z0 → z1. Nakonec ṕı̌seme z mı́sto z1:

̺
∂2ψ

∂t2
(z, t) = T

∂2ψ

∂z2
(z, t). (1.46)

Tato vlnová rovnice pro strunu je pohybovou rovnićı pro všechny vnitřńı body struny
z ∈ (0, L). Muśıme ji proto doplnit ještě okrajovými podmı́nkami, které vyjadřuj́ı tzv.
pevné konce2 :

ψ(0, t) = 0 = ψ(L, t), t ∈ R . (1.47)

Stojaté vlny jako módy.
1. Při řešeńı vlnové rovnice (1.46) pomoćı mód̊u předpokládáme tvar řešeńı

ψ(z, t) = X(z) cos(ωt + ϕ). (1.48)

2Okrajová podmı́nka pro tzv. volný konec vyjadřuje, že upevněńı p̊usob́ı nulovou př́ıčnou silou na
strunu. Podle obr. 1.7 v bodě z2 zákon akce a reakce dává

F2x
.
= T tgϑ2 = T

∂ψ

∂z
(z2, t) = 0.

Volný konec struny v bodě z2 = L tedy vyjádř́ıme okrajovou podmı́nkou

∂ψ

∂z
(L, t) = 0 .
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Protože všechny body kmitaj́ı se stejnou frekvenćı a procházej́ı současně rovnovážnou
polohou, jedná se vlastně o stojatou vlnu.

2. Po dosazeńı (1.48) do (1.46) dostaneme

−ω2̺X(z) cos(ωt + ϕ) = TX ′′(z) cos(ωt + ϕ) .

Vzhledem k tomu, že tato rovnice má platit pro všechna t, muśı platit

X ′′(z) + k2X(z) = 0, (1.49)

kde
k2 =

̺

T
ω2. (1.50)

Obyčejná diferenciálńı rovnice (1.49) v prostorové souřadnici z má přesně stejný tvar
jako (1.6) v čase. Jej́ı obecné řešeńı má tedy tvar

X(z) = A sin kz + B cos kz, (1.51)

kde k je kladné (odmocnina z k2). Okrajové podmı́nky pro pevné konce dávaj́ı

X(0) = 0 ⇒ B = 0 ,
X(L) = 0 ⇒ sin kL = 0 .

Posledńı rovnice je transcendentńı a má nekonečně mnoho kořen̊u

km =
mπ

L
, m ∈ Z; (1.52)

poněvadž k > 0, vyb́ıráme pouze kladné hodnoty m = 1, 2 . . . . Př́ıslušné vlastńı
frekvence obdrž́ıme ze vztahu (1.50)

ωm =

√
T

̺
km = m

√
T

̺

π

L
= mω1, (1.53)

νm =
m

2L

√
T

̺
= mν1, m = 1, 2 . . . . (1.54)

Vlastńı frekvence struny jsou tedy celoč́ıselnými násobky základńı frekvence ν1 základńı-
ho tónu; νm pro m > 1 se nazývaj́ı vyšš́ı harmonické (svrchńı tóny). Př́ıslušné vlastńı
funkce

X(m)(z) = sin kmz = sin mπ
z

L

jsou znázorněny na obr. 1.8. Určuj́ı tvar odpov́ıdaj́ıćıho módu. Jejich vlnové délky jsou
λ1 = 2L, λ2 = 2L

2
, λ3 = 2L

3
, . . . , λm = 2L

m
= λ1

m
, . . . Veličina k, nazývaná vlnové č́ıslo,

je tedy s vlnovou délkou spojena vztahem k = 2π/λ. (Veličina σ = 1/λ se nazývá
vlnočet.) Závislost (1.50) úhlové frekvence na vlnovém č́ısle se nazývá disperzńı vztah;
pro strunu máme tedy

ω =

√
T

̺
k. (1.55)

V kapitole 2 uvid́ıme, že pod́ıl ω/k = λν = v je roven tzv. fázové rychlosti.
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Obrázek 1.8: Stojaté vlny na struně s pevnými konci

3. Fundamentálńı systém řešeńı vlnové rovnice je nekonečný,

{sin(kmz) cos(ωmt + ϕm)}∞m=1 .

4. Princip superpozice dává obecné řešeńı ve formě nekonečné řady

ψ(z, t) =
∞∑

m=1

Am sin(kmz) cos(ωmt + ϕm), (1.56)

obsahuj́ıćı nekonečně mnoho konstant Am, ϕm, které se maj́ı určit z počátečńıch podmı́-
nek.

Počátečńı podmı́nky a Fourierovy řady. Protože vlnová rovnice je lineárńı,
obecný pohyb spojité struny upevněné na obou konćıch je dán superpozićı (1.56) všech
mód̊u m = 1, 2, . . . s libovolnými amplitudami Am a fázovými konstantami ϕm. Am-
plitudy a fázové konstanty lze určit z počátečńıch podmı́nek pro polohu a rychlost v
čase t = 0:

ψ(z, 0) = f(z), (1.57)

∂ψ

∂t
(z, 0) = g(z), (1.58)

kde funkce f(z), g(z) jsou předepsány na intervalu 〈0, L〉, v souladu s okrajovými
podmı́nkami. Dosazeńım obecného řešeńı (1.56) do počátečńıch podmı́nek dostaneme

∞∑

m=1

Am sin(kmz) cos ϕm = f(z), (1.59)

∞∑

m=1

Am(−ωm) sin(kmz) sin ϕm = g(z). (1.60)

Levé strany rovnic (1.59), (1.60) představuj́ı Fourierovy rozvoje daných funkćı na
pravé straně a naš́ım úkolem je naj́ıt jejich Fourierovy koeficienty Am cos ϕm resp.
−Amωm sin ϕm.
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Obrázek 1.9: Periodické prodloužeńı funkce f(z)

V matematice se dozv́ıte podmı́nky, za nichž rozvoje funkćı konverguj́ı k rozv́ıjeným
funkćım. Ve fyzice muśı být funkce f(z) dostatečně hladká, aby platilo odvozeńı vlnové
rovnice; v matematice je tř́ıda př́ıpustných f(z) mnohem širš́ı.

Fourier̊uv rozvoj na levé straně (1.59) je zřejmě periodickou funkćı z s periodou
λ1 = 2L. Také pravou stranu f(z), 0 ≤ z ≤ L, můžeme dodefinovat pro všechna
z, abychom obdrželi periodickou funkci F (z) (viz obr. 1.9). Máme tedy tř́ıdu všech
periodických (hladkých) funkćı F (z) s periodou λ1 = 2l, které jsou nulové pro z =
0, z = L.

Fourier̊uv rozvoj lze však psát pro poměrně širokou tř́ıdu funkćı3, jestliže se vzdáme
okrajových podmı́nek odpov́ıdaj́ıćıch pevným konc̊um. Všechny ’rozumné’ periodické
funkce F (z) s periodou λ1, F (z + λ1) = F (z), lze rozvinout

F (z) =
a0

2
+

∞∑

n=1

(an cos nk1z + bn sin nk1z) , (1.61)

kde k1 = 2π/λ1. Přidané kosinové členy pak odpov́ıdaj́ı kmit̊um s volnými konci.

Hledáńı konstant an, bn se nazývá Fourierova analýza. Použ́ıvá se k ńı relaćı ortog-
onality mezi vlastńımi funkcemi:

∫ z1+λ1

z1

sin nk1z sin mk1z dz =
1

2

(∫ z1+λ1

z1

cos(n − m)k1z dz −
∫ z1+λ1

z1

cos(n + m)k1z dz

)
=

=

{
0, n 6= m

1
2
λ1, n = m

}
=

1

2
λ1δmn ,

∫ z1+λ1

z1

cos nk1z cos mk1z dz =
1

2
λ1δmn ,

∫ z1+λ1

z1

sin nk1z cos mk1z dz =
∫ z1+λ1

z1

[sin(n + m)k1z + sin(n − m)k1z] dz = 0 .

Jednotlivé koeficienty vypočteme tak, že řadu (1.61) vynásob́ıme př́ıslušnou vlastńı
funkćı a vyintegrujeme přes periodu λ1 (vlastńı funkce odpov́ıdaj́ıćı a0 je 1); dostaneme
tak vztahy

3Pro tř́ıdu po částech spojitých periodických funkćı s konečným počtem konečných nespojitost́ı
Fourierova řada (1.61) konverguje k dané funkci, přičemž v bodech nespojitosti konverguje k aritmet-
ickému pr̊uměru jej́ıch hodnot.
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am =
2

λ1

z1+λ1∫

z1

F (z) cos mk1z dz ,

bm =
2

λ1

z1+λ1∫

z1

F (z) sin mk1z dz .

(1.62)

Analogické vztahy lze samozřejmě psát pro Fourierovy řady periodické funkce času
(ω = 2π/T ):

F (t) =
a0

2
+

∞∑

n=1

(an cos nωt + bn sin nωt) ,

an =
2

T

∫ t1+T

t1
F (t) cos nωt dt ,

bn =
2

T

∫ t1+T

t1
F (t) sin nωt dt .

1.3 Př́ıčné kmity řet́ızku atomů

Znalost řešeńı pohybu struny metodou stojatých vln (Fourierovou metodou) nám pomů-
že k vyřešeńı úlohy na určeńı kmit̊u nejjednodušš́ı periodické struktury — jednorozměrného
řet́ızku atomů. Vedle nového pohledu na spojitou strunu jako na limitńı př́ıpad řet́ızku,
má tato úloha zásadńı d̊uležitost v teorii pevných látek s krystalickou strukturou.

Zkoumejme tedy př́ıčné kmity soustavy N hmotných bod̊u (všechny o hmotnosti
M) spojených pružinkami (všechny o tuhosti K) podle obr. 1.10 . V rovnovážné poloze
je řet́ızek napjat silou T = Ka. Výchylky hmotných bod̊u ve směru osy x označ́ıme
ψn, n = 1, 2, . . . , N . Při malých výchylkách můžeme sestavit lineárńı pohybovou rovnici
pro n-tý hmotný bod postupem analogickým postupu u spojité struny.

Podle obr. 1.11 p̊usob́ı na n-tý hmotný bod pouze pružné śıly od sousedńıch atomů,

Mψ̈n = Fx = F1x + F2x = −|F 1| sin ϑ1 + |F 2| sin ϑ2 . (1.63)

Vzhledem k tomu, že śıly záviśı lineárně na prodloužeńı, plat́ı Fx = T tgϑ2 − T tgϑ1,
takže dostáváme soustavu lineárńıch pohybových rovnic

Mψ̈n = T
ψn+1 − ψn

a
− T

ψn − ψn−1

a
(1.64)

pro hmotné body n = 1, 2, . . . , N . Pro krajńı body muśıme pohybové rovnice doplnit
okrajovými podmı́nkami (pevné konce) ψ0(t) = 0 = ψN+1(t).

Pohybové rovnice řeš́ıme metodou mód̊u z odd́ılu 1.1, tj. hledáme módy soustavy

ψn(t) = Xn cos(ωt + ϕ) , n = 1, 2, . . . , N . (1.65)

Všimněte si, že index n odpov́ıdá souřadnici z v ψ(z, t) pro spojitou strunu. Dosazeńı
módu (1.65) do (1.64) vede na soustavu N lineárńıch homogenńıch rovnic pro amplitudy
Xn

−ω2Xn =
K

M
(Xn+1 − 2Xn + Xn−1) , (1.66)
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Obrázek 1.10: Rovnovážná poloha řet́ızku N hmotných bod̊u

Obrázek 1.11: K odvozeńı pohybové rovnice

kde X0 = XN+1 = 0. Nenulové řešeńı existuje jen v př́ıpadě, že X je vlastńım vektorem
matice soustavy. Mı́sto sestaveńı a řešeńı sekulárńı (charakteristické) rovnice ukážeme,
že stojaté vlny X(z) = A sin kz + B cos kz v bodech z = na, tj.

Xn = X(na) = A sin kna + B cos kna (1.67)

řeš́ı (1.66) pro nějaké ω. Stač́ı vypoč́ıtat

Xn+1 + Xn−1 =
A [sin(kna + ka) + sin(kna − ka)] + B [cos(kna + ka) + cos(kna − ka)] =

= 2(A sin kna + B cos kna) cos ka = 2Xn cos ka

a srovnat s (1.66) ve formě

Xn+1 + Xn−1 = Xn(2 − M

K
ω2) .

Vid́ıme, že (1.67) je nenulovým řešeńım (1.66) za podmı́nky

2 cos ka = 2 − M

K
ω2 , (1.68)

neboli
ω2 = 2

K

M
(1 − cos ka) = 4

K

M
sin2 ka

2
. (1.69)

Graf tohoto nelineárńıho disperzńıho vztahu

ω = 2

√
K

M
sin

ka

2
, 0 ≤ ka

2
≤ π

2
(1.70)
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Obrázek 1.12: Disperzńı vztah pro řet́ızek atomů

je na obr. 1.12. Slouž́ı k určeńı vlastńıch frekvenćı ωm řet́ızku pro hodnoty km, které
vyplývaj́ı z okrajových podmı́nek:

X0 = 0 ⇒ B = 0
XN+1 = 0 ⇒ A sin k(N + 1)a = 0.

(1.71)

Dostáváme tedy N vlnových č́ısel

km =
m π

(N + 1)a
, m = 1, . . . , N (1.72)

Př́ıslušné módy jsou zakresleny na obr.1.13. 4

Obecné řešeńı je lineárńı superpozićı nalezených mód̊u,

ψn(t) =
N∑

m=1

Am sin(kmna) cos(ωmt + ϕm), (1.74)

s libovolnými konstantami Am, ϕm.
Na závěr se vrat’me ke spojité limitě řet́ızku a → 0. Vzhledem k dané délce L =

= (N + 1)a, lineárńı hustotě ̺ = M/a a śıle T = Ka muśı současně a → 0, N → ∞,
M → 0, K → ∞. V této limitě můžeme disperzńı vztah přibližně vyjádřit pomoćı
Taylorova rozvoje funkce sinus,

ω = 2

√
K

M
sin

ka

2
= 2

√
K

M

(
ka

2
− 1

3!
(
ka

2
)3 + · · ·

)
.
=

√
T

a2̺

(
ka − 1

24
(ka)3 + · · ·

)
.

(1.75)

4Řešeńı pro m = N+1 je identicky nulové, tedy jako pro m = 0, pro vyšš́ı hodnoty m = N+2, . . . se
— až na znameńı výchylek — periodicky opakuj́ı módy m = 1, 2, . . . , N . Např. pro m = N +1+ l , l =
1, . . . , N ,

Xn = sin kN+1+lna = sin

(
lnπ

N + 1
+ nπ

)
= (−1)n sin

lnπ

N + 1
. (1.73)

Z jiného pohledu, tato vyšš́ı vlnová č́ısla odpov́ıdaj́ı p̊ulvlnám kratš́ım než je vzdálenost a. V odd́ıle
3.3 uvid́ıme, že při frekvenćıch ω > ωmax se mı́sto takových vln realizuj́ı kvalitativně zcela odlǐsná
řešeńı.
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Obrázek 1.13: Módy na řet́ızku atomů

V limitě a → 0 tak zbývá jen prvńı člen, který dává disperzńı vztah pro spojitou strunu

ω =
√

T/̺ k . Zanedbáńı člen̊u vyšš́ıho řádu je u řet́ızku možné, když

ka ≪ 1, tj. když
λ

2π
≫ a . (1.76)

Spojitá limita je tedy dobrou aproximaćı pouze tehdy, když vlnové délky mód̊u jsou
dostatečně velké v̊uči vzdálenosti sousedńıch bod̊u a. Pak se ovšem výchylky sousedńıch
bod̊u budou velmi málo lǐsit. Z těchto d̊uvod̊u často mluv́ıme o dlouhovlnné limitě.

1.4 Vynucené kmitáńı tlumených soustav pod vlivem

harmonické bud́ıćı śıly

V tomto odd́ıle si nejprve zopakujeme základńı vlastnosti pohybu tlumeného harmoni-
ckého oscilátoru ([4], odd́ıl 2.2) Jeho pohybová rovnice

mẍ = −kx − hẋ (1.77)

má na pravé straně součet elastické śıly a śıly viskózńıho tlumeńı, která je úměrná
rychlosti a mı́̌ŕı proti směru pohybu.

Diferenciálńı rovnice (1.77) má tvar (1.5)

ẍ + 2δẋ + ω2
0x = 0 , (1.78)

kde ω2
0 = k/m a parametr δ = h/2m > 0 se nazývá dekrement útlumu. Řešeńı (1.77)

hledáme ve tvaru x(t) = exp λt, který vede na charakteristickou rovnici

λ2 + 2δλ + ω2
0 = 0 . (1.79)

Podle hodnoty diskriminantu D = 4(δ2 − ω2
0), tedy podle velikosti útlumu, dostáváme

tři typy řešeńı:
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Obrázek 1.14: Graf slabě tlumených kmit̊u

D = 4(δ2 − ω2
0) Útlum Pohyb

< 0 slabý periodický tlumený
= 0 kritický aperiodický mezńı
> 0 silný aperiodický

Zapǐsme podrobně tvar řešeńı rovnice (1.78) pouze pro př́ıpad slabého tlumeńı δ <
ω0, který budeme potřebovat v daľśıch kapitolách. V tomto př́ıpadě má charakteristická
rovnice kořeny

λ1,2 = −δ ± iω , kde ω =
√

ω2
0 − δ2 , (1.80)

takže obecné řešeńı je dáno vztahy (odvod’te!)

x(t) = e−δt
(
C1e

iωt + C1e
−iωt

)
(1.81)

nebo
x(t) = Ae−δt cos(ωt + α) . (1.82)

Při slabém útlumu tedy oscilátor kmitá, ale amplituda kmit̊u exponenciálně klesá k
nule (viz obr.1.14).

Mechanická energie oscilátoru se vlivem viskózńıho tlumeńı měńı nevratně v teplo.
Tuto ztrátu energie lze vyrovnávat dodáváńım energie vněǰśı periodickou silou Fx(t) =
F0 cos Ωt . Pohybová rovnice pro vynucené kmity má pak tvar

mẍ = −kx − hẋ + F0 cos Ωt , (1.83)

neboli
ẍ + 2δẋ + ω2

0x = B cos Ωt , (1.84)

kde B = F0/m.
Obecné řešeńı závislé na dvou integračńıch konstantách je podle nauky o difer-

enciálńıch rovnićıch superpozićı řešeńı xhom(t) rovnice s nulovou pravou stranou (1.78),
tedy (1.81) nebo (1.82) a partikulárńıho řešeńı xpart(t) rovnice (1.84),

x(t) = xhom(t) + xpart(t) . (1.85)
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Obrázek 1.15: Ǐ. Amplituda C(Ω), II. Fázové posunut́ı Φ(Ω) a) pro zanedbatelné
tlumeńı, b) pro δ = 0, 2 ω0, c) pro δ = 5ω0.

(Ověřte!)

Připomeňme, že partikulárńı řešeńı při speciálńım tvaru pravé strany rovnice (1.84)
lze snadno nalézt: do (1.84) dosad’te předpokládaný tvar řešeńı

xpart(t) = C(Ω) cos(Ωt + Φ(Ω)) (1.86)

a porovnáńım koeficient̊u u cos Ωt a sin Ωt vypoč́ıtejte

C(Ω) =
B

√
(ω2

0 − Ω2)2 + 4δ2Ω2
, (1.87)

tgΦ(Ω) = − 2δΩ

ω2
0 − Ω2

. (1.88)

Závislost amplitudy C na bud́ıćı úhlové frekvenci Ω dosahuje (při dosti slabém útlumu

δ < ω/
√

2) při hodnotě Ωr =
√

ω2
0 − 2δ2 rezonančńıho maxima.

Rezonančńı křivka na obr.1.15.I je grafem závislosti C(Ω). Při Ω = 0 (konstantńı
bud́ıćı śıla) má oscilátor statickou výchylku B/ω2

0, při rezonančńı frekvenci Ωr kmitá s
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Obrázek 1.16: Energie vynucených kmit̊u — skutečná vystředovaná energie a jej́ı
Lorentzova aproximace (čerchovaně) pro δ = 0.2 ω0

maximálńı amplitudou

Cm =
B

2δ
√

ω2
0 − δ2

. (1.89)

Viděli jsme, že obecné řešeńı (1.85) se skládá ze dvou část́ı (1.82) a (1.86)

x(t) = Ae−δt cos(ω0t + α) + C(Ω) cos(Ωt + Φ(Ω)) . (1.90)

V prvńı části záviśı na dvou integračńıch konstantách A,α, které se urč́ı ze dvou
počátečńıch podmı́nek. Všimněte si, že tato prvńı část se časem exponenciálně utlumı́,
představuje tedy přechodný jev. Druhý člen, který přetrvává po odezněńı přechodného
jevu, se nazývá ustálený (stacionárńı) děj. Z pr̊uběhu fáze Φ(Ω) (obr.1.15.II) je patrné,
že fáze ustáleného děje je záporná, vynucené kmity soustavy se zpožd’uj́ı za kmity bud́ıćı
śıly.

Zaj́ımavé je chováńı řešeńı (1.90) pro velmi slabé až zanedbatelné tlumeńı
δ ≪ ω. V tomto př́ıpadě rezonančńı křivka (obr.1.15.I.a) má velmi úzké a vysoké
rezonančńı maximum při Ωr ≈ ω0 a fáze Φ(Ω) se skokem měńı z 0 na −π. Energie
přechodného jevu exponenciálně klesá s časem

Ehom(t) =
1

2
mẋ2

hom +
1

2
kx2

hom ≈ 1

2
mω2

0A
2e−2δt (1.91)

s časovou konstantou τ = 1/(2δ). Celková energie oscilátoru při ustáleném ději se
periodicky měńı s periodou T = 2π/Ω bud́ıćı śıly:

E(t) =
1

2
mẋ2

part +
1

2
kx2

part =

=
1

2
mΩ2C2 sin2(Ωt + Φ) +

1

2
mω2

0C
2 cos2(Ωt + Φ) .

(1.92)
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Tuto energii můžeme vystředovat přes periodu

ĒT =
1

2
m

Ω2 + ω2
0

2
C2 (1.93)

V těsné bĺızkosti rezonance lze pr̊uběh energie aproximovat jednodušš́ı Lorentzovou
(Breit-Wignerovou) křivkou (viz obr. 1.16 a [1], př. 4.13)

E ≈ 1

8

mB2

(Ω − ω0)2 + (Γ
4
)2

. (1.94)

Zde Γ = 2δ znač́ı š́ı̌rku rezonančńı křivky (1.94) v polovičńı výšce Emax/2, kde

Emax =
mB2

2Γ2
.

(Ověřte!) 5

Cvičeńı 1. Při ustáleném ději je veškerá energie dodávaná bud́ıćı silou přeměňována
viskózńım tlumičem na teplo. Vypoč́ıtejte středńı výkon P̄ dodaný bud́ıćı silou během
jedné periody T = 2π/Ω a ukažte, že je roven středńımu výkonu spotřebovanému
třeńım. [

P̄ =
mδΩ2B2

(ω2
0 − Ω2)2 + 4δ2Ω2

]

Cvičeńı 2. Ukažte, že při velmi slabém tlumeńı δ ≪ ω0 lze určit ’dobu života’ τ
soustavy ponechané bez vlivu bud́ıćı śıly z š́ı̌rky Γ rezonančńı křivky pro energii podle
vztahu

Γτ ≈ 1 .

Cvičeńı 3. Obvykle se zavád́ı činitel jakosti (kvalita) slabě tlumeného oscilátoru
jako bezrozměrné č́ıslo

Q =
ω0E

P
.

Ukažte, jak lze vlastnosti oscilátoru ω0, Q určit z rezonančńı křivky (1.94) pro energii.[
Q ≈ ω0

Γ

]

5Ve skriptech [4] jste se zabývali jinou aproximaćı. Ta však neńı tak přesná.
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Kapitola 2

Postupné vlny

2.1 Postupné vlny na struně

d’Alembertovo řešeńı vlnové rovnice a jeho fyzikálńı smysl. Fáze, fázová
rychlost, retardovaný čas.

Soustavy, které jsme doposud uvažovali, byly uzavřené, ohraničené, takže energie
kmitáńı z̊ustávala v meźıch soustavy. Kmity struny upevněné na obou konćıch byly
popsány jako superpozice mód̊u — stojatých vln.

Nyńı budeme uvažovat soustavy otevřené, neohraničené. Vlny vzbuzené v otevřeném
prostřed́ı se nazývaj́ı postupné vlny. Putuj́ı od zdroje, který je bud́ı, nenávratně pryč.
Př́ıpadné vzdálené meze soustavy mohou vést k odraz̊um, které si podrobně poṕı̌seme
v kapitole 5.

Vrat’me se opět k jednorozměrné modelové soustavě — homogenńı struně — nyńı
natažené podél osy z od −∞ do +∞. Zapǐsme pohybovou rovnici struny

∂2ψ

∂t2
= v2∂2ψ

∂z2
, v2 =

T

̺
. (2.1)

Obecné řešeńı urč́ıme d’Alembertovou metodou. Zavedeme nové nezávislé proměnné

(z, t) 7−→ (ξ = z − vt, η = z + vt) (2.2)

a polož́ıme ψ̃(ξ, η) = ψ(z, t). Pak transformujeme parciálńı derivace

∂ψ

∂t
=

∂ψ̃

∂ξ

∂ξ

∂t
+

∂ψ̃

∂η

∂η

∂t
=

(
−v

∂

∂ξ
+ v

∂

∂η

)
ψ̃ , (2.3)

∂ψ

∂z
=

∂ψ̃

∂ξ

∂ξ

∂z
+

∂ψ̃

∂η

∂η

∂z
=

(
∂

∂ξ
+

∂

∂η

)
ψ̃ . (2.4)

Druhé derivace vzniknou iteraćı předešlých operaćı,

∂2ψ

∂t2
=

∂

∂t

∂

∂t
ψ =

(
−v

∂

∂ξ
+ v

∂

∂η

) (
−v

∂

∂ξ
+ v

∂

∂η

)
ψ̃ , (2.5)

∂2ψ

∂z2
=

∂

∂z

∂

∂z
ψ =

(
∂

∂ξ
+

∂

∂η

) (
∂

∂ξ
+

∂

∂η

)
ψ̃ . (2.6)

27
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Obrázek 2.1: Význam fázové rychlosti

Po dosazeńı do vlnové rovnice (2.1) zbudou v ńı pouze smı́̌sené derivace

4
∂2ψ̃

∂ξ∂η
= 0 , (2.7)

nebot’ pro dostatečně hladkou funkci plat́ı ∂2ψ̃/∂ξ∂η = ∂2ψ̃/∂η∂ξ . Řešeńı rovnice (2.7)
— d’Alembertovo řešeńı vlnové rovnice —

ψ̃(ξ, η) = F (ξ) + G(η) (2.8)

je součtem dvou libovolných funkćı, z nichž každá triviálně řeš́ı (2.7). V p̊uvodńıch
souřadnićıch z, t

ψ(z, t) = F (z − vt) + G(z + vt) . (2.9)

Jaký fyzikálńı smysl má d’Alembertovo řešeńı (2.9) ? Všimněte si pr̊uběhu řešeńı s
G ≡ 0, tj. ψ(z, t) = F (z − vt), v časech t1 a t2 > t1 podle obr. 2.1, kde F je krátký
puls. Argument z − vt funkce F se nazývá fáze. Na obr. 2.1 mı́sto s určitou hodnotou
fáze

z1 − vt1 = z2 − vt2 = C (2.10)

odpov́ıdá stejné výchylce

F (z1 − vt1) = F (z2 − vt2) = F (C). (2.11)

Toto mı́sto konstantńı fáze se podle (2.10) pohybuje ve směru osy z fázovou rychlost́ı
v:

z2 − z1 = v(t2 − t1) . (2.12)

Celý puls tedy postupuje ve směru +z beze změny tvaru. Podobně funkce G(z + vt)
představuje (obecně jiný) puls postupuj́ıćı po struně beze změny tvaru rychlost́ı −v,
tedy ve směru −z.
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Obrázek 2.2: Vyśıláńı postupné vlny na struně

Př́ıklad. Vyzařováńı postupných vln. Necht’ je struna upevněna v bodě z = 0 a sahá
velmi daleko (podél kladné osy z). Předpokládejme, že počátkem struny pohybuje hnaćı
mechanismus (vyśılač) předepsaným zp̊usobem

ψ(0, t) = x(t) , (2.13)

kde x(t) je daná funkce času (obr. 2.2). Jde vlastně o vyśıláńı vlny po struně z počátku
z = 0. Pro jednoznačnost řešeńı této úlohy je nutné předepsat ještě tzv. podmı́nku
vyzařováńı

G ≡ 0 , (2.14)

tj. že se po struně neš́ı̌ŕı žádný signál z +∞. Pak

ψ(z, t) = F (z − vt) , (2.15)

kde funkci F urč́ıme z podmı́nky (2.13):

ψ(z, t) = F (z − vt) = F
(
0 − v

(
t − z

v

))
= ψ

(
0, t − z

v

)
= x

(
t − z

v

)
. (2.16)

Výchylky počátku se š́ı̌ŕı po struně směrem +z rychlost́ı v. Výchylka ψ(z, t) v mı́stě z
v čase t je stejná jako v z = 0 v dř́ıvěǰśım, tzv. retardovaném čase

t′ = t − z

v
. (2.17)

2.2 Harmonická postupná vlna

Jestliže hnaćı mechanismus vykonává harmonický pohyb

x(t) = A cos(ωt + α) , (2.18)

pak se po struně š́ı̌ŕı harmonická postupná vlna

ψ(z, t) = x
(
t − z

v

)
= A cos(ωt − kz + α) , (2.19)
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Obrázek 2.3: Rovinná vlna

kde k = ω/v se nazývá vlnové č́ıslo. Fáze vlny je ωt − kz + α, frekvence ν = ω/2π,
perioda T = 1/ν, vlnová délka λ = 2π/k. Jakou fázi má harmonická postupná vlna
š́ı̌ŕıćı se ve směru záporné osy z?

Vztah

ω = vk , v =

√
T

̺
, (2.20)

je disperzńı vztah pro strunu. Jiné, nelineárńı disperzńı vztahy ω = ω(k) budeme
studovat v kap. 3.

Ukažme si ještě na př́ıkladě, jak řešeńı pomoćı stojatých vln z odd́ılu 1.2 lze převést
na superpozici stojatých vln postupuj́ıćıch proti sobě:

ψ(z, t) =
∞∑

m=1

Am sin kmz sin ωmt = (2.21)

=
1

2

∞∑

m=1

Am cos(kmz − ωmt) − 1

2

∞∑

m=1

Am cos(kmz + ωmt) . (2.22)

2.3 Rovinná vlna

Př́ımým zobecněńım postupných vln v trojrozměrném př́ıpadě jsou rovinné vlny. Vztah

ψ(x, y, z, t) = F (z − vt) (2.23)

totiž definuje vlnu v prostoru, pro niž množina bod̊u konstantńı fáze (v daném čase t1)
je rovina

z − vt1 = C (2.24)

kolmá k ose z a prot́ınaj́ıćı ji v bodě z1 = vt1 + C (obr. 2.3). Rovinná vlna (2.23) je
řešeńım vlnové rovnice v trojrozměrném prostoru

∂2ψ

∂t2
= v2∆ψ = v2

(
∂2ψ

∂x2
+

∂2ψ

∂y2
+

∂2ψ

∂z2

)
, (2.25)

nebot’ parciálńı derivace podle x a y jsou nulové.
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Vzhledem k tomu, že Laplace̊uv operátor ∆ = ∇.∇ je invariantńı při rotaci souřadného
systému [5], je řešeńım prostorové vlnové rovnice (2.25) rovinná vlna š́ı̌ŕıćı se v libo-
volném směru určeném jednotkovým vektorem s :

ψ(r , t) = F (s .r−vt) , |s | = 1 . (2.26)

Výraz (2.26) přecháźı zřejmě v (2.23), zvoĺıme-li s = (0, 0, 1). Rovina konstantńı fáze
(v čase t1) je nyńı dána rovnićı

s .r−vt1 = C , (2.27)

neboli známou rovnićı roviny kolmé k vektoru s= (sx, sy, sz),

sxx + syy + szz − vt1 − C = 0 . (2.28)

Harmonickou rovinnou vlnu obdrž́ıme z (2.26) pro funkci

ψ(0, t) = F (−vt) = A cos(ωt + α) ,

tj.

ψ(r , t) =ψ
(
0, t − s.r

v

)
=A cos(ωt−k .r +α) .

Zde zavedený vektor ve směru š́ı̌reńı

k = ks

se nazývá vlnový vektor. Př́ıslušný disperzńı vztah je nyńı

ω = vk = v
√

k2
x + k2

y + k2
z .

Poznámka. Od rovinné vlny muśıme odlǐsovat sférickou vlnu vyśılanou bodovým
zdrojem. Množina bod̊u konstantńı fáze (vlnoplocha) takové vlny

r − vt1 = C (2.29)

je sféra o poloměru r se středem ve zdroji. Potom např́ıklad harmonická sférická vlna
má tvar

ψ(r, t) = A cos(ωt − kr + α)

a rovnice sférické vlnoplochy je

kr = ωt1 + α + C .

Matematická poznámka. V d’Alembertově řešeńı (2.9) lze elegantńım zp̊usobem
uplatnit počátečńı podmı́nky

ψ(z, 0) = f(z) , (2.30)

∂ψ

∂t
(z, 0) = g(z) . (2.31)

Dosazeńım (2.9) do (2.31) a (2.31) dostaneme vztahy

F (z) + G(z) = f(z) , (2.32)

−vF ′(z) + vG′(z) = g(z) . (2.33)
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Rovnici (2.33) vynásob́ıme −1/v a zintegrujeme od 0 do z

F (z) − G(z) − F (0) + G(0) = −1

v

∫ z

0
g(z′)dz′ . (2.34)

Lineárńı rovnice (2.32), (2.34) pro F (z), G(z) snadno vyřeš́ıme:

F (z) =
1

2
f(z) − 1

2v

∫ z

0
g(z′)dz′ +

1

2
F (0) − 1

2
G(0) , (2.35)

G(z) =
1

2
f(z) +

1

2v

∫ z

0
g(z′)dz′ − 1

2
F (0) +

1

2
G(0) . (2.36)

Dosazeńım do (2.9) pak dostaneme konečný výsledek

ψ(z, t) =
1

2
f(z − vt) +

1

2
f(z + vt) +

1

2v

∫ z+vt

z−vt
g(z′)dz′ . (2.37)

Cvičeńı. Rozmyslete si, jaké vlny se š́ı̌ŕı po struně

a) když je struna v čase t = 0 vychýlena podle ψ(z, 0) = f(z) a puštěna s nulovou
počátečńı rychlost́ı g(z) ≡ 0 ,

b) při rozkmitáńı úderem g(z) 6= 0 z rovnovážné polohy f(z) = 0 .



Kapitola 3

Vlny v disperzńım prostřed́ı

3.1 Disperze světla v látkách

Jev disperze světla. Klasický model disperzńıho prostřed́ı. Disperze elektro-
magnetických vln v plazmatu, aplikace na ionosféru. Rozlǐseńı prostřed́ı: dis-
perzńı — nedisperzńı, transparentńı — reaktivńı. Plazma a řet́ızek atom̊u
jako př́ıklady reaktivńıch prostřed́ı. Kvazimonochromatické vlnové baĺıky: vz-
tah mezi š́ıřkou vlnového baĺıku a š́ıřkou jeho spektra, š́ıřeńı vlnového baĺıku
v disperzńım prostřed́ı, grupová rychlost. Fourierova transformace.

Důsledky disperze neboli rozkladu světla dobře znáte: např. duhu nebo rozklad
světla skleněným hranolem. V druhém efektu (obr. 3.1) je b́ılé světlo lomem na dvou
rozhrańıch rozloženo na viditelné spektrum sahaj́ıćı od červené až po fialovou barvu.
O mechanismu vzniku duhy si přečtěte v [6].

V kap. 6 si podrobněji ukážeme, že světlo je elektromagnetické vlněńı, které se š́ı̌ŕı
ve vakuu s fázovou rychlost́ı c = 3.108 m/s. V dielektrickém prostřed́ı o permitivitě ε
a permeabilitě µ je jeho fázová rychlost

v =
1√
µε

. (3.1)

Pro vakuum plat́ı vztah c = 1/
√

ε0µ0 . Index lomu prostřed́ı n je pak definován vztahem

n =
c

v
=

√
εµ

ε0µ0

=
√

εrµr
.
=

√
εr , (3.2)

Obrázek 3.1: Rozklad světla hranolem

33
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Obrázek 3.2: Snell̊uv zákon lomu

kde ε = ε0εr, µ = µ0µr. Pro obvyklá pr̊uhledná prostřed́ı jsme položili µr
.
= 1, protože

µr se od jedničky lǐśı až na třet́ım resp. šestém desetinném mı́stě (pro paramagnetické,
resp. diamagnetické látky).

Pr̊uchod světla hranolem se ř́ıd́ı Snellovým zákonem lomu (obr. 3.2)

n1 sin ϑ1 = n2 sin ϑ2 ,

kde n1, n2 jsou indexy lomu po obou stranách rozhrańı. Vlnové délky viditelného světla
sahaj́ı od 400 do 800 nm a odpov́ıdaj́ı barvám od fialové po červenou. Při rozkla-
du světla hranolem je tedy světlo rozloženo na monochromatické (harmonické) vlny.
Protože nvzduch = 1, znamená to, že index lomu skla a tud́ıž i fázová rychlost světla
ve skle jsou závislé na (vakuové) vlnové délce neboli ekvivalentně na úhlové frekvenci
ω, v(ω) = c/n(ω). Vzhledem k tomu, že v = ω/k, dá se tato vlastnost skla vyjádřit
nelineárńım disperzńım vztahem

ω =
c

n(ω)
k. (3.3)

Z tohoto hlediska model struny z kapitol 1 a 2 představuje nedisperzńı prostřed́ı, v němž

ω

k
= v =

√
T

̺
= konst. (3.4)

a harmonické vlny s libovolnými frekvencemi se š́ı̌ŕı touž fázovou rychlost́ı! Důsledkem

pak je i š́ı̌reńı vlny libovolné formy beze změny tvaru fázovou rychlost́ı v =
√

T/̺.
Disperzńı křivka pro sklo je nelineárńı, pro ilustraci je na obr. 3.3 vynesena závislost
indexu lomu na úhlové frekvenci v oboru viditelného světla (tzv. normálńı disperze).

Nejjednodušš́ı model disperzńıho prostřed́ı, který popisuje základńı rysy disperze,
vycháźı z elektronové teorie látek. Stač́ı k tomu sto let stará představa J.J.Thomsona,
že elektrony v atomech se v klidu nacházej́ı v rovnovážných polohách a po vychýleńı
(vlivem srážek) vykonávaj́ı malé kmity a vyzařuj́ı se speciálńımi vlastńımi frekvencemi
charakteristickými pro daný atom. Disperze světla, které dopadá na látku, pak vzniká
jako odezva látky na dopadaj́ıćı elektromagnetickou vlnu.

Reakce látky je součtem (lineárńıch) reakćı jednotlivých elektron̊u. Elektron s vlastńı
frekvenćı ω0 pod vlivem elektromagnetického pole dopadaj́ıćı vlny o úhlové frekvenci
ω < ω0 má pohybovou rovnici

mr̈ + mω2
0r = eE (t) = eE 0 cos ωt (3.5)
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Obrázek 3.3: Sklo jako disperzńı prostřed́ı

vynucených kmit̊u (m
.
= 9, 1.10−31 kg, e = −1, 6.10−19 C, magnetickou část Lorentzovy

śıly lze zanedbat — proč?). Ustálené kmity elektronu jsou dány partikulárńım řešeńım

r (t) =
e

m(ω2
0 − ω2)

E 0 cos ωt .

Lineárńı odezva látky vzniká součtem indukovaných elektrických dipólových moment̊u
jednotlivých elektron̊u

p (t) = er (t) =
e2

m(ω2
0 − ω2)

E (t) . (3.6)

Výsledný vektor polarizace P (t) je dipólovým momentem objemové jednotky látky

P = Np , (3.7)

kde N je počet elektron̊u (typu ω0) v 1 m3. Index lomu lze nyńı vypoč́ıtat ze vztahu

D (t) = ε0E (t)+P (t) = εE (t)

dosazeńım (3.6), (3.7):

ε0

(
1 +

Ne2

ε0m(ω2
0 − ω2)

)
E (t) = εE (t) ,

tedy

n(ω) =
√

εr =

√√√√1 +
Ne2

ε0m(ω2
0 − ω2)

. (3.8)

Graf této závislosti (obr.3.3) ukazuje, že frekvence ω0 lež́ı v ultrafialové oblasti. Vzorec
(3.8) se dá zapsat pro elektrony v́ıce typ̊u ωk s hustotami Nk ve formě

n(ω) =

√√√√1 +
∑

k

Nke2

ε0m(ω2
k − ω2)

.



36 KAPITOLA 3. VLNY V DISPERZNÍM PROSTŘEDÍ

Pro látky s malou hustotou elektron̊u se vzorec (3.8) aproximuje podle (1 + x)1/2 ≈
1 + 1

2
x, x ≪ 1,

n(ω) ≈ 1 +
1

2

Ne2

ε0m(ω2
0 − ω2)

. (3.9)

V této formě jej naleznete v př́ıkladech [1], kap. 4. Singularity vzorc̊u při rezonančńıch
frekvenćıch se daj́ı odstranit v přesněǰśım popisu elektronu vyzařuj́ıćıho s radiačńım
útlumem [5], kap. 9.

Š́ı̌reńı elektromagnetické vlny v disperzńım prostřed́ı se tedy ř́ıd́ı př́ıslušným dis-
perzńım vztahem

ω = ω(k) .

Prostřed́ı je pro tyto vlny transparentńı. Podle disperzńıho vztahu však dobře defino-
vanou fázovou rychlost v = ω(k)/k maj́ı pouze monochromatické (harmonické) pos-
tupné vlny

ψ(z, t) = A cos(ωt − kz + ϕ) .

Všimněte si, že dosazeńı tohoto ψ do vlnové rovnice (2.1) vede d́ıky rovnostem

∂2ψ

∂t2
= −ω2ψ,

∂2ψ

∂z2
= −k2ψ (3.10)

právě k disperzńımu vztahu ω2 = v2k2.

3.2 Elektromagnetické vlny v plazmatu

Plazma, zvané též čtvrté skupenstv́ı hmoty, je ionizovaný plyn, tedy soustava volně se
pohybuj́ıćıch elektron̊u a kladně nabitých iont̊u. Vzhledem k velkým hmotnostem iont̊u
lze zkoumat pohyb elektronového podsystému. Abychom zjistili odezvu plazmatu na
dopadaj́ıćı elektromagnetickou vlnu, vyjdeme (jako v odstavci 3.1) z pohybové rovnice
jednoho elektronu

mr̈ = eE (t) = eE 0 cos ωt .

Vid́ıme, že je to rovnice (3.5) pro ω0 = 0, takže můžeme převźıt výsledek (3.8)

n(ω) =
√

εr =

√

1 − Ne2

ε0mω2
, (3.11)

kde N je počet elektron̊u v objemové jednotce plazmatu.
Pro š́ı̌reńı elekromagnetických vln v plazmatu je d̊uležitá veličina

ωp =

√
Ne2

mε0

zvaná plazmová frekvence. Vztah (3.11) pak lze psát

ω2n2 = ω2 − ω2
p .

S využit́ım n = c/v a ω/v = k dospějeme k disperzńımu vztahu pro plazma

ω2 = ω2
p + c2k2 (3.12)
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Při ω > ωp je plazma transparentńım disperzńım prostřed́ım. Jak se plazma chová
k elektromagnetickým vlnám s úhlovými frekvencemi ω < ωp ? K tomu nejprve pomoćı
(3.10) zaṕı̌seme vlnovou rovnici pro plazma, která pro harmonické vlny vede právě na
disperzńı vztah (3.12):

−ω2ψ = −ω2
pψ − c2k2ψ

(3.10)
==⇒ ∂2ψ

∂t2
= −ω2

pψ + c2∂2ψ

∂z2
. (3.13)

Zkoumejme řešeńı (3.13) jako ustálené vynucené kmity, tj. položme

ψ(z, t) = X(z) cos(ωt + ϕ) . (3.14)

Po dosazeńı (3.14) do (3.13) dostaneme obyčejnou diferenciálńı rovnici pro X(z),

X ′′ +
ω2 − ω2

p

c2
X = 0 . (3.15)

Při jej́ım řešeńı muśıme rozlǐsovat dva př́ıpady, které se od sebe kvalitativně lǐśı:

1. ω > ωp, X ′′ + k2X = 0, ω2 = ω2
p + c2k2,

2. ω < ωp, X ′′ − κ2X = 0, ω2 = ω2
p − c2κ2.

Rozbor druhého př́ıpadu dává odpověd’ na chováńı prostřed́ı při ω < ωp. Na rozd́ıl od
fundamentálńıho systému {eikz, e−ikz} , který vede na netlumené kmity v transparent-
ńım př́ıpadě, máme ve druhém př́ıpadě fundamentálńı systém {eκz, e−κz} vyjadřuj́ıćı
útlum vln s frekvencemi ω < ωp. Prostřed́ı pak nazýváme reaktivńı.

Zauj́ımá-li prostřed́ı např. poloprostor z ≥ 0, bude mı́t řešeńı při ω < ωp formu
ustálených vynucených kmit̊u

ψ(z, t) = Ae−κz cos(ωt + ϕ) , z∈〈0, +∞) , (3.16)

jejichž amplituda Ae−κz s rostoućım z exponenciálně klesá. Rychlost zeslabeńı charak-
terizujeme hloubkou pronikáńı δ = 1/κ . Pro každou frekvenci ω < ωp se konstanta
útlumu urč́ı z disperzńıho vztahu 2. Zde je na mı́stě zd̊uraznit, že útlum kmit̊u v
prostřed́ı neńı zp̊usoben disipaćı energie, ale neschopnost́ı prostřed́ı přenášet vlny s
frekvencemi ω < ωp .

Př́ıpady 1. a 2. tedy odpov́ıdaj́ı transparentńı a reaktivńı oblasti. Velice d̊uležitou
praktickou aplikaćı těchto poznatk̊u je š́ıřeńı elektromagnetických vln v ionosféře. Plaz-
mová frekvence neńı konstantńı, ale je r̊uzná podle denńıch a ročńıch obdob́ı, kdy se
vlivem slunečńıho zářeńı měńı počet elektron̊u N v objemové jednotce. Udávaj́ı se
hodnoty νp = ωp/2π v rozmeźı od 10 do 30MHz. Televizńı stanice a radiové stan-
ice v oblasti frekvenčně modulovaných (tj. velmi krátkých) vln pracuj́ı na frekvenćıch
řádu 100MHz a vyšš́ıch, ionosféra je pro ně tedy transparentńı. Pro ńızké frekvence
řádu 1MHz, na kterých pracuj́ı rozhlasové stanice s amplitudovou modulaćı (pásma
dlouhých, středńıch a krátkých vln), je ionosféra reaktivńım prostřed́ım a odráž́ı tyto
vlny zpět k Zemi.
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3.3 Řet́ızek atomů jako reaktivńı prostřed́ı

Pro řet́ızek atomů jsme si odvodili disperzńı vztah (1.70)

ω = ωmax sin
ka

2
, ωmax = 2

√
K

M
.

Z pr̊uběhu této závislosti v intervalu 0 ≤ ka
2
≤ π

2
je patrné, že řet́ızek je transparentńı

jen pro úhlové frekvence od 0 do ωmax. Jak se řet́ızek chová při ω > ωmax ?
Vod́ıtkem nám bude řešeńı (3.16) v odstavci 3.2, které ve spojitém př́ıpadě expo-

nenciálně klesá směrem do prostřed́ı. Odpov́ıdá tomu fyzikálńı představa, že následuj́ıćı
atomy při kmitech o vysokých frekvenćıch již nestač́ı sledovat pohyb předcházej́ıćıch
atomů a amplitudy výchylek klesaj́ı s rostoućım n. Exponenciálńı pokles dává v diskret-
ńım př́ıpadě předpokládaný tvar ustálených vynucených kmit̊u1

ψn(t) = A(−1)ne−κna cos(ωt + ϕ) . (3.17)

Dosazeńım (3.17) do pohybových rovnic řet́ızku

Mψ̈n = K(ψn+1 − 2ψn + ψn−1)

dostaneme
−Mω2ψn = K(−e−κa − 2 − eκa) ψn ,

odkud plyne disperzńı vztah v reaktivńı oblasti ω > ωmax ,

ω =

√
K

M

(
e

κa
2 + e

−κa
2

)
= ωmax cosh

κa

2
. (3.18)

Kdykoliv v prostřed́ı nastává exponenciálńı útlum a přitom nikoli v d̊usledku třeńı
a přeměny energie v teplo, nazýváme prostřed́ı reaktivńı. Tlumená pronikaj́ıćı vlna se
nazývá evanescentńı. Do reaktivńıho prostřed́ı 0 ≤ z < +∞ energie neproud́ı, vlna
dopadaj́ıćı z oblasti −∞ < z ≤ 0 se odráž́ı. V optice analogická situace nastává při
totálńım odrazu. Má-li však reaktivńı prostřed́ı konečnou tloušt’ku L, odraz neńı totálńı,
nýbrž částečný: vlna projde se zeslabenou amplitudou Ae−κL. V kvantové fyzice se
tento vlnový jev nazývá pr̊unik potenciálovou bariérou (tunelový jev) a vysvětluje se
j́ım např́ıklad radioaktivita α.

3.4 Vlnové baĺıky

Kvaziharmonické kmity, kvazimonochromatické vlny a vlnové baĺıky. Vztah
mezi š́ıřkou vlnového baĺıku a š́ıřkou jeho spektra.

Skutečné kmity osciluj́ıćıch soustav se málokdy bĺıž́ı ideálńımu čistě harmonickému
pr̊uběhu

x(t) = A cos(ω0t + δ) , −∞ < t < +∞ . (3.19)

1Faktor (−1)n zaručuje stejná limitńı řešeńı při ω → ωmax+ a ω → ωmax−.



3.4. VLNOVÉ BALÍKY 39

Obrázek 3.4: Časový pr̊uběh velmi slabě tlumených kmit̊u,T0 ≪ τ

V některých př́ıpadech a zvláště v optice je užitečný pojem kvaziharmonických kmit̊u,
které se v dostatečně dlouhých časových úsećıch τ ≫ T0 velmi málo odlǐsuj́ı od harmo-
nického pr̊uběhu (3.19) Znamená to, že v časovém intervalu délky τ z̊ustávaj́ı parametry
A, ω0, δ prakticky konstantńı.

Důležitým př́ıkladem jsou kmity elektronu v Thomsonově modelu atomu. Elektron
s vlastńı frekvenćı ω0, rozkmitaný v čase t = 0 srážkou atomů, vykonává velmi slabě
tlumené kmity, nebot’ ztráćı energii vyzařováńım elektromagnetických vln (viz odd. 6.5
a [5], kap. 9). Jako jednorozměrný model nám poslouž́ı struna natažená od z = 0 do
+∞, která má na počátku z = 0 připojený harmonický oscilátor. Je-li v čase t = 0
oscilátor vychýlen, x(0) = A, ẋ(0) = 0, začne kmitat. Protože však ztráćı energii t́ım,
jak koná na struně práci, budou jeho kmity tlumené. (Zkuste odvodit pr̊uměrné tlumeńı
metodou [5], úloha 9.10 !)

Za předpokladu velmi slabého útlumu bude oscilátor vykonávat kvaziharmonické
kmity

x(t) =
{ 0 pro t < 0

Ae
− t

2τ cos ω0t pro t ≥ 0
, (3.20)

nebot’ τ ≫ T0 = 2π/ω0 (obr. 3.4) . Energie oscilátoru klesá též exponenciálně s časovou
konstantou τ :

E(t) =
{ 0 pro t < 0

E(0)e
− t

τ cos2 ω0t pro t ≥ 0
. (3.21)

V d̊usledku rozkmitáńı počátku struny ψ(0, t) = x(t) podle (3.20) vzniká na struně,
jak v́ıme z kapitoly 2, postupná vlna

ψ(z, t) =
{

0 pro z > vt

Ae−
1

2τ
(t− z

v
) cos(ω0t − k0z) pro z ≤ vt

(3.22)

postupuj́ıćı ve kladném směru +z s fázovou rychlost́ı v = ω0/k0 =
√

T/̺ . Při τ → +∞
by (3.22) byla harmonická postupná vlna. Pro τ ≫ T0 se přidrž́ıme názvoslov́ı z optiky
a budeme mluvit o kvazimonochromatické postupné vlně. Tato vlna má v některém
časovém okamžiku t1 > 0 čelo v mı́stě z = vt1 .

Na prostorovém grafu vlny (obr. 3.5) je kvazimonochromatičnost vyjádřena podmı́n-
kou vτ ≫ vt0 = λ0. Pro kmitaj́ıćı elektron byla z Maxwellových rovnic odvozena časová
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Obrázek 3.5: Prostorový pr̊uběh kvazimonochromatické vlny

konstanta radiačńıho útlumu energie τ ≈ 10−8 s. Během tohoto, z našeho hlediska
velmi krátkého časového intervalu, optické zářeńı vykoná řádově 107 kmit̊u s periodou
T0 ≈ 10−15 s. V prostorovém pr̊uběhu se na vzdálenosti cτ ≈ 3 m vejde řádově 107

vlnových délek viditelného světla (400 − 800 nm).

Vlna vyzářená elektronem má daľśı d̊uležitou vlastnost: za krátký časový interval,
řekněme 10τ ≈ 10−7s se rychle utlumı́ na zanedbatelný zlomek e−5 .

= 1/150 počátečńı
amplitudy. V prostoru je odpov́ıdaj́ıćı vzdálenost 10 cτ

.
= 30 m. Vlna je tedy v pros-

torovém i časovém pr̊uběhu ohraničená. Taková vlna se nazývá vlnový baĺık. Vlnový
baĺık vyzářený elektronem je kvazimonochromatický.

Kvazimonochromatický vlnový baĺık lze źıskat jako spojitou superpozici monochro-
matických vln (ω = vk)

ψ(z, t) =
∫ +∞

0
B(ω) cos(ωt − kz + δ(ω))dω . (3.23)

Ukážeme si to na velmi jednoduchém př́ıkladě (viz obr. 3.6, 3.7 a [1], př. 4.11), v němž
voĺıme

δ(ω) = 0, B(ω) =
{ 1 pro ω0 − ∆ω

2
≤ ω ≤ ω0 + ∆ω

2

0 pro ostatńı ω
. (3.24)

Uvid́ıme, že za předpokladu, že š́ıřka spektra ∆ω je malá v̊uči dominantńı frekvenci ω0,
∆ω ≪ ω0 bude ψ(z, t) opět kvazimonochromatický vlnový baĺık!

Integrál (3.23) s použit́ım (3.24) a označeńım t′ = t − (z/v) se snadno postupně
uprav́ı

ψ(z, t) =
∫ ω0 + ∆ω

2

ω0 − ∆ω
2

cos(ωt′) dω =

=
1

t′

[
sin

(
ω0 +

∆ω

2

)
t′ − sin

(
ω0 −

∆ω

2

)
t′

]

na výsledný tvar

ψ(z, t) =
1

t′
2 sin

(
∆ω

2
t′

)
cos(ω0t − kz) . (3.25)

Výsledkem je amplitudově modulovaná vlna s nosnou vlnou o vlnové délce λ0 . Časový
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Obrázek 3.6: Spektrum signálu

Obrázek 3.7: Časový pr̊uběh signálu se spektrem z obr. 3.6
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pr̊uběh signálu v mı́stě z = 0 (obr. 3.7)

ψ(0, t) = ∆ω
sin ∆ω

2
t

∆ω
2

t
cos ω0t (3.26)

má amplitudovou modulaci typu sinx/x. Pro určeńı š́ıřky signálu jsou směrodatné
body x1,2 = ∆ω

2
t1, 2 = ±π, kde modulačńı funkce poprvé procháźı nulou. Zvoĺıme-li za

mı́ru š́ı̌rky signálu ∆t = t1, plat́ı

∆ω∆t ≈ 2π. (3.27)

Podobný vztah mezi š́ı̌rkou signálu a š́ı̌rkou jeho spektra lze odvodit i pro prostorový
pr̊uběh signálu (v čase t = 0)

ψ(z, 0) = v∆k
sin ∆k

2
z

∆k
2

z
cos k0z , (3.28)

kde jsme označili ∆k = ∆ω/v. Stejná definice š́ı̌rky signálu ∆z = z1, kde ∆k
2

z1 = π,
dává

∆k∆z ≈ 2π. (3.29)

Vztahy (3.27) a (3.29) vyjadřuj́ı univerzálńı vlastnost kvazimonochromatických vl-
nových baĺık̊u: č́ım jsou rozměry baĺık̊u menš́ı, t́ım je jeho spektrum frekvenćı širš́ı a
naopak. Tuto d̊uležitou vlastnost muśıme bezpodmı́nečně brát v úvahu při návrźıch
soustav, které přenášej́ı signál nesoućı informace. Aby nedošlo k neopravitelnému zkre-
sleńı, muśı přenosová soustava být schopna přenést celé spektrum o š́ı̌rce ∆ω.

Vrat’me se ještě k př́ıkladu na začátku tohoto odd́ılu, kde je časová š́ı̌rka vlnového
baĺıku ∆t ≈ τ . Ze vztahu (3.27) zde vyplývá, že hlavńı spektrálńı př́ıspěvky ke kvazi-
harmonickému signálu x(t) pocházej́ı ze spojitého pásma frekvenćı o š́ı̌rce ∆ω ≈ 2π/τ
kolem dominantńı frekvence ω0. (Porovnejte s výsledky př́ıklad̊u 4.9 — 4.13 v [1],
kap.4).

3.5 Fourierova transformace

Fourierova transformace př́ımá a inverzńı. Parsevalova rovnost a jej́ı fyzikálńı
obsah.

V odd́ılu 3.4 jsme vlnový baĺık vyjádřili ve formě ’spojité superpozice’ (3.23) monochro-
matických vln. V mı́stě z = 0 je př́ıspěvek od intervalu frekvenćı (ω, ω + dω) dán
výrazem A(ω) cos(ωt + δ(ω))dω, který představuje spektrálńı složku baĺıku. Vid́ıme, že
A(ω) je amplituda vztažená na jednotkový interval frekvenćı.

Matematickým vyjádřeńım přechodu od signálu x(t) k jeho spektrálńım složkám a
naopak jsou vzorce Fourierovy transformace

x(t) =
∫ ∞

0
A(ω) cos(ωt + δ(ω)) dω =

=
∫ ∞

0

[
a(ω) cos(ωt) + b(ω) sin(ωt)

]
dω (3.30)
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a

a(ω) = A(ω) cos δ(ω) =
1

π

∫ ∞

−∞
x(t) cos(ωt) dt , (3.31)

b(ω) = −A(ω) sin δ(ω) =
1

π

∫ ∞

−∞
x(t) sin(ωt) dt . (3.32)

Formule (3.30) a (3.31)-(3.32) udávaj́ı inverzńı a př́ımou Fourierovu transformaci.
Všimněte si podobnosti se vzorci odd́ılu 1.2.3 pro Fourierovy řady. Rozd́ıl je v tom, že
Fourierovy řady jsou definovány pouze pro periodické funkce, zat́ımco Fourierovu trans-
formaci lze použ́ıt pro neperiodické signály x(t), −∞ < t < +∞ splňuj́ıćı

∫ ∞
−∞ |x(t)| dt <

∞.
Vzorce Fourierovy transformace maj́ı elegantńı jednoduchou formu, vyjádř́ıme-li

kosinus a sinus pomoćı Eulerových vztah̊u. Nejprve uprav́ıme

a(ω) cos(ωt) + b(ω) sin(ωt) = c(ω)eiωt + c(ω)e−iωt , (3.33)

kde

c(ω) =
1

2

[
a(ω) − ib(ω)

]
. (3.34)

Ze vzorc̊u (3.31)-(3.32) plyne, že a(ω) je sudou funkćı ω, b(ω) lichou funkćı ω. To nám
dovoĺı formálně rozš́ı̌rit definičńı obor funkce c(ω) do záporných hodnot ω vztahem

c(−ω) = c(ω) (3.35)

Inverzńı Fourierova transformace (3.30) se uprav́ı pomoćı (3.33) a (3.35)

x(t) =
∫ ∞

0

[
c(ω)eiωt + c(ω)e−iωt

]
dω =

=
∫ ∞

0
c(ω)eiωtdω +

∫ ∞

0
c(−ω)e−iωtdω

a po substituci ω′ = −ω ve druhém integrálu

x(t) =
∫ ∞

0
c(ω)eiωtdω +

∫ −∞

0
c(ω′)e−iω′t(−dω′) =

=
(∫ ∞

0
+

∫ 0

−∞

)
c(ω)eiωtdω

dostaneme výsledný vzorec pro inverzńı Fourierovu transformaci c(ω) 7→ x(t)

x(t) =
∫ ∞

−∞
c(ω)eiωtdω. (3.36)

Vzorce (3.31)-(3.32) př́ımé Fourierovy transformace x(t) 7→ c(ω) se spoj́ı pomoćı (3.34)

c(ω) =
1

2π

∫ ∞

−∞
x(t)(cos ωt − i sin ωt)dt

na výsledný vzorec2

c(ω) =
1

2π

∫ ∞

−∞
x(t)e−iωtdt (3.37)

2Vzorce (3.36), (3.37) Fourierovy transformace se obvykle zapisuj́ı v symetrickém tvaru

x(t) =
1√
2π

∫
∞

−∞

X(ω)eiωtdω ,
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Obrázek 3.8: Disperzńı vztah prostřed́ı a spektrum kvazimonochromatického vlnového
baĺıku

Pro spektrálńı rozklad energetických veličin (intenzit) má velký význam Parsevalova
rovnost∫ ∞

−∞

[
x(t)

]2
dt =

∫ ∞

−∞
x(t)

(∫ ∞

−∞
c(ω)eiωtdω

)
dt =

=
∫ ∞

−∞
c(ω)

(∫ ∞

−∞
x(t)eiωtdt

)
dω =

= 2π
∫ ∞

−∞
c(ω)c(−ω)dω =

= 2π
∫ ∞

−∞
|c(ω)|2dω. (3.38)

Vyjadřuje celkovou energii signálu jako superpozici př́ıspěvk̊u k intenzitě od jed-
notlivých spektrálńıch složek. Z matematického hlediska uvedený vztah ř́ıká, že kvadrat-
icky integrabilńı signál x(t) má kvadraticky integrabilńı spektrum c(ω).

3.6 Š́ı̌reńı vlnového baĺıku v disperzńım prostřed́ı

Dva hlavńı efekty: grupová rychlost a rozplýváńı grupového baĺıku.
Přenos informace modulovanou vlnou.

Zkoumejme řešeńı kvazimonochromatického vlnového baĺıku (3.23) (bez újmy na obec-
nosti s δ(ω) = 0) v disperzńım prostřed́ı ω = ω(k).

X(ω) =
1√
2π

∫
∞

−∞

x(t)e−iωtdt ,

který dostaneme, polož́ıme-li X(ω) =
√

2πc(ω).
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Vlnový baĺık (3.23) můžeme (po substituci ω = ω(k)) vyjádřit jako integrál přes k,

ψ(z, t) =
∫ ∞

0
B(k) cos(ω(k)t − kz) dk .

Pro daľśı úpravy je užitečný komplexńı zápis (ψ = Re ψ̂)

ψ̂(z, t) =
∫ ∞

0
B(k)ei(ω(k)t−kz)dk. (3.39)

Vzhledem k tomu, že spektrum signálu je podle obr.3.8 soustředěno v úzké oblasti š́ı̌rky
∆k ≪ k0 kolem dominantńıho vlnového č́ısla k0, můžeme disperzńı vztah s dobrou
přesnost́ı vyjádřit Taylorovým rozvojem v bodě k0 do 2. řádu

ω(k)
.
= ω(k0) + ω′(k0)(k − k0) +

1

2
ω′′(k0)(k − k0)

2. (3.40)

Signál (3.39) snadno uprav́ıme dosazeńım (3.40) na tvar

ψ̂(z, t)
.
= ei(ω(k0)t−k0z)

∞∫

0

B(k)e−i(k−k0)[z−ω′(k0)t]e
i
2
ω′′(k0)(k−k0)2tdk . (3.41)

Exponenciálńı faktor před integrálem představuje nosnou vlnu s dominantńı frekvenćı
ω(k0). Samotný signál představuje modulaci amplitudy a fáze nosné vlny a záviśı na
proměnných z, t v kombinaci F (z − ω′(k0)t, t). Vlnový baĺık se tedy pohybuje jako
celek F (z − ω′(k0)t, . ) grupovou rychlost́ı

vg =
dω

dk
(k0) (3.42)

a měńı přitom s časem sv̊uj tvar F ( . , t). Nosná vlna má fázovou rychlost v0 = ω(k0)/k0,
která obecně neńı rovna grupové rychlosti vg.

Změna tvaru signálu s časem v praxi znamená jeho zkresleńı, deformaci během
přenosu disperzńım prostřed́ım. Následuj́ıćı velice hrubá úvaha ukazuje, že toto zkresleńı
má charakter rozplýváńı vlnového baĺıku s časem.

Je-li (∆t)0 doba potřebná k vysláńı baĺıku, pak jeho š́ı̌rka právě po vysláńı bude
zřejmě (∆z)0 ≈ vg(∆t)0 . Na počátku plat́ı též vztah (∆z)0∆k ≈ 2π. Abychom viděli,
jak rychle se baĺık ψ bude v disperzńım prostřed́ı rozplývat, rozp̊uĺıme jeho pásmo
vlnových č́ısel (k0 − ∆k

2
, k0 + ∆k

2
) na dva p̊ulintervaly (k0 − ∆k

2
, k0) a (k0, k0 + ∆k

2
).

Spektra v p̊ulintervalech dávaj́ı dva signály ψ−, ψ+, jejichž součet je roven našemu ψ,
ψ− +ψ+ = ψ. Signály ψ± maj́ı rozd́ılná dominantńı vlnová č́ısla k0 ± ∆k

4
a tedy i r̊uzné

grupové rychlosti

vg± = ω′(k0 ±
∆k

4
).

Na počátku se sice překrývaly, ale s časem se jejich středy budou vzdalovat úměrně
rozd́ılu grupových rychlost́ı

∆vg = |vg+ − vg−| .
=

dvg

dk
(k0)

∆k

2
= ω′′(k0)

∆k

2
.
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Proto i š́ı̌rka baĺıku ψ poroste s časem přibližně podle vztahu

(∆z)t
.
= (∆z)0 + ∆vgt

.
= (∆z)0 +

1

2
ω′′(k0)∆kt > (∆z)0 .

Pro rozplýváńı baĺıku je v této aproximaci rozhoduj́ıćı nenulovost druhé derivace ω′′(k0),
stejně jako v integrálu (3.41).

Důležitým d̊usledkem efektu rozplývańı je korekce vztah̊u (3.27), (3.29) mezi š́ı̌rkou
signálu a š́ı̌rkou jeho spektra na nerovnosti

(∆z)t∆k>
˜2π , (∆t)t∆ω>∼2π .

Druhá nerovnost vyplývá z prvńı, nebot’ ∆ω ≈ ω′(k0)∆k = vg∆k a dále (∆z)t ≈
vg(∆t)t, protože celý baĺık projde daným bodem rychlost́ı vg za čas (∆t)t .

Na závěr je nutná poznámka k některým př́ıpad̊um tzv. anomálńı disperze (n <
1), jako např. v př́ıpadě plazmatu s disperzńım vztahem ω2 = ω2

p + c2k2. Snadná
úvaha zde dává ([1], př. 4.4) nerovnosti v > c, vg < c. Tato skutečnost, že fázová
rychlost v může převýšit c, vyvolala obavy o př́ıčinnost již brzy po vytvořeńı speciálńı
teorie relativity. Problém byl značně diskutován kolem r. 1910 a posléze v r. 1914
vyřešen A. Sommerfeldem a L. Brillouinem (viz [12], str. 101) v tom smyslu, že ne
každé řešeńı Maxwellových rovnic představuje signál schopný přenášet informace. Tak
např. rovinná monochromatická vlna (s fázovou rychlost́ı v > c) homogenně vyplňuj́ıćı
celý prostor neńı signálem přenášej́ıćım informace. Naopak vlnový baĺık s prostorovou
nehomogenitou je signálem, který přenáš́ı informace grupovou rychlost́ı vg < c.



Kapitola 4

Energie vlněńı

4.1 Energetické veličiny pro strunu

Hustota kinetické, potenciálńı a celkové energie na struně. Vektor toku en-
ergie. Zákon zachváńı energie. Energie pro superpozici vln. Amplituda a
intenzita.

Z mechaniky v́ıte, že celková energie Ekin +Epot izolované soustavy hmotných bod̊u
při p̊usobeńı konservativńıch sil mezi hmotnými body se zachovává, tj. během pohybu
se neměńı. To ovšem neplat́ı pro jednotlivé částice izolované soustavy: energie se uvnitř
soustavy přelévá.1 Ukážeme si, jak se tato skutečnost dá matematicky vyjádřit pro
nejjednodušš́ı vlńıćı se prostřed́ı - strunu.

Pro odvozeńı vzorc̊u pro energetické veličiny na struně si pomůžeme diskretńı
aproximaćı z odd́ılu 1.3 a spojitou limitou. Kinetická energie krátkého úseku struny
< z, z + dz > je součtem kinetických energíı všech hmotných bod̊u řet́ızku, které lež́ı
v intervalu < z, z + dz >:

Ekin(z, z + dz) =
1

2

∑

z≤na≤z+dz

Mψ̇n
2
. (4.1)

Vyjádř́ıme-li levou stranu (4.1) pomoćı hustoty kinetické energie κ(z, t) a na pravé
straně nahrad́ıme všechna ψ̇n(t) hodnotou spojité funkce ∂ψ

∂t
(z, t), dostaneme

κ(z, t)dz =
1

2
M

dz

a

(
∂ψ

∂t
(z, t)

)2

.

Součinitel dz/a zde vyjadřuje počet člen̊u sumy v (4.1). Ve spojité limitě a → 0 muśı
M → 0, aby hustota ρ = M/a z̊ustala konstantńı, takže

κ(z, t) =
1

2
ρ

(
∂ψ

∂t

)2

(4.2)

1Rovněž to neplat́ı při p̊usobeńı disipativńıch sil (třeńı).

47
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Pro určeńı hustoty potenciálńı energie vyjdeme z potenciálńı energie Un,n+1, kterou
źıská pružinka spojuj́ıćı sousedńı hmotné body n, n+1 řet́ızku při vychýleńı z rovnovážné
polohy. Při natažeńı z počátečńı délky a na konečnou délku l bude

Un,n+1 = −
l∫

a

(−Kz,)dz, =
1

2
K(l2 − a2) =

1

2
K(ψn+1 − ψn)2,

takže potenciálńı energie úseku < z, z + dz > bude rovna

Epot(z, z + dz) =
1

2

∑

z≤na≤z+dz

K(ψn+1 − ψn)2. (4.3)

Levou stranu (4.3) lze vyjádřit pomoćı hustoty potenciálńı energie u(z, t). Na pravé
straně ve spojité limitě a → 0, K → ∞, aby śıla naṕınaj́ıćı strunu T = Ka z̊ustala
konstantńı. Současně nahrad́ıme ve všech sč́ıtanćıch

ψn+1(t) − ψn(t)

a
.
=

∂ψ

∂z
(z, t),

takže při počtu dz/a sč́ıtanc̊u

u(z, t)dz =
1

2
K

dz

a

(
a
∂ψ

∂z
(z, t)

)2

a v limitě a → 0 dostaneme

u(z, t) =
1

2
T

(
∂ψ

∂z

)2

. (4.4)

Celková energie na jednotku délky — hustota energie ε(z, t) — je součtem κ + u,

ε(z, t) =
1

2
ρ

(
∂ψ

∂t

)2

+
1

2
T

(
∂ψ

∂z

)2

. (4.5)

Dovoluje v každém okamžiku t zapsat energii vlněńı zvoleného úseku struny < a, b >
jako integrál

E<a,b>(t) =

b∫

a

ε(z, t)dz, (4.6)

který se obecně měńı s časem. Tyto změny energie v intervalu < a, b > jsou nutně
kompenzovány tokem energie přes hranice intervalu < a, b >. K vyjádřeńı toku energie
uvažujme dvojici bod̊u n, n + 1 a zkoumejme, jak velká energie se při vlněńı přenáš́ı
za 1 sekundu z bodu n na bod n + 1. Tento výkon koná śıla, kterou n-tý bod p̊usob́ı
na bod n + 1. Podle obr. 1.7 a 1.11 je rovna

−F2x = −|F2| sin(ϑ2)
.
= −T tan(ϑ2) = −T

ψn+1 − ψn

a
.
= −T

∂ψ

∂z
.
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Výkon, který tato śıla koná na bodu n + 1, dostaneme vynásobeńım rychlost́ı ψ̇n+1
.
=

∂ψ/∂t :

Sz(z, t) = −T
∂ψ

∂z

∂ψ

∂t
. (4.7)

Veličina Sz o rozměru Js−1 (watt) představuje tok energie mı́stem z ve směru +z.
Protože má charakter vektorové veličiny, zavád́ıme vektor toku energie

S(z, t) = −T
∂ψ

∂z

∂ψ

∂t
z0, (4.8)

kde z0 je jednotkový vektor ve směru osy z.
Abychom vyjádřili bilanci energie v daném intervalu < a, b >, zaṕı̌seme úbytek

energie (4.6) za jednotku času

−dE<a,b>

dt
= −

b∫

a

∂ε

∂t
dz = −

b∫

a

[
ρ
∂ψ

∂t

∂2ψ

∂t2
+ T

∂ψ

∂z

∂2ψ

∂t∂z

]
dz. (4.9)

Jestliže v prvńım členu integrandu vyjádř́ıme ∂2ψ/∂t2 pomoćı vlnové rovnice, dostaneme
po snadné úpravě

−dE<a,b>

dt
=

b∫

a

∂

∂z

(
−T

∂ψ

∂z

∂ψ

∂t

)
dz = Sz(b) − Sz(a). (4.10)

Jako d̊usledek pohybové rovnice jsme tedy obdrželi zákon zachováńı energie v in-
tegrálńım tvaru.

Cvičeńı: Odvod’te diferenciálńı tvar zákona zachováńı energie, který má formu
jednorozměrné rovnice kontinuity pro energii

∂ε

∂t
+

∂Sz

∂z
= 0.

Zapamatujte si, že energetické veličiny κ, u, ε, S jsou kvadratické ve výchylkách ψ.
Pro výchylku ψ v́ıme, že plat́ı princip superpozice, který plyne z linearity vlnové rovnice:
jsou-li ψ1, ψ2 řešeńı vlnové rovnice, pak i jejich součet ψ = ψ1+ψ2 je řešeńım. Z hlediska
vzniku vlněńı na struně můžeme předpokládat, že vlny ψ1 resp. ψ2 jsou buzeny silami
F1(t) resp. F2(t) p̊usob́ıćımi na počátku polonekonečné struny. Při skládáńı vlněńı se
aditivně skládaj́ı i derivace

∂ψ

∂t
=

∂ψ1

∂t
+

∂ψ2

∂t
,

∂ψ

∂z
=

∂ψ1

∂z
+

∂ψ2

∂z
.

Pro kvadratické veličiny to ovšem neplat́ı, např.

(
∂ψ

∂t

)2

=

(
∂ψ1

∂t

)2

+

(
∂ψ2

∂t

)2

+ 2
∂ψ1

∂t

∂ψ2

∂t
6=

(
∂ψ1

∂t

)2

+

(
∂ψ2

∂t

)2

.
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Př́ıdavný interferenčńı člen vytvář́ı dojem, že vzniká daľśı energie, nebo se ztráćı.
Z hlediska buzeńı vlny ψ součtem sil F (t) = F1(t) + F2(t) však tento paradox miźı:
výkon dodávaný na strunu

P (t) = F (t)
∂ψ

∂t
(0, t) = (F1 + F2)

(
∂ψ1

∂t
+

∂ψ2

∂t

)
6= F1

∂ψ1

∂t
+ F2

∂ψ2

∂t
= P1(t) + P2(t)

neńı roven součtu výkon̊u sil F1, F2 !
Poznámka k terminologii: Výraz amplituda jsme použili pro označeńı kladné

konstanty A v harmonické vlně. V širš́ım smyslu se často použ́ıvá k označeńı veličiny
lineárńı v ψ. Výraz intenzita se pak v tomto širš́ım smyslu použ́ıvá pro veličiny, které
jsou kvadratické v ψ nebo v derivaćıch ψ. ( V užš́ım smyslu intenzita znamená časovou
středńı hodnotu toku energie v postupné vlně.)

Amplitudy vyhovuj́ı principu superpozice, intenzity nikoliv.

4.2 Energetické poměry v postupné vlně

Energetické veličiny v postupné vlně a jejich vzájemný vztah. Časové a pro-
storové středńı hodnoty pro harmonické postupné vlny.

V postupné vlně ψ(z, t) = F (z − vt), která se š́ı̌ŕı po struně ve směru +z, plat́ı
speciálńı vztah mezi derivacemi

∂ψ

∂t
= −vF ′(z − vt),

∂ψ

∂z
= F ′(z − vt) ⇒ ∂ψ

∂t
= −v

∂ψ

∂z
. (4.11)

V d̊usledku vztahu (4.11) dostáváme rovnost hustoty kinetické a hustoty potenciálńı
energie v libovolném mı́stě a čase

κ =
1

2
ρ

(
∂ψ

∂t

)2

=
1

2
ρ

(
−v

∂ψ

∂z

)2

=
1

2
T

(
∂ψ

∂z

)2

= u,

takže

ε = 2κ = 2u. (4.12)

Tok energie lze pak jednoduše zapsat

Sz = −T
∂ψ

∂z

∂ψ

∂t
= −T

∂ψ

∂z

(
−v

∂ψ

∂z

)
= vT

(
∂ψ

∂z

)2

= εv. (4.13)

Posledńı vztah můžeme interpretovat podle obr. 4.1: za čas ∆t bodem z projde energie
z vyšrafované oblasti εv∆t, tedy za jednotku času εv.

Zavedené energetické veličiny κ, u, Sz budeme ilustrovat na harmonické postupné
vlně

ψ(z, t) = A cos (ωt − kz + α).
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Obrázek 4.1: Přenos energie v postupné vlně

Intenzity

κ(z, t) =
1

2
ρω2A2 sin2 (ωt − kz + α),

u(z, t) =
1

2
Tk2A2 sin2 (ωt − kz + α),

Sz(z, t) = TkωA2 sin2 (ωt − kz + α)

(4.14)

jsou všechny úměrné kvadrátu A2 sin2 (ωt − kz + α).
V praxi, vzhledem k vysokým frekvenćım, obvykle měř́ıme středńı hodnoty těchto

veličin. V daném mı́stě pak určujeme časovou středńı hodnotu. Časová středńı hodnota
integrabilńı funkce f(t) v intervalu t1 ≤ t ≤ t2 je definována integrálem

< f(t) >=
1

t2 − t1

t2∫

t1

f(t)dt.

Pro periodický děj f(t+T ) = f(t) se středńı hodnota poč́ıtá přes interval o délce jedné
periody T :

< f(t) >T =
1

T

t0+T∫

t0

f(t)dt. (4.15)

Pro harmonické kmity jsou užitečné vzorce (odvod’te!)

< cos (ωt + α) >T = 0, < cos2 (ωt + α) >T =
1

2
(4.16)
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a analogické vzorce pro sinus. Odtud ihned plyne:

Časové středńı hodnoty intenzit pro harmonické postupné vlny nezáviśı na
z, t a jsou rovny polovině jejich maximálńıch hodnot.

Cvičeńı: Definujte prostorové středńı hodnoty a odvod’te vzorce analogické (4.16)

< cos (kz + β) >λ= 0, < cos2(kz + β >λ=
1

2
.



Kapitola 5

Odraz vln

5.1 Korektńı zakončeńı struny

Zakončeńı viskózńım tlumičem. Charakteristická impedance.

V mnoha praktických situaćıch požadujeme, aby prostřed́ım postupovaly signály
pouze jedńım směrem, tj. aby nevznikaly odrazy. Namátkou uved’me vedeńı televizńıho
signálu koaxiálńım kabelem od antény k přij́ımači nebo sńımáńı zvuku v nahrávaćım
studiu. Na struně takový požadavek znamená, že na počátku rozkmitávaná struna
je na svém konci opatřena mechanickým zař́ızeńım, které přesně napodobuje daľśı
pokračováńı struny. Takové zař́ızeńı budeme nazývat korektńı zakončeńı.

Z hlediska energie muśı korektńı zakončeńı úplně pohltit energii dopadaj́ıćı postupné
vlny, aniž vznikne vlna odražená. Bude tedy tlumičem a śılu Fx, kterou má p̊usobit na
strunu, si odvod́ıme ze śıly F2x = T (∂ψ/∂z) známé z odvozeńı vlnové rovnice, odd́ıl
1.2, obr. 1.7. Vzpomeňme si, že F2x je př́ıčná śıla, kterou p̊usob́ı pokračováńı struny
na strunu v bodě z2. Podle definice muśı korektńı zakončeńı (simuluj́ıćı pokračováńı
struny) p̊usobit na strunu př́ıčnou silou Fx rovnou F2x , jestliže na zakončeńı dopadá
postupná vlna typu ψ(z, t) = F (z − vt). Pomoćı vzorce (4.11) pak můžeme psát

Fx = T
∂ψ

∂z
= T (−1

v

∂ψ

∂t
) = −

√
T̺

∂ψ

∂t
= −Z

∂ψ

∂t
.

Śıla Fx je tedy śıla viskózńıho tlumeńı, úměrná rychlosti s konstantou úměrnosti, tzv.
zatěžovaćı impedanćı, rovnou charakteristické impedanci struny Z =

√
T̺. Zař́ızeńı,

které má realizovat korektńı zakončeńı v mı́stě z2 = 0, muśı tedy p̊usobit na strunu
př́ıčnou silou

Fx = −Z
∂ψ

∂t
(0, t) = −Z

dx

dt
(t) (5.1)

kde x(t) = ψ(0, t) je výchylka tlumiče v čase t.

Je-li struna korektně zakončena, nemůžeme vysláńım puls̊u určit délku struny,
protože žádný puls se nevraćı odražen. Stejný efekt nastává, i když je tlumič př́ımo
napojen na zdroj puls̊u. Odtud plyne, že na zdroj postupných vln emituj́ıćı na nekonečnou
nebo korektně zakončenou strunu p̊usob́ı od struny śıla reakce, která je stejná, jako
kdyby byl zdroj př́ımo napojen na viskózńı tlumič (5.1).

53
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5.2 Odraz na nekorektńım zakončeńı

Koeficient odrazu na zakončeńı struny viskózńım tlumičem.
Odrazivost. Přizp̊usobeńı.

Mějme strunu napjatou podél záporné osy z, −∞ < z ≤ 0 a v bodě z = 0 za-
končenou viskózńım tlumičem Fx = −Z2ẋ o zatěžovaćı impedanci Z2 . Struna s me-
chanickými parametry T, ̺ má vlnové parametry

v =

√
T

̺
, Z =

√
T̺ .

Pro nekorektńı zakončeńı Z2 6= Z muśıme vedle dopadaj́ıćı harmonické postupné vlny

ψdop(z, t) = A cos(ωt − kz)

uvažovat jako řešeńı vlnové rovnice i odraženou harmonickou postupnou vlnu

ψodr(z, t) = RA cos(ωt + kz) .

V ustáleném stavu dopadaj́ıćı vlna pohybuje zakončeńım s úhlovou frekvenćı ω, x(t) =
A cos ωt. Zakončeńı jednak pohlcuje část energie vlny, jednak bud́ı zeslabenou odraženou
vlnu o stejné frekvenci. Př́ıslušný koeficient odrazu R urč́ıme z okrajové podmı́nky v
mı́stě z = 0

−T
∂ψ

∂z
(0, t) = −

(
−Z2

∂ψ

∂t
(0, t)

)
, (5.2)

jež vyjadřuje zákon akce a reakce pro př́ıčné śıly, jimiž p̊usob́ı struna na zakončeńı a
zakončeńı na strunu. Výsledná vlna na struně je pak takovou superpozićı

ψ(z, t) = ψdop + ψodr = A cos(ωt − kz) + RA cos(ωt + kz) , (5.3)

jež nav́ıc splňuje okrajovou podmı́nku (5.2). Dosazeńı (5.3) do (5.2) dává

−TkA(1 − R) sin ωt = Z2ωA(−1 − R) sin ωt

pro všechna t, odkud

R =
Tk − Z2ω

Tk + Z2ω
=

Z − Z2

Z + Z2

. (5.4)

kde jsme s použili Tk = Tω/v = Zω. Všimněte si, že koeficient odrazu při hodnotách
0 ≤ Z2 ≤ +∞ nabývá hodnot v intervalu −1 ≤ R ≤ 1. Protože nezáviśı na ω,
každá Fourierova komponenta se odráž́ı se stejným R a tvar pulsu se odrazem neměńı.
Rozlǐsujeme tři d̊uležité speciálńı př́ıpady:

Z2 R
0 +1 volný konec
Z 0 korektńı zakončeńı

+∞ -1 pevný konec 1

(5.5)

.

1Změnu znameńı výchylky na pevném konci lze ekvivalentně vyjádřit změnou fáze o 180◦
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Při korektńım zakončeńı tlumič pohlt́ı veškerý dopadaj́ıćı tok energie, při pevném a
volném konci naopak tlumič neabsorbuje žádnou energii (při pevném konci je ẋ(t) = 0,
při volném Fx(t) = 0) a veškerou energii odnáš́ı odražená vlna. Veličina, která určuje
pod́ıl odraženého toku energie, je odrazivost R = R2 ∈ 〈0, 1〉 .

Cvičeńı. Ukažte, že vlnu (5.3) lze psát ve tvaru

ψ(z, t) = (1 − R)A sin kz cos
(
ωt − π

2

)
+ (1 + R)A cos kz cos ωt

dvou stojatých vln, z nichž prvńı má v bodě z = 0 uzel, druhá kmitnu. Diskutujte
speciálńı př́ıpady R = ±1!

5.3 Vlna na rozhrańı dvou transparentńıch prostřed́ı

Formulace úlohy pro strunu: vlna dopadaj́ıćı, odražená a prošlá. Podmı́nky
na rozhrańı. Koeficienty odrazu a prostupnosti pro amplitudu; odrazivost a
transmitivita.

Uvažujme jednorozměrný model ostrého rozhrańı mezi dvěma prostřed́ımi. Necht’

dvě struny natažené podél osy z jsou spojeny v bodě z = 0 a spojovaćı bod se může
pohybovat jen v př́ıčném směru:

struna 1 struna 2
−∞ < z < 0 0 < z < +∞

T1, ̺1 T2, ̺2

v1 =

√
T1

̺1

, Z1 =
√

T1̺1 v2 =

√
T2

̺2

, Z2 =
√

T2̺2

∂2ψ1

∂t2
= v2

1

∂2ψ1

∂z2
1

∂2ψ2

∂t2
= v2

2

∂2ψ2

∂z2
2

V úloze na odraz a pr̊uchod vln rozhrańım předpokládáme, že po struně 1 dopadá
harmonická postupná vlna (řešeńı vlnové rovnice 1)

ψdop(z, t) = A cos(ωt − k1z) , k1 =
ω

v1

.

Kmity rozhrańı bud́ı vlnu odraženou s koeficientem odrazu pro amplitudu R12

ψodr(z, t) = R12A cos(ωt + k1z)

a vlnu prošlou na strunu 2 (řešeńı vlnové rovnice 2)

ψ2(z, t) = T12A cos(ωt − k2z) , k2 =
ω

v2

, (5.6)

kde T12 se nazývá koeficient prostupnosti pro amplitudu. Na struně 1 máme proto v
ustáleném stavu řešeńı vlnové rovnice 1, ψ1 = ψdop + ψodr v oblasti −∞ < z < 0,

ψ1(z, t) = A cos(ωt − k1z) + R12A cos(ωt + k1z). (5.7)

Toto řešeńı je třeba ‘seš́ıt’ v bodě z = 0 s řešeńım (5.6) vlnové rovnice 2 v oblasti
0 < z < +∞. K tomu muśıme zformulovat podmı́nky na rozhrańı z = 0:



56 KAPITOLA 5. ODRAZ VLN

1. spojitost výchylek

ψ1(0, t) = ψ2(0, t) . (5.8)

pro všechna t (a diferencovatelnost podle času) implikuje též spojitost rychlost́ı

∂ψ1

∂t
(0, t) =

∂ψ2

∂t
(0, t) . (5.9)

2. zákon akce a reakce pro př́ıčné śıly na rozhrańı (−F1x = F2x)

T1
∂ψ1

∂z
(0, t) = T2

∂ψ2

∂z
(0, t) (5.10)

pro všechna t připoušt́ı skok derivace ∂ψ/∂z při T1 6= T2.

Prošlá vlna (5.6) se snadno urč́ı z podmı́nky spojitosti: kmity počátku struny 2

ψ2(0, t) = ψ1(0, t) = (1 + R12)A cos ωt

bud́ı na intervalu 0 < z < +∞ prošlou harmonickou postupnou vlnu

ψ2(z, t) = ψ2

(
0, t − z

v2

)
= (1 + R12)A cos(ωt − k2z)

s koeficientem prostupnosti

T12 = 1 + R12 . (5.11)

Pro nalezeńı koeficientu odrazu přepǐsme pravou stranu podmı́nky (5.10) pomoćı
vztahu

∂ψ2

∂z
= − 1

v2

∂ψ2

∂t
,

který plat́ı pro vlnu postupuj́ıćı ve směru +z. Źıskaný vztah

T1
∂ψ1

∂z
(0, t) = −T2

v2

∂ψ2

∂t
(0, t)

(5.9)
== −Z2

∂ψ1

∂t
(0, t)

má stejný tvar jako podmı́nka nekorektńıho zakončeńı (5.2) a tud́ıž vede postupem
odd́ılu 5.2 na koeficient odrazu

R12 =
Z1 − Z2

Z1 + Z2

. (5.12)

Intervalu hodnot −1 ≤ R12 ≤ 1 odpov́ıdá podle (5.11) interval př́ıpustných hodnot
koeficientu prostupnosti 0 ≤ T12 ≤ 2. Vlna tedy procháźı vždy se stejným znaménkem.
Energetické veličiny se odrážej́ı s odrazivost́ı R12 = R2

12 a procházej́ı rozhrańım s trans-
mitivitou T = T 2

12 = (1 + R12)
2.

Cvičeńı. Dosad’te vlny (5.6), (5.7) do podmı́nek na rozhrańı (5.8), (5.10). Řešeńım
źıskaných vztah̊u odvod’te (5.11), (5.12) !
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Obrázek 5.1: Napět́ı u a proud i na homogenńım vedeńı

Obrázek 5.2: Náhradńı obvod úseku vedeńı (z, z + ∆z) (mı́sto R′ má být G)

5.4 Napět’ové a proudové vlny na homogenńım ve-

deńı

Homogenńı vedeńı (Lecherovy dráty). Telegrafńı rovnice a jejich řešeńı.
Odraz na zatěžovaćı impedanci.

Homogenńı vedeńı jsou dva dlouhé př́ımé rovnoběžné vodiče zapuštěné v prostřed́ı
o dielektrické permitivitě ε a magnetické permeabilitě µ, obr. (5.1)

Vedeńı má spojitě rozložené parametry vztažené na jednotku délky:

odpor R [Ω/m]
indukčnost L [H/m]
kapacitu C [F/m]
svod G = 1/R′ [S/m]

Úsek vedeńı (z, z + ∆z) bude tedy mı́t odpor R∆z, indukčnost L∆z, kapacitu C∆z a
svod G∆z. (Náhradńı obvod je na obr.5.2, kde mı́sto R′∆z má být G∆z.)
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Podle obr. 5.1 a 5.2 můžeme psát rovnice pro úbytek napět́ı −∆u a úbytek proudu
−∆i na úseku délky ∆z

− ∆u(z, t) = ∆z

(
Ri(z, t) + L

∂i(z, t)

∂t

)
,

− ∆i(z, t) = ∆z

(
Gu(z, t) + C

∂u(z, t)

∂t

)
.

Pod́ıly ∆u/∆z a ∆i/∆z při pevném t definuj́ı v limitě ∆z → 0 parciálńı derivace
∂u/∂z a ∂i/∂z, takže dostáváme telegrafńı rovnice

−∂u

∂z
= Ri + L

∂i

∂t
, (5.13)

− ∂i

∂z
= Gu + C

∂u

∂t
. (5.14)

Jejich řešeńı udává pr̊uběh napět́ı u(z, t) a proudu i(z, t) podél vedeńı v závislosti na
čase.

Zabývejme se nejprve speciálńım př́ıpadem, kdy je v rovnićıch (5.13), (5.14) možno
zanedbat disipativńı členy

|Ri| ≪
∣∣∣∣∣L

∂i

∂t

∣∣∣∣∣ , |Gu| ≪
∣∣∣∣∣C

∂u

∂t

∣∣∣∣∣ . (5.15)

Takové poměry vznikaj́ı na vedeńı typicky při velmi vysokých frekvenćıch. Předpokládá-
me-li totiž harmonickou časovou závislost (Fourierovu složku) v komplexńım tvaru,
j =

√
−1,

u(z, t) = U(z)ejωt, i(z, t) = I(z)ejωt, (5.16)

lze nerovnosti (5.15) ekvivalentně zapsat

R ≪ ωL , G ≪ ωC . (5.17)

Za těchto podmı́nek se z telegrafńıch rovnic

−∂u

∂z
= L

∂i

∂t
, − ∂i

∂z
= C

∂u

∂t
(5.18)

snadno odvod́ı vlnové rovnice2

∂2u

∂z2
= LC

∂2u

∂t2
,

∂2i

∂z2
= LC

∂2i

∂t2
, (5.19)

které popisuj́ı š́ı̌reńı netlumených vln u(z, t), i(z, t) s fázovou rychlost́ı v = 1/
√

LC.
Př́ıklad. Pro dva nekonečně dlouhé př́ımé vodiče (Lecherovy dráty) o poloměru a

a vzdálenosti D povrch̊u v prostřed́ı ε, µ plat́ı vzorce

C =
ε

4 ln D+a
a

, L = 4µ ln
D + a

a

2Prvńı rovnici zderivujeme podle z a použijeme druhou rovnici

−∂2u

∂z2
= L

∂2i

∂z∂t
= L

∂

∂t

(
∂i

∂z

)
= −LC

∂2u

∂t2
.

Analogicky se źıská stejná vlnová rovnice pro i(z, t).
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a tedy LC = εµ. Vid́ıme, že fázová rychlost napět’ových a proudových vln na Lecherových
drátech

v =
1√
LC

=
1√
εµ

(5.20)

se přesně shoduje s fázovou rychlost́ı elektromagnetických vln v prostřed́ı ε, µ. Můžeme
tedy ř́ıci:

Vlny u(z, t), i(z, t) jsou pouze projevem š́ıřeńı elektromagnetické vlny, která
postupuje podél vedeńı.

Vrat’me se k telegrafńım rovnićım (5.13), (5.14) zahrnuj́ıćım disipativńı členy a zkou-
mejme jejich řešeńı s harmonickou časovou závislost́ı (5.16). Po dosazeńı (5.16) do
(5.13), (5.14) dostaneme soustavu dvou obyčejných diferenciálńıch rovnic

−U ′(z) = (R + jωL)I(z) , (5.21)

−I ′(z) = (G + jωC)U(z) , (5.22)

z nichž vyloučeńım I(z)

−U ′′(z) = (R + jωL)I ′(z) = −(R + jωL)(G + jωC)U(z)

plyne
U ′′ − γ2U = 0, (5.23)

kde
γ2 = (R + jωL)(G + jωC). (5.24)

Při nenulových R, G zvoĺıme za γ komplexńı odmocninu γ = β +jk, β > 0, k > 0 (pro
R = G = 0 je β = 0, γ = jk = jω/v = jω

√
LC). Charakteristická rovnice pro (5.23),

λ2 − γ2 = 0, má komplexńı kořeny λ1,2 = ±γ, takže obecné řešeńı rovnice (5.23) je

U(z) = A1e
γz + A2e

−γz . (5.25)

Dosazeńım do (5.16) zjist́ıme, že dva členy (5.25) odpov́ıdaj́ı harmonickým tlumeným
vlnám, které postupuj́ı (a exponenciálně se tlumı́) ve směrech −z a +z:

u(z, t) = A1e
βzej(ωt+kz) + A2e

−βzej(ωt−kz). (5.26)

Př́ıslušná proudová vlna se urč́ı pomoćı rovnice (5.21)

i(z, t) = −U ′(z)ejωt

R + jωL
=

1

Z

(
−A1e

βzej(ωt+kz) + A2e
−βzej(ωt−kz)

)
. (5.27)

Zde jsme definovali charakteristickou impedanci vedeńı

Z =

√
R + jωL

G + jωC

fyzikálně jako poměr napět́ı a proudu pro vlnu postupuj́ıćı ve směru +z.
Na závěr odvod́ıme koeficienty odrazu RU , RI pro napět́ı a proud, je-li na vedeńı

−∞ < z < 0 v mı́stě z = 0 připojena zatěžovaćı impedance Z2. Nejdř́ıve urč́ıme
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integračńı konstanty A1, A2 z podmı́nek U(0) = A1 + A2, ZI(0) = −A1 + A2 na konci
vedeńı:

A1 =
1

2
(U(0) − ZI(0)), A2 =

1

2
(U(0) + ZI(0)).

Vzhledem k tomu, že na zatěžovaćı impedanci plat́ı U(0) = Z2I(0), vlny budou mı́t
výsledný tvar

u(z, t) =
I(0)

2

[
(Z2 − Z)eβzej(ωt+kz) + (Z2 + Z)e−βzej(ωt−kz)

]
,

i(z, t) =
I(0)

2Z

[
−(Z2 − Z)eβzej(ωt+kz) + (Z2 + Z)e−βzej(ωt−kz)

]
.

Prvńı členy představuj́ı vlny odražené uodr, iodr, druhé členy vlny dopadaj́ıćı udop, idop.
Koeficienty odrazu RU , RI pak definujeme jako poměry uodr(0, t)/udop(0, t), iodr/idop(0, t)
v bodě z = 0 (vzhledem k tlumeńı):

RU =
Z2 − Z

Z2 + Z
= −RI .

Cvičeńı. Diskutujte př́ıpady Z2 = Z (korektńı zakončeńı), Z2 = 0 (vedeńı nakrátko)
a Z2 → ∞ (vedeńı naprázdno)! Srovnejte s analogickými situacemi na struně. Co na-
stane při Z2 = Zejα?



Kapitola 6

Elektromagnetické vlny

6.1 Rovinné elektromagnetické vlny

Maxwellovy rovnice v prostřed́ı. Vlnové rovnice. Rovinná elektromagnetická
vlna jako řešeńı Maxwellových rovnic v prázdném prostřed́ı.

V této kapitole shrneme základńı poznatky o elektromagnetických vlnách, které
budeme potřebovat pro výklad optiky — nauky o světle. Dnes je známo, že elek-
tromagnetické jevy tvoř́ı základ veškeré makroskopické fyziky a účastńı se většiny
mikroskopických (atomárńıch, jaderných) proces̊u. Speciálně jsou podstatou optiky a
to nejen v oblasti viditelného světla.

Fundamentálńı elektromagnetická interakce mezi nabitými hmotnými částicemi se
ř́ıd́ı Maxwellovými rovnicemi, které popisuj́ı buzeńı elektromagnetického pole
E (r , t), B (r , t) danou hustotou náboje ρ(r , t) a proudovou hustotou j (r , t). Zaṕı̌seme
je v lineárńım, měkkém prostřed́ı s konstantńı dielektrickou permitivitou ε a magnet-
ickou permeabilitou µ:

rotE +
∂B

∂t
= 0, divB = 0,

divE =
ρ

ε
, rotB − εµ

∂E

∂t
= µj.

Působeńı elektromagnetického pole na nabité částice je pak dáno zákonem Lorentzovy
śıly

F = Q(E +v×B ).

Existence elektromagnetických vln je př́ımým d̊usledkem Maxwellových rovnic.
Ukažme, že z Maxwellových rovnic v prázdném prostoru, tj. v oblasti bez zř́ıdel ρ = 0,
j = 0, lze odvodit vlnové rovnice pro pole E a B . K tomu stač́ı na rovnice pro rotE
zap̊usobit operátorem rot a použ́ıt vzorec (odvod’te!)

rot rotE = grad divE −∆E .

S použit́ım ostatńıch Maxwellových rovnic se nám podař́ı vyloučit B ,

rot rotE = −∆E = −rot
∂B

∂t
= − ∂

∂t
rotB = −εµ

∂2E

∂t2
,

61
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takže

∆E = εµ
∂2E

∂t2
. (6.1)

Analogickým postupem lze vyloučit E s výsledkem

∆B = εµ
∂2B

∂t2
. (6.2)

Z tohoto odvozeńı současně vid́ıme, že elektromagnetické vlny se v homogenńım
prostřed́ı ε, µ š́ı̌ŕı s fázovou rychlost́ı

v =
1√
εµ

.

Elektromagnetické vlny se mohou š́ı̌rit i vakuem, kde plat́ı c = 1/
√

ε0µ0. V odd́ıle 3.1
jsme definovali index lomu prostřed́ı

n =
c

v
=

√
εrµr

.
=

√
εr.

Pro pochopeńı hlavńıch vlastnost́ı elektromagnetických vln si zkonstruujeme speciálńı
prostorové řešeńı Maxwellových rovnic bez zř́ıdel — rovinnou vlnu postupuj́ıćı ve směru
osy z. Pole E , B tedy budou konstantńı v rovinách kolmých k ose z,

E =E (z, t), B =B (z, t).

Z Maxwellových rovnic

divE =
∂Ez

∂z
= 0, divB =

∂Bz

∂z
= 0

(rotE)z = 0 = −∂Bz

∂t
, (rotB)z = 0 = εµ

∂Ez

∂t

vid́ıme, že podélné složky Ez, Bz nezáviśı na z, t, jsou v prostoru i čase konstantńı a
tedy neodpov́ıdaj́ı š́ı̌reńı vlny. Položme proto

Ez(z, t) = 0, Bz(z, t) = 0

a zkoumejme zbývaj́ıćı Maxwellovy rovnice pro př́ıčné složky

(rotE)x = −∂Ey

∂z
= −∂Bx

∂t
, (rotB)x = −∂By

∂z
= εµ

∂Ex

∂t
,

(rotE)y =
∂Ex

∂z
= −∂By

∂t
, (rotB)y =

∂Bx

∂z
= εµ

∂Ey

∂t
.

K velmi jednoduchému řešeńı nyńı dospějeme za předpokladu, že Ey(z, t) = 0. Pak
totiž ∂Bx/∂z = ∂Bx/∂t = 0, takže můžeme položit Bx = 0. Pro vlny

E = (Ex(z, t), 0, 0), B = (0, By(z, t), 0)
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Obrázek 6.1: Harmonická rovinná elektromagnetická vlna

nyńı plat́ı Maxwellovy rovnice

−∂Ex

∂z
=

∂By

∂t
, −∂By

∂z
= εµ

∂Ex

∂t
. (6.3)

Všimněte si, že maj́ı matematicky stejný tvar jako telegrafńı rovnice bez tlumeńı (5.18).
Stejně jako v odd́ıle 5.4 pak z (6.3) plynou vlnové rovnice

∂2Ex

∂z2
= εµ

∂2Ex

∂t2
,

∂2By

∂z2
= εµ

∂2By

∂t2
. (6.4)

Vı́me, že vlny Ex, By postupuj́ıćı v kladném směru osy z lze zapsat ve tvaru d’Alembertova
řešeńı rovnic (6.4)

Ex(z, t) = FE(z − vt), By(z, t) = FB(z − vt).

Vztah mezi vlnami Ex, By udávaj́ı Maxwellovy rovnice (6.3), z nichž plyne

F ′
E(ξ) = vF ′

B(ξ) ⇒ FE(ξ) = vFB(ξ) + konst.,

kde ξ = z − vt a integračńı konstantu pokládáme rovnou nule (odpov́ıdala by opět
konstantńımu řešeńı). V rovinné vlně postupuj́ıćı ve směru +z tedy plat́ı

Ex(z, t) = vBy(z, t), v =
1√
εµ

.

Je-li tato vlna harmonická (monochromatická),

Ex(z, t) = E0 cos (ωt − kz + ϕ), By(z, t) = B0 cos (ωt − kz + ϕ′),

plat́ı
E0 = vB0 > 0, ϕ = ϕ′, ω = vk

(viz obr. 6.1).
Shrneme nyńı odvozené vlastnosti rovinných elektromagnetických vln. Protože ne-

jsou závislé na volbě souřadného systému, můžeme je zformulovat pro rovinnou vlnu
postupuj́ıćı v libovolném směru s (|s |= 1):
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(i) E (r , t) =FE (s .r −vt), B (r , t) =FB (s .r −vt);

(ii) E , B , s tvoř́ı v tomto pořad́ı pravotočivý systém vzájemně orto-
gonálńıch vektor̊u (vlna je př́ıčná);

(iii) E = vB, kde v = 1/
√

εµ.

Pole B (r , t) je tedy plně určeno polem E (r , t). Monochromatická rovinná vlna
má tvar

E(r, t) = E0 cos (ωt − k · r + ϕ), B(r, t) = B0 cos (ωt − k · r + ϕ), (6.5)

kde k= ks je vlnový vektor, ω = v |k |, |s |= 1 a vektorové amplitudy E 0, B 0 splňuj́ı
vlastnosti (ii), (iii).

6.2 Energetické veličiny v rovinné elektromagneti-

cké vlně

Hustota energie, hustota toku energie a hustota hybnosti v rovinné
elektromagnetické vlně. Časové středńı hodnoty v monochromatické vlně.
Tlak zářeńı.

Elektromagnetické pole má jako fyzikálńı objekt energii, hybnost a moment hyb-
noti. Vzhledem ke kontinuálńımu charakteru pole je jeho energetický obsah popsán
hustotou energie w(r , t) (jednotka Jm−3), jej́ıž objemový integrál

∫
V wdV udává

okamžitou energii obsaženou v libovolné prostorové oblasti V.
Podle J. C. Maxwella je hustota energie elektromagnetického pole v nevodivém

prostřed́ı ε, µ dána kvadratickým výrazem

w =
1

2
(E · D + H · B) =

1

2
(εE2 + µH2).

Přenos energie v prostoru popisuje hustota toku energie S (r , t), která je defi-
nována jako množstv́ı energie, jež za jednotku času projde jednotkovou plochou postavenou
kolmo na směr š́ı̌reńı energie pole (jednotka Jm−2s−1 = W/m2). V časově proměnném
elektromagnetickém poli v prostřed́ı ε, µ je dána Poyntingovým vektorem

S =E ×H .

Pro hustotu hybnosti elektromagnetického pole ve vakuu plat́ı vzorec

g = D × B = ε0µ0E × H =
S

c2
.

Všimněte si, že všechny uvedené výrazy pro energetické veličiny jsou kvadratické v
poĺıch. Upravme je pro př́ıpad rovinné elektromagnetické vlny. Vztah (iii) z odd́ılu 6.1
lze ekvivalentně zapsat

E = vB ⇐⇒
√

εE =
√

µH. (6.6)
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Obrázek 6.2: Ke vztahu S = wvs pro hustotu toku energie. Přenáš́ı-li se energie vlny
rychlost́ı v, projde plochou df = dxdy za čas dt energie wdV = wvdtdxdy. Hustota toku
energie Sz je pak rovna energii, která projde za jednotku času jednotkovou plochou, tj.
(w dV )/(dS dt) = wv.

Proto elektrická a magnetická část hustoty energie w jsou si v rovinné vlně rovny a
plat́ı

w = εE2.

Vlastnosti (ii) a (iii) z odd́ılu 6.1 dovoluj́ı zapsat

H =

√
ε

µ
s × E, (6.7)

takže Poynting̊uv vektor v rovinné elektromagnetické vlně je úměrný hustotě energie
(viz obr. 6.2)

S =

√
ε

µ
E × (s × E) =

√
ε

µ
E2s,

S = wvs. (6.8)

Konečně hustota hybnosti (ve vakuu)

g =
S

c2
=

w

c
s.

V monochromatické rovinné vlně (6.5) nás vzhledem k vysokým frekvenćım
zaj́ımaj́ı časové středńı hodnoty přes jednu periodu T = 2π/ω:

< w >T = ε < E2 >T =
1

2
εE2

0 ,

< S >T =< w >T vs =
1

2

√
ε

µ
E2

0s,



66 KAPITOLA 6. ELEKTROMAGNETICKÉ VLNY

Obrázek 6.3: K odvozeńı tlaku zářeńı.

< g >T =
< S >T

c2
=

< w >T

c
s.

Skutečnost, že rovinná elektromagnetická vlna má nenulovou hustotu hybnosti,
přivedla v r. 1873 J. C. Maxwella k odvozeńı tlaku zářeńı. Abychom odvodili velikost
tlaku zářeńı, předpokládejme, že rovinná elektromagnetická vlna ve vakuu dopadá
kolmo na dokonale absorbuj́ıćı (černý) rovinný povrch masivńıho tělesa (obr. 6.3).
Zářeńı ve válcovém objemu o pr̊uřezu 1 m2 a výšce c dt bude absorbováno plochou 1
m2 povrchu tělesa za čas dt. To znamená, že z tohoto objemu těleso převezme za čas
dt hybnost pole

dG = gdV =
w

c
sc dt.

Z mechaniky v́ıme, že časová změna hybnosti dG /dt udává śılu, v našem př́ıpadě
p̊usob́ıćı kolmo na jednotku plochy povrchu tělesa. Jej́ı normálová složka představuje
hledaný tlak :

tlak zářeńı = w.

Tlak zářeńı je č́ıselně roven hustotě energie zářeńı.

Poznámka. Odráž́ı-li povrch tělesa kolmo dopadaj́ıćı rovinnou elektromagnetickou
vlnu s koeficientem odrazu pro amplitudu RE, bude mı́t pole odražené vlny hustotu

hybnosti opačného směru Rg , kde R =
(
RE

)2
je odrazivost povrchu. Protože celková

změna hybnosti tělesa je nyńı

dG= (g +Rg )dV ,

dostáváme vzorec

tlak zářeńı = (1 + R)w.
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Experimentálně byl Maxwell̊uv vzorec pro tlak svazku světla potvrzen teprve v
praćıch [17], [18] z roku 1901. Samozřejmě je pozorována časová středńı hodnota

<tlak zářeńı >T = (1 + R) < w >T .

Tlak zářeńı částečně ovlivňuje tvar komet. Protože je d̊uležitou veličinou v termody-
namice zářeńı, nelze ho pominout např. při studiu vnitřńı dynamiky hvězd.

6.3 Elektromagnetické vlny na rozhrańı

Fázová rychlost a charakteristická impedance. Dopadaj́ıćı, odražená a prošlá
vlna. Koeficient odrazu a propustnosti pro kolmý dopad.

Základńımi vlnovými parametry homogenńıho prostřed́ı jsou fázová rychlost v a

charakteristická impedance Z. Na struně byly dány vztahy v =
√

T/ρ, Z =
√

Tρ, na

homogenńım vedeńı bez tlumeńı v = 1/
√

LC, Z =
√

L/C. Pro elektromagnetické vlny

jsme viděli, že v = c/n = 1/
√

εµ. Charakteristickou impedanci (vlnový odpor)
prostřed́ı ε, µ budeme definovat podobně jako u homogenńıho vedeńı — jako poměr
velikost́ı intenzit elektrického a magnetického pole pro vlnu postupuj́ıćı v daném směru
s . Ze vztah̊u (6.6) ihned vyplývá, že charakteristická impedance prostřed́ı je rovna

Z =
E

H
=

√
µ

ε
.

Hodnoty ε0 = 8, 854.10−12AsV −1m−1, µ0 = (ε0c
2)−1 = 4π.10−7V sA−1m−1 dávaj́ı pro

charakteristickou impedanci vakua hodnotu

Z0 =

√
µ0

ε0

.
= 377 Ω,

kterou si lze pamatovat jako 120π ohmů.
Úloha na kolmý dopad rovinné elektromagnetické vlny na rozhrańı dvou homogenńıch

prostřed́ı ε1, µ1 a ε2, µ2 je jednorozměrným problémem, který jsme již řešili pro strunu a
pro homogenńı vedeńı v odd́ılech 5.3 a 5.4. V prostřed́ı ε1, µ1 je dopadaj́ıćı a odražená
vlna, v prostřed́ı ε2, µ2 vlna prošlá. Amplitudy těchto vln E0, RE

12E0 a TE
12E0 jsou

určeny koeficienty odrazu RE
12 a prostupnosti TE

12. Z podmı́nek spojitosti na rozhrańı
(podrobně viz [5], kap. 9) plyne

TE
12 = 1 + RE

12, TB
12 = 1 + RB

12

a pro RE
12, RB

12 stejné vztahy jako u homogenńıho vedeńı (kde bylo RU = (Z2−Z)/(Z2+
Z) = −RI):

RE
12 =

Z2 − Z1

Z2 + Z1

= −RB
12.

Vzhledem k tomu, že v optice obvykle µ1r
.
= 1

.
= µ2r, použ́ıváme posledńı vztah

nejčastěji ve tvaru

RE
12 =

√
µ2

ε2

−
√

µ1

ε1√
µ2

ε2

+
√

µ1

ε1

.
=

n1 − n2

n1 + n2

,
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kde n1
.
=

√
ε1r, n2

.
=

√
ε2r jsou indexy lomu obou prostřed́ı.

Poznámka. V úlohách na určeńı interferenčńıch maxim a minim při odrazu monochro-
matického světla na tenkých vrstvách se skládaj́ı amplitudy. Proto je nutno vźıt v úvahu
i znameńı koeficientu odrazu: je-li záporné (při n1 < n2), nahrad́ı se změna znameńı
harmonické vlny při odrazu ekvivalentńım posunem fáze o π (180◦) !

6.4 Elektromagnetická vlna vyzařovaná elektrickým

dipólem

Vlastnosti zářeńı kmitaj́ıćıho elektrického dipólu. Srovnáńı s rovinnou
vlnou. Poynting̊uv vektor, intenzita zářeńı, vyzařovaćı diagram,
celkový vyzařovaný výkon.

Obvyklé zdroje světla jsou soustavy atomů (molekul), které jsou energeticky buzeny
r̊uznými fyzikálńımi nebo chemickými zp̊usoby a v jejich d̊usledku vyzařuj́ı elektromag-
netické vlny. Nejjednodušš́ım klasickým modelem vyzařováńı je řešeńı Maxwellových
rovnic, jehož zdrojem je časově proměnný elektrický dipól (tzv. krátký dipól, [5], kap.
9). S kmitaj́ıćımi dipóly p (t) = er (t) jsme se již setkali v odd́ıle 3.1 při aplikaci kla-
sického Thomsonova modelu atomu k vysvětleńı disperze světla v látkách vynucenými
kmity elektron̊u v atomech.

V tomto odd́ıle uvedeme tvar elektromagnetické vlny v nevodivém prostřed́ı ε, µ
ve velké vzdálenosti r od elektrického dipólu umı́stěného v počátku O a kmitaj́ıćıho
podle předepsané časové závislosti p=p(t), speciálně pak p=p0 cos ωt. Na obr 6.4 jsou
vyobrazeny vektory E (r , t), H (r , t) v souřadném systému, jehož osa z mı́̌ŕı ve směru
p0 . Jsou dány vzorci ([5])

E(r, t) = −
p̈⊥

(
t − r

v

)

4πεv2r
, H =

√
ε

µ
r0 × E, (6.9)

kde p̈⊥ je kolmou složkou v rozkladu vektoru p̈ = (p̈·r0)r0+p̈⊥ na složku rovnoběžnou
s vektorem r0 =r /r a složku kolmou k r0 . K vyzařováńı elektrického dipólu
p (t) = er (t) tedy docháźı pouze tehdy, když se náboj pohybuje zrychleně, r̈ 6= 0 !

Z toho, že fáze vlny (6.9) je dána retardovaným časem t−(r/v), je patrné, že se jedná
o vlnu sférickou, jej́ıž vlnoplochy (2.29) jsou kulové plochy se středem v počátku. Vzorce
(6.9) dále ukazuj́ı, že vlna je př́ıčná vzhledem ke směru r0 a že jej́ı amplituda klesá
nepř́ımo úměrně vzdálenosti r. Porovnáńım s vlastnostmi rovinné elektromagnetické
vlny v odd́ılu 6.1 (viz též vztahy (6.6), (6.7) v odd́ıle 6.4) zjist́ıme, že vektory E , H ,
r0 rovněž tvoř́ı v tomto pořad́ı pravotočivý systém vzájemně ortogonálńıch vektor̊u a
pro velikosti E, H rovněž plat́ı (6.6).1

Okamžitá hustota toku energie elektrického dipólového zářeńı v mı́stě r je podle
(6.8) vektor mı́̌ŕıćı ve směru r0 =r /r

S (r , t) =E ×H = wvr0 ,

1Protože kulovou plochu lze pro velká r aproximovat jej́ı tečnou rovinou, dává model zářeńı dipólu
možnost přibližné realizace rovinné vlny (s =r0 ) alespoň v malé oblasti tečné roviny. Pro odhad
velikosti této oblasti viz [1], př. 5.11.
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Obrázek 6.4: Elektrické dipólové zářeńı

Obrázek 6.5: Vyzařovaćı diagram elektrického dipólu (plná čára). Čárkovaná kružnice
je grafem funkce sin ϑ.
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kde w = εE2. Ve sférických souřadnićıch podle obr. 6.4 plat́ı |p̈⊥| = ω2p0 sin ϑ cos ωt,
takže okamžitá velikost hustoty toku energie je rovna

|S(r, t)| = εE2v =
ω4p2

0

16π2εv3

sin2 ϑ

r2
cos2(ωt − kr).

Jej́ı časovou středńı hodnotu obvykle nazýváme intenzitou zářeńı

I(r, ϑ, ϕ) = | < S(r, t) >T | =
ωp



πεv

sin ϑ

r
.

Vid́ıme, že klesá se čtvercem vzdálenosti r a nezáviśı na úhlu ϕ. Jej́ı závislost na
úhlu ϑ zakreslujeme do vyzařovaćıho diagramu elektrického dipólu (obr. 6.5):
hodnotu sin2 ϑ vynáš́ıme na polopř́ımku sv́ıraj́ıćı úhel ϑ s osou z. Maximum intenzity
je v kolmém směru k dipólu (ϑ = π/2), ve směru dipólu je intenzita nulová !

To, že vzorce (6.9) skutečně popisuj́ı elektromagnetické pole zářeńı, které od zdroje
unáš́ı energii nenávratně pryč, zjist́ıme výpočtem celkové energie, která za jednotku
času projde sférou o poloměru r. Tento celkový vyzařovaný výkon je roven plošnému
integrálu přes tuto sféru z Poyntingova vektoru S ,

P (t) =
∫

S(r, t) · df .

Ve sférických souřadnićıch je df=r0r2 sin ϑdϑdϕ, takže po dosazeńı za S a jednoduchých
integraćıch přes ϑ ∈< 0, π > a ϕ ∈< 0, 2π > dostaneme okamžitý celkový výkon

P (t) =
ω4p2

0

6πεv3
cos2(ωt − kr).

Jeho časová středńı hodnota je konstantńı, nezáviśı na poloměru sféry r :

< P (t) >T =
ω4p2

0

12πεv3
.

Energie mezi r̊uznými poloměry se ani neztráćı, ani nevzniká. Pro doćıleńı ustáleného
vyzařováńı je ovšem nutno př́ıslušný výkon zář́ıćımu dipólu neustále dodávat.
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6.5 Rozděleńı elektromagnetických vln

Pásma elektromagnetických vln podle vlnových délek.

Podrobná tabulka ukazuje rozděleńı elektromagnetických vln podle vlnových délek.
Pouze velmi úzké pásmo — od fialové barvy 350 nm po červenou 750 nm — odpov́ıdá
viditelnému světlu. Všimněte si v porovnáńı s vlnovými délkami velkého rozsahu frekven-
ćı od 104 do 1023 Hz! Pro rentgenové zářeńı (zářeńı X) je typickou vlnovou délkou
λ = 1 Å (angström) = 10−10 m, pro zářeńı gama λ = 1 X = 10−13 m.

ν/3 λ

(Hz) (m)
104 104

105 103 1 až 15 km dlouhé Elektro-
106 102 200 až 700 m středńı Rozhlasové magnetické
107 10 2 až 100 m krátké, vlny vlny
108 1 velmi krátké (v užš́ım
109 10−1 0,1 až 2 m Hertzovy vlny smyslu),
1010 10−2 1 až 100 mm Mikrovlny radiovlny
1011 10−3

1012 10−4 10 až 1000 µm Infračervené zářeńı (tepelné sáláńı)
1013 10−5

1014 10−6 0,75 až 10 µm Infračervené
1015 10−7 0,35 až 0,75 µm Viditelné světlo Optické zářeńı
1016 10−8 0,35 až 0,014 µm Ultrafialové

1017 10−9 10 až 100 Å Měkké zářeńı X Zářeńı X
1018 10−10 Tvrdé zářeńı X Rentgenové
1019 10−11 0,1 až 10 Å Měkké zářeńı γ Zářeńı γ
1020 10−12 0,001 až 0,1 Å Tvrdé zářeńı γ Zánikové
1021 10−13 1 až 100 X zářeńı
1022 10−14 > 0,001 X Elektro-

Penetrantńı zářeńı magnetická
složka

1023 10−15 (ultragama) kosmického
zářeńı
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Kapitola 7

Polarizace

7.1 Popis polarizace monochromatické elektromag-

netické vlny

Obecný tvar monochromatické vlny. Polarizace lineárńı, kruhová a eliptická.
Komplexńı zápis.

V kapitole 6 jsme viděli, že vektory E, B v elektromagnetické rovinné vlně jsou
vzájemně kolmé a tvoř́ı se směrem š́ı̌reńı s pravotočivou trojici vektor̊u. Proto ř́ıkáme,
že elektromagnetická vlna je př́ıčná. V rovině kolmé ke směru š́ı̌reńı ovšem existuj́ı
dva nezávislé př́ıčné směry, např. určené jednotkovými vektory x0, y0; v této sou-
vislosti mluv́ıme o dvou nezávislých polarizačńıch stavech. Polarizačńı stav vlny stač́ı
udávat elektrickým vektorem E(r, t), nebot’ magnetický vektor B(r, t) je elektrickým
jednoznačně určen.

Uvažujme postupnou vlnu monochromatického světla s danou úhlovou frekvenćı ω
ve vakuu nebo v homogenńım nevodivém prostřed́ı ε, µ. Jak jsme se zmı́nili v odstavci
6.4, lze např. sférickou vlnu v dostatečně malé oblasti prostoru aproximovat rovinnou
vlnou. Takovou vlnu s elektrickým vektorem

E(r, t) = E0 cos (ωt − k · r + ϕ)

jsme si uvedli v odstavci 6.1, rovnice (6.5). Vzhledem k tomu, že Maxwellovy rovnice
v prázdném prostoru jsou lineárńı, bude obecná monochromatická rovinná vlna (pos-
tupuj́ıćı např. ve směru osy z) dána superpozićı vln harmonicky kmitaj́ıćıch ve dvou
nezávislých směrech x0, y0:

E(z, t) = x0E1cos(ωt − kz + ϕ1) + y0E2cos(ωt − kz + ϕ2). (7.1)

Amplitudy E1, E2 a fázové konstanty ϕ1, ϕ2 jsou nezávislé konstanty; obě vlny v
superpozici (7.1) maj́ı stejnou úhlovou frekvenci ω; z vlnové rovnice plyne

ω = vk.

Pro źıskáńı představy o možných polarizačńıch stavech stač́ı zkoumat vlnu (7.1) v
počátku O

E(0, t) = x0E1cos(ωt + ϕ1) + y0E2cos(ωt + ϕ2). (7.2)

73
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Obrázek 7.1: Časový vývoj vektoru E(0, t).

Podle obr. 7.1 časový vývoj vektoru E(0, t) vzniká skládáńım harmonických kmit̊u
ve dvou kolmých směrech

Ex(0, t) = E1 cos (ωt + ϕ1)

Ey(0, t) = E2 cos (ωt + ϕ2)

se stejnými frekvencemi. Vektor E(0, t) proto opisuje Lissajousovu křivku, jež je obecně
elipsou v rovině xy se středem v počátku.1 Př́ıslušný polarizačńı stav nazýváme eliptickou
polarizaćı.

Mezi polarizačńımi stavy světla maj́ı zvláštńı d̊uležitost dva typy polarizace: polar-
izace lineárńı a kruhová.

Lineárńı polarizace odpov́ıdá situaci, kdy vektor E(0, t) kmitá stále ve stejném
směru. Tento př́ıpad lze charakterizovat hodnotami rozd́ılu fázových konstant ϕ1−ϕ2 =
0 nebo π. Tehdy totiž pod́ıl

Ey(0, t)

Ex(0, t)
= ±E2

E1

= tgϑ

1K d̊ukazu si stač́ı uvědomit, že rovnice

Ex(0, t) = E1 (cos ωt cos ϕ1 − sin ωt sinϕ1)

Ey(0, t) = E2 (cos ωt cos ϕ2 − sinωt sin ϕ2)

(v př́ıpadě, že se nejedná o lineárńı polarizaci) dovoluj́ı vypoč́ıtat cos ωt, sin ωt jako lineárńı kombinace
Ex, Ey:

cos ωt = aEx + bEy

sinωt = cEx + dEy.

Potom cos2 ωt + sin2 ωt = (aEx + bEy)2 + (cEx + dEy)2 = 1 je rovnićı kuželosečky. Muśı to být elipsa
(nebo jej́ı degenerované př́ıpady), protože Ex a Ey jsou omezené !
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Obrázek 7.2: Lineárńı polarizace (tgϑ = E2/E1).

z̊ustává konstantńı (viz obr. 7.2, 7.3). Vlny lineárně polarizované ve směrech x0 a y0

vystupovaly v (7.1), (7.2) jako složky rozkladu obecně elipticky polarizované vlny.
Kruhová polarizace vzniká jako superpozice (7.2) vln lineárně polarizovaných ve

směrech x0, y0 se stejnými amplitudami, ale fázově posunutými o 90◦,

E1 = E2, ϕ1 − ϕ2 = ±π

2
.

Vektor E(0, t) se nyńı pohybuje po kružnici o poloměru E1 v rovině xy podle vztah̊u

Ex(0, t) = E1 cos (ωt + ϕ1)

Ey(0, t) = ±E1 sin (ωt + ϕ1).

Horńı znameńı odpov́ıdá pohybu proti směru hodinových ručiček a konvenčně se nazývá
levotočivá kruhová polarizace; dolńı znameńı pak odpov́ıdá pravotočivé kruhové polar-
izaci. Všimněte si, že při určováńı smyslu otáčeńı vektoru E(0, t) mı́̌ŕı osa z — směr
š́ı̌reńı světla s — k pozorovateli P (obr. 7.1).

Závěr. Podle podaného výkladu superpozićı dvou lineárně polarizovaných vln se
stejnou úhlovou frekvenćı se směry polarizace x0, y0 a s r̊uznými fázemi vznikne
elipticky polarizovaná vlna (viz obr. 7.4). Obecný tvar (7.1), (7.2) monochromatické
elektromagnetické vlny s úhlovou frekvenćı ω, směrem š́ı̌reńı s = (0, 0, 1) a libovolnými
konstantami E1, E2, ϕ1, ϕ2 proto znamená, že každá taková vlna je polarizovaná. V
odd́ıle 7.4 se budeme snažit vysvětlit skutečnost, že ne každé světlo je polarizované.
Uvědomte si ještě, že pro určitý typ polarizace neńı rozhoduj́ıćı celková intenzita zářeńı,
úměrná

〈E2〉T =
1

2

(
E2

1 + E2
2

)
,

ani hodnoty fázových konstant ϕ1, ϕ2, ale jen jejich rozd́ıl ϕ1 − ϕ2.
Polarizace v komplexńım zápisu. Tvar (7.1) vektoru E(z, t) lze elegantně vyjádřit jako reálnou

část komplexńı vektorové funkce

E(z, t) = Re
[
Ê0e

i(ωt−kz)
]
,
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Obrázek 7.3: Lineárńı polarizace (tgϑ = −E2/E1).

Obrázek 7.4: Eliptická polarizace.
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s komplexńı amplitudou

Ê0 = x0E1e
iϕ1 + y0E2e

iϕ2 ∈ C2

představuj́ıćı obecný dvojrozměrný komplexńı vektor. Množinu monochromatických vln (7.1) lze tedy

vzájemně jednoznačně zobrazit na lineárńı prostor C2 vektor̊u Ê0. Daný polarizačńı stav pak odpov́ıdá
podmnožině monochromatických vln, jejichž amplitudy jsou násobky rE1, rE2 a fáze ϕ1 + α, ϕ2 + α

pro libovolné r > 0, α ∈ R. V komplexńım zápisu tyto množiny {reiαÊ0 | r ∈ R+ ∧ α ∈ R}
jsou komplexńı př́ımky v C2 procházej́ıćı počátkem (jednorozměrné komplexńı podprostory v C2).
Množina polarizačńıch stav̊u je tedy ekvivalentńı množině jednorozměrných podprostor̊u v C2, která
se nazývá komplexńı projektivńı prostor CP 1. Lze ukázat, že prostor CP 1 je geometricky ekvivalentńı
dvojrozměrné sféře S2 zvané Poincaréova sféra.

Komplexńı zápis rovněž dovoluje algebraickým zp̊usobem určit parametry polarizačńı elipsy v

rovině xy. Nejprve si všimneme, že kvadrát Ê0 je obecně komplexńı č́ıslo

Ê0

2
= Ê0 · Ê0 = De−2iδ ∈ C.

Vynásobeńım eiδ dostaneme tedy z Ê0 komplexńı vektor d = Ê0e
iδ s reálným kvadrátem

d2 =
(
Ê0e

iδ
)2

= D > 0.

Rozlož́ıme-li d = d1 + id2 kde d1, d2 jsou reálné vektory, dostaneme podmı́nku

d2 = d1

2 − d2

2 + 2id1 · d2 = D ∈ R,

čili

d1 · d2 = 0.

Vztah Ê0 = (d1 + id2) e−iδ nyńı vede na vektor E(z, t) jako superpozici kmit̊u ve směrech d1, d2

splňuj́ıćıch d1 · d2 = 0:

E(z, t) = d1 cos (ωt − kz − δ) − d2 sin (ωt − kz − δ).

Zvoĺıme-li nové osy x′, y′ tak, že osa x′ mı́̌ŕı ve směru d1, pak

Ex′ = d1 cos (ωt − kz − δ)

Ey′ = ∓d2 sin (ωt − kz − δ),

kde dvě znaménka u Ey′ odpov́ıdaj́ı vektoru d2 ve směru nebo proti směru osy y′. Vektor E(0, t)
opisuje elipsu s poloosami d1, d2, nebot’

E2
x′

d2
1

+
E2

y′

d2
2

= 1.

Kruhová polarizace nastává při d1 = d2, lineárńı při d1 = 0 nebo d2 = 0.

Cvičeńı 1. Odvod’te komplexńı amplitudy Ê0 pro levotočivě a pravotočivě kruhově polarizované
vlny.

7.2 Určeńı polarizačńıho stavu měřeńım souboru

intenzit

Dipólová anténa jako vyśılač a přij́ımač. Soubor měřených intenzit. Měřeńı
pomoćı dvou antén.
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Obrázek 7.5: Vyśılaćı a přij́ımaćı dipólové antény.

V odd́ıle 6.5 bylo popsáno elektromagnetické pole zářeńı kmitaj́ıćıho elektromag-
netického dipólu. Podle vyzařovaćıho diagramu na obr. 6.5 je maximálńı intenzita
vyzařována ve směrech kolmých k dipólu. Podle obr. 6.4 je toto zářeńı lineárně po-
larizované ve směru rovnoběžném s dipólem. Možnou realizaci představuje vyśılaćı

dipólová anténa napájená stř́ıdavým napět́ım o frekvenci ν = ω/2π schematicky
znázorněná na obr. 7.5. Je-li délka antény l malá vzhledem k vlnové délce zářeńı
λ = c/ν, lze použ́ıt vztahy z odd́ılu 6.5.

Stejnou anténu lze použ́ıt jako přij́ımač dopadaj́ıćıho elektromagnetického zářeńı,
jehož energii selektivně odeb́ıráme z rezonančńıho obvodu. Přij́ımaćı vlastnosti antény

jsou stejné jako při vyśıláńı: jelikož napět́ı indukované v anténě U =
l/2∫

−l/2

E.dl je

určeno složkou E, která je rovnoběžná s anténou, maximálńı př́ıjem nastane, když
zářeńı dopadá kolmo na anténu. Maximálńı citlivost při př́ıjmu tedy přesně odpov́ıdá
podmı́nkám pro maximálńı vyśılaný výkon.

Necht’ se zkoumané monochromatické zářeńı š́ı̌ŕı ve směru osy +z a v mı́stě O, kde
plat́ı (7.2). Chceme určit jeho polarizačńı stav měřeńım souboru vhodně definovaných
intenzit. Těmto intenzitám je posléze úměrný středńı výkon přicházej́ıćı z přij́ımaćı
antény do rezonančńıho obvodu. Pro výběr intenzit je směrodatné, že při určeńı polar-
izačńıho stavu nás nezaj́ımá ani celková intenzita ani přesná hodnota fázových konstant
ϕ1, ϕ2 ve výrazu (7.2) pro E(0, t). Potřebujeme ovšem zjistit relativńı hodnoty E1, E2

a rozd́ıl ϕ1−ϕ2. K jejich určeńı stač́ı provést relativńı měřeńı čtyř intenzit definovaných
časovými středńımi hodnotami (u monochromatického zářeńı stač́ı středovat přes jednu
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periodu T )

< E2
x >T = E2

1 < cos2 (ωt + ϕ1) >T =
E2

1

2
,

< E2
y >T = E2

2 < cos2 (ωt + ϕ2) >T =
E2

2

2
,

< 2ExEy >T = E1E2 < 2 cos (ωt + ϕ1) cos (ωt + ϕ2) >T

= E1E2 < cos (2ωt + ϕ1 + ϕ2) + cos (ϕ1 − ϕ2) >T

= E1E2 cos (ϕ1 − ϕ2),

< 2Ex(ωt − π

2
)Ey(ωt) >T = E1E2 < 2 sin (ωt + ϕ1) cos (ωt + ϕ2) >T

= E1E2 < sin (2ωt + ϕ1 + ϕ2) + sin (ϕ1 − ϕ2) >T

= E1E2 sin (ϕ1 − ϕ2).

(7.3)

Vid́ıme, že změřeńım intenzit < E2
x >T , < E2

y >T , < 2ExEy >T a < 2Ex(ωt −
π
2
)Ey(ωt) >T dostaneme úplnou informaci o amplitudách E1, E2 a rozd́ılu fázových

konstant ϕ1 − ϕ2.
2

Měřeńı lze u rozhlasových vln realizovat pomoćı dvou přij́ımaćıch dipólových antén
A1, A2:

1. Anténu A1 orientujeme ve směru osy x a měř́ıme časovou středńı hodnotu přij́ımaného
výkonu úměrnou < E2

x >T = E2
1/2.

2. Anténu A2 orientujeme podél osy y a měř́ıme < E2
y >T = E2

2/2.

3. Obě antény připoj́ıme ke společnému rezonančńımu obvodu stejně dlouhým ve-
deńım a tak, aby do rezonančńıho obvodu přicházel součet napět́ı od antén
(sériové zapojeńı). Měř́ıme pak < (Ex + Ey)

2 >T =< E2
x >T + < E2

y >T + <
2ExEy >T , odkud se již snadno urč́ı < 2ExEy >T a cos (ϕ1 − ϕ2).

4. Antény připoj́ıme sériově ke společnému rezonančńımu obvodu vedeńımi r̊uzné
délky tak, aby anténa A1 měla př́ıpojku deľśı o λ/4, dávaj́ıćı zpožděńı T/4.
Přij́ımaný výkon pak bude úměrný < (Ex(ωt − π

2
) + Ey(ωt))2 >T =< E2

x >T

+ < E2
y >T + < 2Ex(ωt− π

2
)Ey(ωt) >T a odtud se již snadno urč́ı sin (ϕ1 − ϕ2).

3

Viditelné světlo má vlnové délky kratš́ı než 1 mikrometr a tak je nelze detekovat
pomoćı antén. K určeńı jeho polarizačńıho stavu měřeńım uvedených čtyř intenzit
lze však využ́ıt speciálńıch optických vlastnost́ı některých transparentńıch látek, jak
uvid́ıme v odd́ıle 7.3.

2Při úpravách jsme použili vzorce 2 cos a cos b = cos (a + b)+cos (a − b), 2 sin a cos b = sin (a + b)+
sin (a − b).

3Je-li z0 délka př́ıpojky antény A2, pak napět́ı přicházej́ıćı do rezonančńıho obvodu v čase t vyšlo z
antény A1 v retardovaném čase t−(z0 + λ

4 )/c, zat́ımco z antény A2 v čase t−(z0/c). Měřená elektrická

intenzita je tedy součtem Ex(t − (z0 + λ
4 )/c) + Ey(t − (z0/c)). Protože výsledky středováńı nezáviśı

na společném posunu z0/c, můžeme měřené intenzity psát ve tvaru < (Ex(t − (T/4)) + Ey(t))2 >T

neboli < (Ex(ωt − π
2 ) + Ey(ωt))2 >T .
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7.3 Polarizované elektromagnetické vlny v látkách

Polarizačńı filtry, Malus̊uv zákon, polaroid, polarizace odrazem. Dvojlom,
vlnové destičky, nikol. Měřeńı polarizace. Optická aktivita. Fotoelastický jev,
jevy elektrooptické a magnetooptické.

V odd́ılech 6.5 a 7.2 jsme viděli, že vyśılaćı dipólová anténa napájená stř́ıdavým
napět́ım o frekvenci ν = ω/2π bud́ı ve velké vzdálenosti sférickou lineárně polarizo-
vanou elektromagnetickou vlnu. K buzeńı lineárně polarizovaného světla však nemáme
k dispozici pevně orientované dipólové antény atomárńıch rozměr̊u. Lineárně polarizo-
vané světlo proto obvykle źıskáváme pomoćı selektivńı absorpce.

Optické př́ıstroje, založené na r̊uzných principech, které propouštěj́ı z dopadaj́ıćıho
světla jen část polarizovanou lineárně v určitém pevném směru, se nazývaj́ı polar-

izačńı filtry . Označ́ıme-li tento pevný směr — osu propustnosti filtru — jed-
notkovým vektorem e, můžeme vztah mezi vstupuj́ıćım a vystupuj́ıćım elektrickým
polem zapsat jako vektorový vztah

Evýst = e(e · Evst), (7.4)

který vyjadřuje projekci vektoru Evst do směru e. Je-li Evst ‖ e, světlo procháźı (u
skutečných filtr̊u docháźı k malému zeslabeńı absorpćı). Je-li Evst⊥e, světlo neprocháźı
(ve skutečnosti je téměř úplně pohlceno). Pro intenzity vstupuj́ıćıho a vystupuj́ıćıho
světla z (7.4) plyne vztah

Ivýst = Ivst cos2 ϑ (7.5)

kde ϑ je úhel mezi Evst a osou propustnosti. Rovnice (7.5) je známa jako Malus̊uv

zákon .4 (Při jeho použit́ı u skutečných polarizačńıch filtr̊u za Ivst klademe intenzitu,
která projde filtrem při ϑ = 0, tedy vstupńı intenzitu zeslabenou př́ıpadnou absorpćı.)

Moderńı typy polarizačńıch filtr̊u funguj́ı na principu husté mř́ıžky z tenkých rovnoběžných
vodič̊u podle obr. 7.6. Zat́ımco složka Ex(0, t) vlny (7.2) prakticky neinteraguje s elek-
trony ve vodič́ıch a procháźı beze změny, složka Ey(0, t) s nimi silně interaguje a jej́ı
energie je disipována vodivostńımi proudy.5

Snadněǰśı výrobu polarizačńıch filtr̊u nab́ıdla chemie polymer̊u. Při tažeńı plas-
tových fólíı, jež obsahuj́ı dlouhé řetězce uhlovod́ıkových makromolekul, se molekuly
převážně např́ımı́ do směru tažeńı (nebo válcováńı). Chemicky vázaný jod poskytuje
makromolekulám vodivostńı elektrony, které se mohou pohybovat jen ve směru makro-
molekul. Výsledný materiál, polaroid vynalezený v 30. letech E.H. Landem6, pak má
vlastnosti polarizačńıho filtru pro viditelné světlo, jehož osa propustnosti lež́ı v rovině
filtru kolmo ke směru tažeńı fólie.

Ke klasickému polarizačńımu filtru — Nicolovu hranolu — se vrát́ıme při výkladu
dvojlomu. Zde se ještě zmı́ńıme o polarizaci světla odrazem . Při dopadu světla na
rozhrańı dvou prostřed́ı s indexy lomu n1, n2 vzniká vlna odražená a vlna prošlá podle

4Etienne–Louis Malus (1775 – 1812) objevil polarizaci světla v r. 1808.
5Pro viditelné světlo byla takto funguj́ıćı mř́ıžka vyrobena napařeńım zlata na difrakčńı mř́ıžku z

umělé hmoty s cca 2000 vrypy na 1 mm [16].
6Edwin H. Land (1909–1991). Původńı polaroidy byly celuloidové desky pokryté asi 0,1 mm silnou

vrstvou tvořenou orientovanými krystalky herapatitu (śıran jodchininový).
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Obrázek 7.6: Polarizačńı filtr z rovnoběžných vodič̊u.

obr. 7.7. Intenzity vzniklých vln (tj. odrazivost R a propustnost T ) záviśı nejen na
úhlu dopadu ϑ1, ale též na polarizaci dopadaj́ıćı vlny. Z Fresnelových vzorc̊u pro R
([5], kap. 9) vyplývá, že pro dopadaj́ıćı vlnu lineárně polarizovanou v rovině dopadu
existuje tzv. Brewster̊uv úhel ϑ1B, při němž je odrazivost R‖(ϑ1B) = 0. Dobrou
pomůckou pro zapamatováńı je skutečnost, že při ϑ1 = ϑ1B sv́ıraj́ı směry odražené
a prošlé vlny úhel 90◦. Můžeme si k tomu představit, že př́ıčně kmitaj́ıćı elektrony v
látce, které vyśılaj́ı prošlou vlnu, nevyśılaj́ı ve směru svých kmit̊u, takže odražená vlna
nevzniká. Ze vztahu

ϑ1 + ϑ2 =
π

2
a ze Snelliova zákonu lomu

n1 sin ϑ1 = n2 sin ϑ2

dostaneme vyloučeńım ϑ2 vzorec pro Brewster̊uv úhel

tgϑ1B =
n2

n1

.

Složka dopadaj́ıćı vlny polarizovaná kolmo k rovině dopadu se odraźı, R⊥(ϑ1B) 6= 0,
takže výsledné odražené světlo je lineárně polarizované kolmo k rovině dopadu. Naopak
nulový odraz při polarizaci v rovině dopadu lze využ́ıt k bezztrátovému pr̊uchodu
polarizovaného světla (T ‖(ϑ1B) = 1) rozhrańım (šikmo orientované Brewsterovo okénko
v laserové technice).

V př́ırodě existuj́ı transparentńı opticky anizotropńı látky , u nichž pr̊uchod
světla podstatně záviśı na jeho polarizaci. Jsou to látky vyskytuj́ıćı se v krystalické
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Obrázek 7.7: Polarizace odrazem. Brewster̊uv úhel.

formě, jejichž elektrická anizotropie je určena tenzorem elektrické permitivity εjk.
7

Rozmanitost krystalických forem byla klasifikována do 32 krystalografických tř́ıd ([5],
kap. 6). Krystalová optika, která zkoumá pr̊uchod rovinných monochromatických vln,
rozlǐsuje mezi nimi — podle typu Fresnelova elipsoidu

∑
j,k

εjkxjxk = 1 — jen 3 tř́ıdy

opticky anizotropńıch látek [12]:

• dvojosé (poloosy elipsoidu jsou vzájemně r̊uzné),

• jednoosé (rotačńı elipsoid, v hlavńıch osách ε1(x
2
1 + x2

2) + ε3x
2
3 = 1),

• izotropńı (εjk = εδjk, elipsoid je sférou).

Krystaly se středem symetrie (např. krystaly NaCl, KCl, CaF2, jež patř́ı ke ku-
bické soustavě) se z optického hlediska chovaj́ı jako izotropńı prostřed́ı. O izotropńım
prostřed́ı již v́ıme, že každá rovinná monochromatická vlna je v něm obecně elipticky
polarizovaná. V opticky jednoosých nebo dvojosých krystalech (se symetríı nǐzš́ı než
kubické soustavy) tomu tak neńı, všechny rovinné monochromatické vlny jsou lineárně
polarizované ve směrech určených optickými osami.

Zde se zmı́ńıme o některých jednoosých krystalech ; jejich optická osa je osou
symetrie Fresnelova rotačńıho elipsoidu. Známé jsou krystaly tzv. islandského vápence
(CaCO3), krystalizuj́ıćı v šesterečné soustavě ve formě klence (rombu) podle obr. 7.8.
Svazek dopadaj́ıćıho světla se v krystalu rozděĺı na dva lineárně polarizované svazky,
které lež́ı v rovině hlavńıho řezu určené dopadaj́ıćım svazkem a optickou osou. Docháźı
k dvojlomu . Paprsek mimořádný e má elektrický vektor v hlavńım řezu, paprsek
řádný o kolmo k hlavńımu řezu.

7Existuj́ı též magneticky anizotropńı krystaly. Vzhledem k tomu, že magnetizace neńı schopna
sledovat velmi vysoké optické frekvence, jejich anizotropie se projevuje u mikrovln.
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Obrázek 7.8: Pr̊uchod svazku světla krystalem vápence. Optická osa je K1K2. Spolu s
dopadaj́ıćım paprskem AB určuje hlavńı řez, v němž lež́ı paprsek řádný o (ordinarius)
a mimořádný e (extraordinarius).

Situace se zjednoduš́ı pro destičku vyř́ıznutou z jednoosého krystalu tak, aby optická
osa n ležela v rovině destičky. Dopadá-li svazek monochromatického světla kolmo na
destičku, nedojde k odděleńı směr̊u š́ı̌reńı obou paprsk̊u (obr. 7.9). Ovšem i když se oba
paprsky š́ı̌ŕı stejným směrem, jsou lineárně polarizované ve vzájemně kolmých směrech
(pro paprsek mimořádný E ‖ n, pro paprsek řádný E⊥n) a maj́ı r̊uzné indexy lomu
ne, no a tedy i r̊uzné fázové rychlosti ve = c/ne, vo = c/no. Taková destička funguje
jako zpožd’ovaćı destička (též vlnová destička), nebot’ v ńı docháźı k fázovému
posunut́ı ∆ϕ mezi oběma paprsky v závislosti na tloušt’ce destičky d.

Indexy lomu některých jednoosých krystal̊u pro žlutou spektrálńı čáru sod́ıku o
vlnové délce λ = 589 nm udává následuj́ıćı tabulka. 8

ne no

křemen 1,553 1,544
vápenec 1,4864 1,6583
led při 0oC 1,310 1,309
turmalin 1,619 1,637

Dopadá-li na destičku podle obr. 7.9 monochromatická rovinná elektromagnetická
vlna (7.1), bude mı́t na vstupu z = 0 elektrický vektor (7.2)

Evst(0, t) = x0E1 cos (ωt + ϕ1) + yoE2 cos (ωt + ϕ2).

Uvnitř destičky se jej́ı složky, lineárně polarizované ve směrech x0 = n a y0⊥n, š́ı̌ŕı

8Krystaly s ne > no se nazývaj́ı pozitivńı, s ne < no negativńı.
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Obrázek 7.9: Vlnová destička tloušt’ky d, s optickou osou n.

r̊uznými fázovými rychlostmi ve, vo, takže na výstupu z = d

Evýst(d, t) = x0Evst x(0, t −
d

ve

) + y0Evst y(0, t −
d

vo

)

= x0E1 cos (ωt − ked + ϕ1) + y0E2 cos (ωt − kod + ϕ2).

V destičce se počátečńı rozd́ıl fáźı obou složek ϕ2 − ϕ1 změńı na ϕ2 − ϕ1 + (ke − ko)d.
Př́ıdavný fázový posuv ∆ϕ vzniklý v destičce lze vyjádřit pomoćı vlnové délky λ ve
vakuu a index̊u lomu ne, no vzorcem 9

∆ϕ = (ke − ko)d =
2π

λ
(ne − no)d.

Možnost změnit fázový rozd́ıl a tedy i polarizačńı stav světla se nejčastěji využ́ıvá u
čtvrtvlnové destičky , v ńıž vzniká fázový rozd́ıl π/2. Dopadá-li lineárně polarizované
světlo na λ/4-destičku z negativńıho krystalu (ne < no) orientovanou podle obr. 7.10a,
pak na výstupu dostaneme levotočivě kruhově polarizované světlo (obr. 7.10b). Změny
polarizačńıho stavu po daľśıch čtvrtvlnových posunech jsou znázorněny na obr. 7.10c,
d.

Cvičeńı 2. Plátky pr̊uhledné sĺıdy (muskovitu) jsou dvojosými krystaly a maj́ı
pro λ = 589 nm indexy lomu n1 = 1, 594, n2 = 1, 589. Spoč́ıtejte tloušt’ku sĺıdové
λ/4-destičky pro λ = 589 nm ([1],př. 6.36). Jej́ı tloušt’ka neńı λ/4, ale d

.
= 0, 027 mm !

Využit́ı dvojlomného vápence ke konstrukci polarizačńıho filtru představuje Nicol̊uv

hranol , obr. 7.11a.
Je vyroben z krystalu vápence ve třech kroćıch: sbroušeńım z p̊uvodńıho úhlu 71◦

v klenci na 68◦, rozř́ıznut́ım, aby druhý vyznačený úhel byl 90◦ a slepeńım obou d́ıl̊u
kanadským balzámem, jehož index lomu 1,55 lež́ı mezi indexy lomu vápence ne

.
= 1, 49

a no
.
= 1, 66. Při dopadu světla podle obr. 7.11a se řádný paprsek na rozhrańı vápence a

lepidla totálně odráž́ı, protože př́ıslušný mezńı úhel je 69◦10’ (sin 69◦10′ = 1, 55/1, 66).
Z nikolu vycháźı jen mimořádný paprsek se známou lineárńı polarizaćı ve svislém směru.

9ko = ω/vo = noω/c = no2π/λ a stejně pro ke.
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Obrázek 7.10: Změna polarizačńıho stavu pro ∆ϕ = 0, π/2, π, 3π/2.

Obrázek 7.11: Polarizačńı hranoly. a) Nicol̊uv hranol, b) Wollaston̊uv hranol. Šipky
znač́ı směry optických os.



86 KAPITOLA 7. POLARIZACE

Cvičeńı 3. Promyslete si konstrukci a funkci daľśıho polarizačńıho hranolu na obr.
7.11b [10].

Umı́st́ıme-li dva otočné polarizačńı filtry do svazku světla na optické lavici, nazývá
se prvńı z nich polarizátor , druhý analyzátor . Je-li orientace analyzátoru kolmá na
orientaci polarizátoru, světlo podle Malusova zákona neprocháźı; ř́ıkáme, že polarizačńı
filtry jsou zkř́ı̌zené.

Cvičeńı 4. Vlož́ıme-li mezi zkř́ıžené polarizačńı filtry vlnovou destičku a otáč́ıme
j́ı v b́ılém dopadaj́ıćım světle, docháźı na st́ıńıtku ke krásným barevným efekt̊um.
Vysvětlete !

Měřeńı polarizace světla . Na konci odd́ılu 7.2 jsme uvedli, že k určeńı polar-
izačńıho stavu monochromatického viditelného světla měřeńım intenzit (7.3) je nutné
použ́ıt speciálńı optické elementy. Měřeńı souboru čtyř intenzit lze realizovat pomoćı
polarizačńıho filtru a čtvrtvlnové destičky následuj́ıćım zp̊usobem:

1. Osu propustnosti polarizátoru orientujeme ve směru osy x a podle (7.1), (7.5)
měř́ıme intenzitu prošlého světla < E2

x >T = E2
1/2.

2. Polarizátor orientujeme podél osy y a měř́ıme < E2
y >T = E2

2/2.

3. Osu propustnosti e polarizátoru orientujeme pod úhlem 45o mezi osami x, y, tj.
e = (x0 + y0)/

√
2. Měř́ıme pak intenzitu prošlého světla < (Ex√

2
+ Ey√

2
)2 >T = 1

2
<

E2
x >T +1

2
< E2

y >T + < ExEy >T ; odtud se již snadno urč́ı < 2ExEy >T a
cos (ϕ1 − ϕ2).

4. K určeńı sin (ϕ1 − ϕ2) z intenzity < 2Ex(ωt − π
2
)Ey(ωt) >T se v uspořádáńı s

polarizačńım filtrem podle bodu 3. použije ještě čtvrtvlnová destička umı́stěná
před polarizačńım filtrem. Je-li např. z pozitivńıho krystalu, orientuje se podle
obr. 7.9 s optickou osou n ve směru osy x, aby zp̊usobila dodatečný fázový posuv
∆ϕ = π/2.

Babinet̊uv kompenzátor (obr. 7.12) je př́ıstroj slouž́ıćı k určeńı fázového po-
sunut́ı ∆ϕ zpožd’ovaćı destičky neznámé tloušt’ky. Sestává ze dvou křemenných kĺın̊u
K1, K2 (pevný a posuvný) podle obr. 7.12 s optickými osami vyznačenými šipkami.
Kĺıny zp̊usobuj́ı fázová posunut́ı opačného znaménka, uprostřed je výsledné fázové po-
sunut́ı nulové. Je-li kompenzátor při monochromatickém světle vložen mezi zkř́ıžené
polarizačńı filtry orientované pod úhlem 45o k optickým osám x, y, objev́ı se podél
osy x tmavé proužky na mı́stech, kde výsledné fázové posunut́ı má hodnoty ∆ϕ =
0,±2π,±4π, .... Kompenzátor se okalibruje odečteńım počtu n mikrometrických d́ılk̊u,
o něž se muśı posunout posuvný kĺın (ve směru x), aby tmavé proužky přešly přesně do
sousedńıch p̊uvodńıch poloh. Pak lze změřit fázový posuv destičky neznámé tloušt’ky.
Mezi zkř́ıžené polarizátory ještě vlož́ıme destičku neznámé tloušt’ky s optickou osou
ve směru x nebo y. T́ım se tmavé proužky posunou. Mikrometrickým posunem kom-
penzátoru (o n1 d́ılk̊u) vrát́ıme proužky do p̊uvodńı polohy. Velikost fázového posunut́ı
je pak ∆ϕ = 2πn1/n.

Optická aktivita je schopnost látky stáčet směr polarizace procházej́ıćıho lineárně
polarizovaného světla. Vykazuje ji řada látek, předevš́ım křemen, a dále vodńı roztoky
cukru, kyseliny hroznové a pod. V polarimetrickém uspořádáńı podle obr. 7.13 lze
např. přesně určit koncentraci cukru v roztoku. V d̊usledku optické aktivity dojde po
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Obrázek 7.12: Babinet̊uv kompenzátor. Optické osy kĺın̊u jsou označeny šipkami. Jeden
z kĺın̊u je posuvný ve směru x.

pr̊uchodu lineárně polarizovaného monochromatického světla roztokem v nádobce P o
délce l k otočeńı směru polarizace o úhel

ϕ = ϕ0
w

100
l,

kde ϕ0 je tzv. měrná otáčivost a w je hmotnostńı zlomek (koncentrace) aktivńı látky
v roztoku v procentech. Měrná otáčivost záviśı na vlnové délce a teplotě.

Vlastnost optické aktivity roztok̊u souviśı s prostorovou strukturou molekul rozpuštěné
látky, jež se vyskytuj́ı ve dvou prostorově odlǐsných formách (např. s asymetricky
vázaným uhĺıkem), jež se daj́ı ztotožnit pouze zrcadleńım. Podobné zrcadlové (enan-
tiomorfńı) tvary vykazuj́ı i krystaly křemene, obr. 7.14.

Ukážeme si, že optickou aktivitu lze považovat za dvojlom vzhledem ke kruhové
polarizaci. Lineárně polarizované monochromatické světlo vstupuj́ıćı do opticky ak-
tivńıho prostřed́ı se dá zapsat ve tvaru superpozice pravotočivě a levotočivě kruhově
polarizovaného světla (obr. 7.15) s nulovou relativńı fáźı

E(0, t) = x0E0 cos ωt = E+(0, t) + E−(0, t)

=
E0

2
(x0 cos ωt − y0 sin ωt) +

E0

2
(x0 cos ωt + y0 sin ωt).

Předpokládáme-li, že se složky E+, E− š́ı̌ŕı s indexy lomu n+ 6= n−, v prostřed́ı o
délce l dojde ke vzniku fázového posunut́ı

∆ϕ =
2π

λ
(n+ − n−)l.
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Obrázek 7.13: Stáčeńı směru polarizace lineárně polarizovaného světla v látce P. Určuje
se v uspořádáńı s polarizátorem N1 a analyzátorem N2.

Obrázek 7.14: Enantiomorfismus krystal̊u křemene.
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Obrázek 7.15: Rozklad lineárně polarizovaného světla na dvě kruhově polarizované
složky.

Z obr. 7.16 je patrné, že nový směr polarizace vznikne p̊uleńım úhlu 2α+∆ϕ mezi E+ a
E−. Vid́ıme, že úhel α+ϕ mezi E+ a E− je současně roven (2α+∆ϕ)/2 = α+(∆ϕ/2)
a tedy stočeńı směru polarizace ϕ čińı přesně polovinu fázového posunut́ı,

ϕ =
∆ϕ

2
.

Cvičeńı 5.: Co se stane, když lineárně polarizované světlo projde opticky aktivńım
prostřed́ım, je odraženo zrcadlem a projde prostřed́ım zpět? Uvažte, že levotočivá složka
E− se po odrazu stane pravotočivou E+, nebot’ smysl rotace se odrazem nezměńı, ale
vlna se š́ı̌ŕı opačným směrem !

Indukovaná optická anizotropie . V předchoźım př́ıkladu jsme si uvedli dva
hlavńı projevy anizotropie optického prostřed́ı — dvojlom a optickou aktivitu. Přirozená
anizotropie látek je dána bud’ anizotropíı krystal̊u nebo asymetríı molekul. Induko-
vaná optická anizotropie je zp̊usobena p̊usobeńım vněǰśıch sil na p̊uvodně izotropńı
prostřed́ı. Př́ıslušné optické efekty maj́ı vesměs d̊uležité praktické aplikace. Podle druhu
fyzikálńıho p̊usobeńı mluv́ıme o fotoelastickém jevu a jevech elektrooptických a mag-
netooptických.

Fotoelastický jev je vznik dvojlomu v p̊uvodně izotropńıch látkách (sklo, plexisklo
apod.) vyvolaný mechanickým namáháńım, s ńımž je spojena vnitřńı deformace prostřed́ı.
Pro malá elastická napět́ı je rozd́ıl index̊u lomu řádné a mimořádné vlny uměrný tlaku
p, tj.

∆n = |ne − no| = kp.

Konstanta k se nazývá Brewster̊uv součinitel; např. pro sklo k ≈ 10−11m2N−1.
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Obrázek 7.16: Stočeńı ϕ směru polarizace lineárně polarizovaného světla v opticky
aktivńım prostřed́ı.

Elektrooptické jevy maj́ı velký praktický význam pro regulaci a modulaci svazku
světla, rychlé sṕınáńı obvod̊u a pod. Podle závislosti ∆n na vněǰśım elektrickém poli
E rozlǐsujeme lineárńı resp. kvadratický elektrooptický jev. Kvadratický Kerr̊uv jev

(J. Kerr, 1875) je dvojlom indukovaný př́ıčným elektrickým polem E v polárńıch ka-
palinách, např. v nitrobenzenu nebo sirouhĺıku. Tyto kapaliny źıskávaj́ı v d̊usledku
orientace polárńıch molekul vlastnosti jednoosých krystal̊u s optickou osou n ‖ E.
Vzhledem k tomu, že rozd́ıl index̊u lomu

∆n = ne − no = λBE2,

docháźı na délce l k fázovému posuvu

∆ϕ =
2π

λ
∆nl = 2πBlE2.

Největš́ı Kerrovu konstantu B = 2, 4.10−12m/V 2 má nitrobenzen (udaná hodnota je při
λ = 550 nm a teplotě 20oC). Lineárńı Pockels̊uv jev (F. Pockels, 1894) našel široké
uplatněńı po objevu laser̊u. Je založen na vlastnosti některých jednoosých krystal̊u, že
se ve vněǰśım elektrickém poli stanou dvojosými. Při podélně přiloženém elektrickém
poli je fázový rozd́ıl na délce l dán vztahem

∆ϕ =
2π

λ
n3

oREl

a je tedy úměrný přiloženému napět́ı U = El. Pro často už́ıvaný elektrooptický krystal
ADP (dihydrogenfosfát amonia, NH4H2PO4 je při λ = 550 nm index lomu pro řádný
paprsek no = 1, 53. Mı́sto konstanty R se udává p̊ulvlnové napět́ı Uλ/2 = 9, 2 kV , které
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zp̊usobuje fázový posuv ∆ϕ = π. (Pro krystal KDP s chemickým složeńım KH2PO4,
je no = 1, 51 a Uλ/2 = 7, 5 kV ).

Magnetooptické jevy jsou rovněž lineárńı a kvadratické. Kvadratický Cotton̊uv–

Mouton̊uv jev se pozoruje např. v nitrobenzenu nebo sirouhĺıku, které v př́ıčném
magnetickém poli H źıskaj́ı vlastnosti pozitivńıch jednoosých krystal̊u s n ‖ H . Vzh-
ledem k tomu, že ve vztahu

∆n = ne − no = λCH2

je konstanta C velmi malá, nenašel tento jev praktické uplatněńı. Lineárńı Faradaẙuv

jev (M. Faraday, 1845) je stáčeńı směru lineárńı polarizace světla v p̊uvodně opticky
neaktivńı látce, je-li vložena do podélného magnetického pole. Indexy lomu pro kruhově
levotočivě a pravotočivě polarizované světlo se stávaj́ı rozd́ılnými a úhel stočeńı směru
polarizace lineárně polarizovaného světla je dán vztahem

ϕ =
∆ϕ

2
=

π

λ
(n+ − n−)l = V lH,

kde Verdetova konstanta V záviśı na vlnové délce λ , hustotě látky a teplotě. Zaj́ımavé
využit́ı Faradayova jevu představuje optický izolátor . Je uspořádán podle obr. 7.13,
kde P je solenoid, jehož skleněné jádro má velkou Verdetovu konstantu a polarizačńı
filtry N1, N2 jsou vzájemně otočeny o ±45o. Proud v solenoidu bud́ı takové mag-
netické pole, aby stočeńı ϕ = 45o. Na rozd́ıl od přirozeně opticky aktivńıch látek
docháźı v př́ıpadě Faradayova jevu při zpětném pr̊uchodu odraženého zářeńı k daľśımu
stočeńı směru polarizace ve stejném smyslu, v našem př́ıpadě o daľśıch 45o, celkem tedy
90o. Zpětný svazek proto neprojde polarizátorem N1 zpět. V laserové technice optické
izolátory chráńı posledńı stupně optických kvantových zesilovač̊u před jejich př́ıpadnou
destrukćı zářeńım odraženým zpět od terče.

7.4 Časová koherence a polarizace

Kvazimonochromatické zářeńı z tepelných zdroj̊u. Pojem časové koherence:
světlo dokonale koherentńı a nekoherentńı, koherenčńı čas. Světlo dokonale
polarizované, nepolarizované a částečně polarizované. Stokesovy parametry.

Při výkladu polarizačńıch jev̊u jsme zat́ım vycházeli z předpokladu odd́ılu 7.1, že
elektromagnetické vlny jsou monochromatické. Viděli jsme, ža každá taková vlna je
polarizovaná. Jak se potom máme vyrovnat s faktem, že se v praxi nejčastěji setkáváme
se světlem nepolarizovaným?

K tomu si muśıme na prvńım mı́stě uvědomit, že skutečné zdroje elektromagne-
tického zářeńı nikdy nevyzařuj́ı přesně monochromatické vlny. Monochromatičnost
je idealizace, která se nikdy v př́ırodě v dokonalé formě nevyskytuje. U tepelných
světelných zdroj̊u světlo je vyśıláno mnoha nezávislými atomárńımi zdroji a výsledné
pole vzniká jejich složeńım.

Jako model tepelného zdroje můžeme uvažovat soubor velkého počtu oscilátor̊u
(Thomsonových atomů), z nichž každý nezávisle a nahodile vyśılá vlnový baĺık (3.22)
exponenciálně tlumený v čase s typickou časovou konstantou τ ≈ 10−8s. Výsledné
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zářeńı tedy nebude monochromatické. Jestliže všechny atomárńı oscilátory maj́ı stej-
nou vlastńı úhlovou frekvenci ω0, bude spektrum jejich zářeńı soustředěno do jistého
intervalu š́ı̌rky ∆ω okolo středńı (dominantńı) frekvence ω0. V př́ıpadě ∆ω ≪ ω0

pak mluv́ıme o zdroji kvazimonochromatického zářeńı. Vzhledem ke vztahu (3.27) mezi
š́ı̌rkou signálu a š́ı̌rkou jeho spektra bude platit

∆ω.τ ≈ 2π,

tj. ∆ν ≈ 108 Hz ≪ ν0 ≈ 1015 Hz.
Z uvedeného vyplývá, že světelný signál vyśılaný tepelným zdrojem je náhodným

(stochastickým) procesem. V daném mı́stě v okamžiku t neumı́me přesně určit
vektor E(t), ale můžeme ho popsat jistým pravděpodobnostńım rozložeńım. Celkově
pak lze náhodný proces charakterizovat souborem statistických středńıch hodnot. Jsou-
li tyto středńı hodnoty konstantńı v čase, mluv́ıme o stacionárńım náhodném procesu.

U kvazimonochromatického signálu E(t) si můžeme představit, že u složky

E(t) = E0(t) cos (ω0t + ϕ(t)), (7.6)

amplituda E0(t) a fáze ϕ(t) nez̊ustávaj́ı konstantńı, ale náhodně se měńı s časovou
konstantou τ ≫ T0. Během jedné periody T0 nebo malého počtu period můžeme E0(t)
a ϕ(t) ovšem považovat za konstanty jako u monochromatického signálu.

Signál (7.6) můžeme posuzovat z hlediska časové koherence. Necht’ jsou dána
náhodná pole E1(t), E2(t) v témže bodě a časový interval ∆t. Lze-li pole E2(t + ∆t)
přesně určit ze znalosti E1(t), ř́ıkáme, že pole E1(t) a E2(t+∆t) jsou dokonale (úplně)
koherentńı. Nelze-li pole E2(t + ∆t) předpovědět na základě znalosti E1(t), ř́ıkáme,
že tato pole jsou nekoherentńı.

Př́ıklad. Necht’ E0(t) = E0 = konst. (konstantńı intenzita) a ϕ(t) se pomalu
náhodně měńı s časovou konstantou τ ≫ T0. Potom pole

E1(t) ≡ E(t) = E0 cos (ω0t + ϕ(t)),

a

E2(t + ∆t) ≡ E(t + ∆t) = E0 cos (ω0t + ω0∆t + ϕ(t + ∆t))

jsou dokonale koherentńı pro ∆t ≪ τ , protože ϕ(t + ∆t) = ϕ(t), a pro ∆t ≥ τ
nekoherentńı, protože ϕ(t + ∆t) již nelze předpovědět ze znalosti ϕ(t).

Jako v tomto př́ıkladě i obecně existuje tzv. koherenčńı čas τkoh, který odděluje
situace dokonalé koherence (∆t ≪ τkoh) a nekoherence (∆t ≥ τkoh). Už́ıvá se celá
řada konvenćı, jak τkoh definovat. My se přidrž́ıme vlastnosti kvazimonochromatických
tepelných zdroj̊u, kde

τkoh ≈ τ ≈ 2π

∆ω
≈ 10−8 s.

Jinou mı́rou časové koherence je bezrozměrný stupeň monochromatičnosti ∆ν/ν0,
který je nepř́ımo úměrný koherenčńımu času,

∆ν

ν0

=
∆ω

ω0

≈ 2π

ω0τkoh

≈ 10−15

10−8
= 10−7.
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Názornou mı́rou časové koherence je koherenčńı délka

lkoh = cτkoh ≈ 3 m,

která představuje délku vlny vyslané za čas τkoh.
Cvičeńı 6. Vypoč́ıtejte vlastnosti časové koherence pro výbojku, kde atomy vykonávaj́ı

tepelný pohyb s nerelativistickou středńı rychlost́ı v ≈ 102 m/s. Doppler̊uv jev
zp̊usobuje maximálńı změny frekvence registrované pozorovatelem při pohybu zdroj̊u
ve směru k němu resp. od něho podle vztahu

ν ′
± =

√
1 − v2

c2

1 ± v
c

ν0
.
=

c

c ± v
ν0.

Potom stupeň monochromatičnosti

∆ν

ν0

=
|ν ′

+ − ν ′
−|

ν0

=
∣∣∣∣

c

c + v
− c

c − v

∣∣∣∣
.
= 2

v

c
≈ 10−6

je o řád větš́ı než hodnota 10−7. Odpov́ıdaj́ıćı dopplerovské rozš́ı̌reńı spektrálńı
čáry proto vede na š́ı̌rku spektra

∆ν ≈ 109 Hz,

tj. je desetkrát větš́ı než tzv. přirozená š́ı̌rka spektrálńı čáry. Koherenčńı čas
vycháźı τkoh ≈ 10−9 s a koherenčńı délka lkoh ≈ 0, 3 m.

Při popisu polarizace kvazimonochromatického světla vznikaj́ıćıho ve výbojce předpokládáme,
že ve vztahu pro elektrické pole rovinné vlny pro z = 0

E(0, t) = x0E1(t) cos (ω0t + ϕ1(t)) + y0E2(t) cos (ω0t + ϕ2(t)) (7.7)

veličiny E1(t), E2(t), ϕ1(t), ϕ2(t) již nejsou konstanty jako ve vztahu (7.2), ale pomalu
se náhodně měńı s koherenčńı dobou τkoh ≫ T0. Vypočteme-li čtyři intenzity (7.3),
které nám slouž́ı k určeńı polarizačńıho stavu, se středováńım přes jednu periodu délky
T0,

< E2
x >T0

=
1

2
E1(t)

2, (7.8)

< E2
y >T0

=
1

2
E2(t)

2,

< 2ExEy >T0
= E1(t)E2(t) cos (ϕ1(t) − ϕ2(t)),

< 2Ex(ωt − π

2
)Ey(ωt) >T0

= E1(t)E2(t) sin (ϕ1(t) − ϕ2(t)),

vid́ıme, že źıskané středńı hodnoty se budou pomalu měnit. Kdybychom měli rychlý
přistroj s rozlǐsovaćı dobou tr ≪ τkoh, mohli bychom pomalé změny středńıch hodnot
zachytit. Každé takové měřeńı by poskytlo soubor okamžitých hodnot E1(t), E2(t), ϕ1(t)−
ϕ2(t), které určuj́ı polarizované světlo. Jeho polarizace by se ovšem s časem měnila v
časových intervalech délky řádu τkoh ≈ 10−9 s, tj. nanosekund.
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Obvyklé detektory intenzity světla maj́ı rozlǐsovaćı dobu deľśı než τkoh, zvláště pak
klasický detektor — lidské oko — s rozlǐsovaćı dobou tr ≈ 0, 1 s. Intenzity (7.3) se
středováńım přes rozlǐsovaćı dobu př́ıstroje tr ≫ τkoh,

< E2
x >r, < E2

y >r, < 2ExEy >r, < 2Ex(ωt − π

2
)Ey(ωt) >r,

by se daly źıskat dodatečným středováńım pomalu se měńıćıch intenzit (7.8), avšak
výsledek bude záviset na konkrétńı souhře náhodných změn veličin E1(t), E2(t) , ϕ1(t),
ϕ2(t).

Nepolarizované světlo. Uvažujme obvyklý př́ıpad zcela náhodných změn E1(t),
E2(t), ϕ1(t), ϕ2(t) během rozlǐsovaćı doby tr ≫ τkoh, kdy se fáze měńı navzájem
nezávisle a amplitudy nabývaj́ı náhodně hodnot v intervalu 0 ≤ E1,2(t) ≤ E0 při
konstantńı celkové intenzitě E1(t)

2 + E2(t)
2 = E2

0 (při libovolné volbě souřadných os).
Středováńım posledńıho vztahu dostaneme

< E2
x >r=< E2

y >r=
1

2
E2

0 .

Středováńı intenzit (7.8) úměrných cos (ϕ1(t) − ϕ2(t)) a sin (ϕ1(t) − ϕ2(t)) dává v tomto
př́ıpadě nulové hodnoty

< 2ExEy >r= 0 =< 2Ex(ωt − π

2
)Ey(ωt) >r,

nebot’ za dobu tr ≫ τkoh rozd́ıl fáźı ϕ1(t) − ϕ2(t) projde se stejnou pravděpodobnost́ı
všemi hodnotami v intervalu < 0, 2π >. Světlo těchto vlastnost́ı registrované pomalým
př́ıstrojem nazýváme nepolarizované. Všimněte si, že dané výsledky měřeńı středńıch
hodnot

1. nezáviśı na konkrétńı volbě os x, y,

2. nelze vyjádřit pomoćı konstant E1, E2, ϕ1−ϕ2 (nebot’ cos (ϕ1 − ϕ2) a sin (ϕ1 − ϕ2)
nikdy nemohou být současně rovny nule).

Pokud u kvazimonochromatického světla intenzity (7.8) naměřené pomalým př́ıstrojem
lze vyjádřit vztahy (7.3) s konstantami E1, E2, ϕ1 −ϕ2, ř́ıkáme, že světlo je dokonale
(úplně) polarizované. Takové světlo źıskáme např. po pr̊uchodu nepolarizovaného
světla polarizačńım filtrem.

Mezi dokonale polarizovaným a nepolarizovaným světlem se nacházej́ı stavy částečné
polarizace, u nichž náhodné změny veličin E1(t), E2(t), ϕ1(t), ϕ2(t) mohou být nějak
vzájemně závislé. Pro jejich popis se použ́ıvaj́ı Stokesovy parametry

P1 =
< E2

x >r − < E2
y >r

< E2
x >r + < E2

y >r

, (7.9)

P2 =
< 2ExEy >r

< E2
x >r + < E2

y >r

,

P3 =
< 2Ex(ωt − π

2
)Ey >r

< E2
x >r + < E2

y >r

,
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které nezáviśı na celkové intenzitě a tedy popisuj́ı pouze polarizačńı stav.
Cvičeńı 7. Ověřte, že pro dokonale polarizované světlo plat́ı P 2

1 + P 2
2 + P 2

3 = 1,
kdežto pro nepolarizované světlo máme P1 = P2 = P3 = 0. Jaké Stokesovy parametry
má kruhově polarizované světlo?

Obecně lze dokázat nerovnost

P 2
1 + P 2

2 + P 2
3 ≤ 1. (7.10)

Mezi extrémńımi stavy úplně polarizovaného světla (rovnost v (7.10)) a nepolarizo-
vaného světla (P1 = P2 = P3 = 0) jsou tedy stavy částečné polarizace. Geomet-
ricky se daj́ı možné polarizačńı stavy znázornit body (P1, P2, P3) v kouli jednotkového
poloměru: stavy úplně polarizovaného světla odpov́ıdaj́ı bod̊um na povrchu koule (na
Poincaréově sféře), nepolarizované světlo odpov́ıdá středu a ostatńı vnitřńı body odpov́ıdaj́ı
částečně polarizovanému světlu. Mı́rou polarizace světla je stupeň polarizace defino-
vaný jako délka vektoru P = (P1, P2, P3). Nabývá hodnot:

|P | = 0 pro nepolarizované světlo,

0 < |P | < 1 pro částečně polarizované světlo,

|P | = 1 pro úplně polarizované světlo.

Nerovnost (7.10) se snadno dokáže v komplexńım vyjádřeńı kvazimonochromatické vlny

E(0, t) = Re
{

x0E1(t)e
i(ω0t+ϕ1(t)) + y0E2(t)e

i(ω0t+ϕ2(t))
}

kde E1(t), E2(t), ϕ1(t), ϕ2(t) jsou pomalé náhodné funkce času (s koherenčńım časem τkoh). Podobně

jako v odd́ıle 7.1 má komplexńı vektor Ê0 složky

E0x(t) = E1(t)e
iϕ1(t), E0y(t) = E2(t)e

iϕ2(t). (7.11)

V odd́ıle 7.2 jsme viděli, že polarizačńı stav monochromatického světla lze určit měřeńım čtyř
intenzit (7.3). U kvazimonochromatického světla je doba, přes kterou středujeme, dána dlouhou ro-
zlǐsovaćı dobou měř́ıćıho př́ıstroje tr ≫ τkoh. Ukážeme si nejprve, že čtyři intenzity (7.3) źıskané
středováńım přes tr, lze kompaktně zapsat ve formě komplexńı hermitovské matice

J =

(
Jxx Jxy

Jyx Jyy

)
,

jej́ıž prvky jsou středńı hodnoty
Jab =< E0a(t)E0b(t) >r .

Dosazeńım (7.11) do Jab dostaneme

Jxx = < E0xE0x >r=< E1(t)
2 >r= 2 < E2

x >r

Jyy = 2 < E2
y >r

Jxy = < E0xE0y >r=< E1(t)E2(t)e
i(ϕ1(t)−ϕ2(t)) >r

= < 2ExEy >r +i < 2Ex(ω0t −
π

2
)Ey(ω0t) >r= Jyx.

Celkovou intenzitu a Stokesovy parametry lze tedy zapsat pomoćı prvk̊u matice J :

I =
1

2
(Jxx + Jyy), P1 =

Jxx − Jyy

Jxx + Jyy

, P2 =
Jxy + Jyx

Jxx + Jyy

, P3 =
Jxy − Jyx

i(Jxx + Jyy)
.
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Obráceně se komplexńı hermitovská matice J dá vyjádřit pomoćı čtyř nezávislých reálných parametr̊u
I, P1, P2, P3:

J = I

(
1 + P1 P2 + iP3

P2 − iP3 1 − P1

)
.

V daľśım budeme potřebovat jej́ı determinant

detJ = I2(1 − P 2
1 − P 2

2 − P 2
3 ).

Při středováńı přes statistický soubor velkého počtu N realizaćı náhodných veličin E
(n)
0a , n ∈

∧

N, a ∈
{x, y}, jsou středńı hodnoty Jab rovny

Jab =< E0aE0b >N=
1

N

N∑

n=1

E
(n)
0a E

(n)
0b .

Potom pro determinant

detJ = JxxJyy − |Jxy|2 =
1

N2

∑

m

∣∣∣E(m)
0x

∣∣∣
2 ∑

n

∣∣∣E(n)
0y

∣∣∣
2

− 1

N2

∣∣∣∣∣
∑

n

E
(n)
0x E

(n)
0y

∣∣∣∣∣

2

vzhledem ke Schwartzově nerovnosti v CN

∣∣∣∣∣
∑

n

xnyn

∣∣∣∣∣

2

≤
∑

n

|xn|2
∑

n

|yn|2

plat́ı nerovnost
detJ = I2(1 − P 2

1 − P 2
2 − P 2

3 ) ≥ 0.

Na závěr je třeba poznamenat, že intenzity jsou správně definovány jako středńı
hodnoty přes statistický soubor. Jejich vyjádřeńı pomoćı časových středńıch hodnot
je založeno na obvykle splněném předpokladu o ergodičnosti stochastického procesu,
což zhruba znamená, že během dostatečně dlouhé doby systém projde v bĺızkosti všech
možných stav̊u realizovaných ve statistickém souboru.



Kapitola 8

Interference a ohyb

8.1 Michelson̊uv interferometr

Pojem interference,interference a ohyb, podmı́nka pro interferenci. Michel-
son̊uv interferometr, př́ıpady dokonalé koherence a nekoherence, viditelnost
interferenčńıho jevu, určeńı koherenčńı doby.

Samozřejmým d̊usledkem linearity Maxwellových rovnic ve vakuu nebo lineárńım
prostřed́ı a z nich plynoućıch vlnových rovnic je princip superpozice: s danými dvěma
řešeńımi je řešeńım i každá jejich lineárńı kombinace, speciálně jejich součet nebo rozd́ıl.
U harmonických postupných vln stejné frekvence tak docháźı v r̊uzných mı́stech pros-
toru ke konstruktivńı respektive destruktivńı superpozici. Výsledné vlněńı v prostoru
má formu stojatého vlněńı, v němž je energie přerozdělena s maximy a minimy intenzi-
ty. Tato interferenčńı struktura ve stacionárńım světelném poli se na st́ıńıtku pro-
jev́ı určitým vzorem světlých a tmavých interferenčńıch proužk̊u — interferenčńım
jevem. Objev interference světla Thomasem Youngem (1807) v uspořádáńı se dvěma
štěrbinami (odd́ıl 8.3) byl považován za potvrzeńı vlnové podstaty světla.

Při detekci interferenčńıch jev̊u bud’ lidským okem nebo jinými detektory zářeńı
se registruje nikoliv okamžitá hodnota amplitudy, nýbrž intenzita, tj. časová středńı
hodnota kvadratické energetické veličiny s charakteristickou prostorovou modulaćı.

Uvedený obecný pojem interference vlněńı je v optice obvyklé dělit na př́ıpady
skládáńı vlněńı z diskrétńıch bodových zdroj̊u (interference v užš́ım smyslu) a skládáńı
vlněńı ze spojitě rozložených zdroj̊u (difrakce neboli ohyb).

Ve skutečných světelných poĺıch, která nejsou monochromatická, ale v nejlepš́ım
př́ıpadě kvazimonochromatická, je třeba zkoumat podmı́nky pro vznik interferenčńıch
jev̊u. Hlavńım činitelem, který ve stacionárńım náhodném světelném poli může narušit
realizaci interferenčńıho jevu, jsou nepředv́ıdatelné náhodné změny fáze v čase a v
prostoru. K popisu náhodných změn fáze v čase jsme v odd́ıle 7.4 zavedli pojem časové
koherence.

Dobrým př́ıkladem, na kterém lze ilustrovat roli časové koherence a vliv koherenčńı
doby na realizaci interferenčńıho jevu, je Michelson̊uv interferometr (obr. 8.1). Svazek
kvazimonochromatického světla z bodového zdroje Z dojde na dělič svazku (polopro-
pustné zrcadlo) D. Dva vzniklé svazky se odrážej́ı od zrcadel Z1, Z2 a po opětném
dopadu na dělič D se registruje světlo přicházej́ıćı k pozorovateli (okuláru) P . Světlo

97
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Obrázek 8.1: Michelson̊uv interferometr.

ze zdroje Z se tedy k pozorovateli P š́ı̌ŕı po dvou cestách, jejichž celkové délky označme
l1, l2. Tyto délky lze měnit posuvem zrcadel.

Zaṕı̌seme-li složku kvazimonochromatického elektrického pole v mı́stě zdroje

E(Z, t) = E0 cos (ω0t + ϕ(t)),

můžeme elektrické pole svazk̊u i = 1, 2 v bodě P vyjádřit pomoćı př́ıslušných retar-
dovaných čas̊u t′i = t − (li/c) a koeficient̊u zeslabeńı amplitud ai:

Ei(P, t) = aiE(Z, t′i) = aiE0 cos (ω0t − k0li + ϕi(t
′
i)).

K interferenčńımu jevu vede interferenčńı člen v kvadratickém výrazu pro intenzitu
superpozice obou svazk̊u

I =< [E1(P, t) + E2(P, t)]2 >r .

Pro objasněńı vlivu časové koherence provedeme nejprve sťredováńı přes periodu T0 ≪
τkoh :

< [E1(P, t) + E2(P, t)]2 >T0
= I1 + I2 + Iint(t).

Interferenčńı člen

Iint(t) = a1a2 < 2E(Z, t′1)E(Z, t′2) >T0

= a1a2E
2
0 < 2 cos (ω0t

′
1 + ϕ(t′1)) cos (ω0t

′
2 + ϕ(t′2)) >T0
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se uprav́ı pomoćı vzorce 2 cos a cos b = cos (a + b) + cos (a − b). Při středováńı přes T0

dá člen cos (a + b) nulu a v členu cos (a − b) uváž́ıme, že ϕ(t) se během jedné periody
neměńı, takže

Iint(t) = a1a2E
2
0 cos (k0(l2 − l1) + ϕ(t′1) − ϕ(t′2)).

Za předpokladu pozorováńı velmi pomalým př́ıstrojem s reakčńı dobou tr ≫ τkoh bude
výsledný interferenčńı jev záviset na délce časového intervalu

∆t = |t′1 − t′2| =
|l2 − l1|

c

mezi vysláńım signál̊u ze zdroje Z tak, aby oba dospěly k pozorovateli ve stejném
okamžiku t.

1. Př́ıpad dokonalé koherence. Je-li ∆t ≪ τkoh, pak ϕ(t′1)
.
= ϕ(t′2) a interferenčńı

člen
Iint(t) = a1a2E

2
0 cos (k0(l2 − l1))

se neměńı s časem, je tedy roven intenzitě změřené velmi pomalým př́ıstrojem.
Jeho velikost záviśı jen na dráhovém rozd́ılu |l2 − l1| = c∆t a lež́ı v intervalu

−a1a2E
2
0 ≤ Iint ≤ a1a2E

2
0 .

Celková intezita v mı́stě P je rovněž konstantńı

I =
1

2
E2

0(a
2
1 + a2

2 + 2a1a2 cos k0(l2 − l1))

= I1 + I2 + 2
√

I1I2 cos k0(l2 − l1)

a lež́ı v intervalu (√
I1 −

√
I2

)2

≤ I ≤
(√

I1 +
√

I2

)2

. (8.1)

Podmı́nka ∆t ≪ 10−9s se pomoćı dráhového rozd́ılu vyjádř́ı jako |l2 − l1| ≪
0, 3 m.

Cvičeńı 1. Interferenčńı proužky pozorované v Michelsonově pokusu jsou zp̊usobeny
interferenćı ne zcela rovnoběžných svazk̊u přicházej́ıćıch do mı́sta pozorováńı. K
tomu si spočtěte př́ıklad 7.16 ze skript [1].

2. Př́ıpad nekoherence. Je-li ∆t ≥ τkoh, pak ϕ(t′1) − ϕ(t′2) se zcela náhodně měńı
s časem. Vzhledem k tomu, že během velmi dlouhé doby tr rozd́ıl fáźı nabývá
se stejnou pravděpodobnost́ı všech hodnot v intervalu < 0, 2π >, bude př́ıstroj
registrovat

< Iint(t) >r=
1

tr

tr∫

0

Iint(t)dt = 0,

tj. I = I1 + I2 a interferenčńı jev nevzniká.1

1Tento výsledek se někdy vyjadřuje slovy, že ”nekoherentńı vlny spolu neinterferuj́ı”. K tomu je
třeba si připomenout zásadńı roli předpokladu tr ≫ τkoh. Pro dostatečně rychlý př́ıstroj tr ≤ τkoh ≤
∆t by se totiž fáze změnila během měřeńı jen nepatrně, ϕ(t′1) ≈ ϕ(t′2), takže př́ıstroj by stačil sledovat
náhodné změny interferenčńıho jevu v čase.
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Popsané př́ıpady dokonalé časové koherence a nekoherence představuj́ı mezńı situ-
ace, mezi nimiž se spojitě vyskytuj́ı připady částečné koherence. Přechod mezi nimi
charakterizuje veličina

V =
Imax − Imin

Imax + Imin

zvaná viditelnost (kontrast) interferenčńıho jevu. Při dokonalé koherenci nabývá
viditelnost své maximálńı hodnoty

Vmax =
2
√

I1I2

I1 + I2

(při I1 = I2 je Vmax = 1), zat́ımco u nekoherentńıch signál̊u je V = 0. Koherenčńı
čas τkoh je pak z experimentálńı praxe konvečně definován hodnotou ∆t, pro kterou V
poklesne např. na Vmax/

√
2 nebo na 0, 1 Vmax apod.

8.2 Babinet̊uv princip

Doplňková st́ıńıtka; Babinet̊uv doplňkový princip; Huygensova konstrukce;
Fraunhoferova a Fresnelova difrakce.

Daľśı obvyklé uspořádáńı pro pozorováńı interferenčńıch jev̊u je vyobrazeno na obr.
8.2: kvazimonochromatické světlo se středńı vlnovou délkou λ se š́ı̌ŕı prostorem od
zdroje Z k pozorovateli P , přičemž mezi Z a P je umı́stěno st́ıńıtko s otvorem nebo jiné
překážky, jejichž rozměry jsou poměrně velké vzhledem k vlnové délce λ. Nejjednodušš́ı
úlohy tohoto typu budou popsány v následuj́ıćıch odd́ılech této kapitoly. Pro jejich
přeformulováńı do snadno řešitelné formy zásadńı roli hraje Babinet̊uv doplňkový
princip.

Babinet̊uv princip se vztahuje na př́ıpady doplňkových st́ıńıtek podle obr. 8.2. Ř́ıká
téměr evidentńı fakt, že součet elektrických poĺı EA(P ) resp. EB(P ) která vzniknou v
bodě P v př́ıtomnosti pouze st́ıńıtka A resp. pouze st́ıńıtka B, je roven elektrickému
poli E∅(P ) v nepř́ıtomnosti st́ıńıtek:

EA(P ) + EB(P ) = E∅(P ). (8.2)

Rovnici (8.2) lze porozumět z hlediska představy o funkci nepr̊uhledného st́ıńıtka
A∪B. Pole E∅ ze zdroje Z totiž bud́ı ve st́ıńıtku A∪B daľśı indukované pole Eind

A +Eind
B ,

jež se za st́ıńıtkem přesně ruš́ı s dopadaj́ıćım. Tuto situaci podle obr. 8.2a můžeme v
mı́stě P vyjádřit rovnićı

E∅(P ) + Eind
A (P ) + Eind

B (P ) = 0. (8.3)

Stejná úvaha použitá na situaci podle obr. 8.2b dává pro výsledné pole v mı́stě P

E∅(P ) + Eind
B (P ) = EB(P ). (8.4)

Je-li překážkou pouze st́ıńıtko A, plat́ı

E∅(P ) + Eind
A (P ) = EA(P ).
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Obrázek 8.2: Stińıtko s otvorem. Doplňková stińıtka A, B.
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Sečteńım posledńıch dvou rovnic se přesvědč́ıme, že Babinet̊uv doplňkový princip (8.2)
je ekvivalentńı rovnici (8.3) definuj́ıćı funkci nepr̊uhledného st́ıńıtka.

Z rovnic (8.3) a (8.4) nyńı vyplývá udivuj́ıćı výsledek

EB(P ) = −Eind
A (P ). (8.5)

Z pohledu pozorovaných intenzit to znamená, že intenzita IB(P ) v situaci podle
obr. 8.2b je stejná jako intenzita I ind

A (P ) za st́ıńıtkem A, obr. 8.2c, pokud
uvažujeme pouze indukované pole ! Babinet̊uv princip tedy (až na znaménko)
úzce souviśı s Huygensovou konstrukćı světelného pole. Stač́ı si představit otvor ve
st́ıńıtku B zaplněný bodovými Huygensovými zdroji, jež pohlcuj́ı dopadaj́ıćı světlo a
vyzařuj́ı právě jen elementárńı indukovaná pole, jež v součtu vytvářej́ı pole Eind

A (P ).
Cvičeńı 2. Pomoćı Huygensovy konstrukce vlnoploch odvod’te zákony odrazu a

lomu světla na rovinném rozhrańı dvou prostřed́ı s indexy lomu n1, n2.
V daľśıch odd́ılech budeme aplikovat d̊uležitý výsledek (8.5) na speciálńı př́ıpady

rovinného st́ıńıtka B s jednou nebo v́ıce štěrbinami. Praktickou realizaćı může být
např. plátek staniolu nalepený na skle, z něhož vyř́ızneme úzké proužky.

Experimentálńı uspořádáńı pro studium ohybových jev̊u typu obr. 8.2 se v optice
děĺı do dvou kategoríı:

1. Fraunhoferova difrakce, kde vzdálenosti zdroje i pozorovatele od st́ıńıtka jsou
asymptotické, LZ −→ ∞, LP −→ ∞. Mluv́ı se zde o vzdálené zoně světelného
pole určené nerovnost́ı Lλ ≫ D2, kde D je rozměr otvoru.

2. Fresnelova difrakce, kde alespoň jedna ze vzdálenost́ı LZ , LP neńı asymp-
totická.

Fraunhofer̊uv ohyb se vyznačuje snažš́ı experimentálńı realizaćı i jednodušš́ım teo-
retickým popisem. Všechny př́ıpady difrakce uvedené v těchto skriptech patř́ı do této
kategorie. Velké vzdálenosti LZ , LP znamenaj́ı, že paprsky od zdroje do všech bod̊u
otvoru (a od všech bod̊u otvoru k pozorovateli) jsou prakticky rovnoběžné, takže je lze
charakterizovat úhly. Abychom se při praktické realizaci vyhnuli poklesu intenzity na
velké vzdálenosti, můžeme rovnoběžné paprsky soustředit tenkou čočkou do ohniskové
roviny ve vzdálenosti f .

8.3 Young̊uv pokus a prostorová koherence

Uspořádáńı Youngova dvouštěrbinového pokusu. Fraunhofer̊uv ohyb na dvo-
jici rovnoběžných štěrbin — aplikace Babinetova principu. Interference vln
v rovině ze dvou monochromatických bodových zdroj̊u. Vliv časové a pro-
storové koherence světla na viditelnost interferenčńıho jevu; kritérium pro
bočńı koherenci.

Young̊uv interferenčńı pokus, který měl základńı význam pro d̊ukaz vlnové podstaty
světla (Thomas Young 1807), použ́ıvá dvě rovnoběžné štěrbiny P1, P2, na něž dopadá
světlo z velmi úzké štěrbiny Z intenzivně osvětlené kvazimonochromatickým světlem
(obr. 8.3). Štěrbiny jsou velmi tenké (∼ 10−2 mm) a jejich vzdálenost d ∼ 0, 5 mm.
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Obrázek 8.3: Schema Youngova pokusu.

Mı́sto štěrbiny Z lze použit osvětleńı laserem. Uspořádáńı pokusu má odpov́ıdat Fraun-
hoferově difrakci, tj. vzdálenosti LZ , LQ vyhovuj́ı Lλ ≫ d2. Poloha pozorovaného bodu
Q je určena úhlem ϑ,

yQ = LQtgϑ.

Cvičeńı 3. Vzdálená zona světelného pole je v bĺızkosti osy z určena podmı́nkou
|r2 − r1| ≪ λ/2. Při yQ = d/2 plat́ı r2

2 = r2
1 + d2 a tedy

d2 = (r2 − r1)(r2 + r1) ≪
λ

2
2LQ.

Zjistěte, zda je tato podmı́nka splněna při LQ ∼ 5 m, jestliže d = 0, 5 mm, λ = 500nm.
Teoretická analýza pokusu se významně zjednoduš́ı pomoćı Babinetova principu:

mı́sto uspořádáńı podle obr. 8.4 stač́ı zkoumat pouze indukovaná pole vyśılaná ze
štěrbin P1, P2 ! V prvńım přibĺıžeńı uvažujeme velmi tenké štěrbiny. Vliv jejich konečné
š́ı̌rky bude ukázán v odd́ıle 8.5. Jako zjednodušený model tedy předpokládejme rovin-
nou situaci podle obr. 8.4 se dvěma kvazimonochromatickými bodovými zdroji P1, P2

s dominantńı úhlovou frekvenćı ω. Z bodových zdroj̊u se š́ı̌ŕı kruhové monochromatické
vlny, jež obecně zaṕı̌seme s r̊uznými amplitudami a fázovými konstantami:

E1(Q, t) = a1E0 cos(ωt − kr1 + ϕ1),

E2(Q, t) = a2E0 cos(ωt − kr2 + ϕ2).

Intenzita každé vlny zvlášt’ je

Ii =< Ei(Q, t)2 >T =
1

2
a2

1E
2
0 , i = 1, 2.
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Obrázek 8.4: Interference kruhových vln ze dvou bodových zdroj̊u.

Interferenčńı jev je dán intenzitou vln superponovaných v mı́stě pozorováńı Q,

I(Q) =< [E1(Q, t) + E2(Q, t)]2 >T .

(Středujeme přes periodu T , protože se jedná o monochromatické vlny.) Stejným pos-
tupem jako v odd́ıle 8.1 pak dostaneme

I(Q) = I1 + I2 + 2
√

I1I2 cos[k(r2 − r1) + ϕ1 − ϕ2]. (8.6)

Opět tedy plat́ı nerovnost (8.1). Při stejném osvětleńı štěrbin máme a1 = a2, ϕ1 =
ϕ2, I1 = I2, takže

I(Q) = 2I1(1 + cos[k(r2 − r1)]).

Poloha interferenčńıch maxim a minim zálež́ı na rozd́ılu vzdálenost́ı r2 − r1. Při
pozorováńı ve vzdálené zoně můžeme spojnice P1Q a P2Q považovat za prakticky
rovnoběžné a rozd́ıl r2 − r1 vyjádřit pomoćı úhlu ϑ,

r2 − r1
.
= d sin ϑ.

Prostorové rozděleńı intenzity I(Q) je pak dáno vztahem

I(Q) = 2I1(1 + cos(kd sin ϑ)). (8.7)
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Obrázek 8.5: Graf intenzity I(Q) jako funkce fázového rozd́ılu kd sin ϑ, dráhového
rozd́ılu d sin ϑ a sin ϑ).

Na obr. 8.5 vid́ıme, ve kterých směrech docháźı podle rovnice (8.7) ke konstruktivńı
resp. destruktivńı superpozici

(sin ϑ)max = 2m
λ

2d
,

(sin ϑ)min = (2m + 1)
λ

2d
,

kde m = 0,±1,±2, . . .; mluv́ıme o maximu centrálńım (nultého řádu) a dále prvńıho,
druhého, atd. řádu.

Young̊uv pokus dovolil určit vlnovou délku λ světla změřeńım polohy yQ světlých
proužk̊u na pozorovaćım st́ıńıtku,

(yQ)max = LQ(tgϑ)max
.
= LQ(sin ϑ)max = mLQ

λ

d
,

kde m = 0,±1,±2, . . . a předpokládáme ϑ ≪ 1. Vzdálenost sousedńıch proužk̊u je

∆y
.
= LQ

λ

d
,

odkud lze určit vlnovou délku

λ
.
=

d∆y

LQ

.

Cvičeńı 4. Odvod’te vztah (8.6). Jak se změńı graf pr̊uběhu (8.7) na obr. 8.5, když
ϕ1 6= ϕ2, I1 6= I2?

Interferenčńı jev na obr. 8.5 byl odvozen za tř́ı hlavńıch zjednodušuj́ıćıch předpoklad̊u:
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Obrázek 8.6: K pojmům podélné a bočńı prostorové koherence.

1. aproximace velmi tenkých štěrbin,

2. monochromatické světlo,

3. dokonalá koherence světla ve štěrbinách P1, P2.

V prvńım př́ıpadě je třeba vźıt v úvahu vliv Fraunhoferova ohybu na štěrbinách konečné
š́ı̌rky, který bude studován v odd́ıle 8.5. Daľśı dva předpoklady souviśı s koherenćı
světla. Při použit́ı tepelného zdroje je světlo kvazimonochromatické s koherenčńı dobou
τkoh ≈ 10−9 s. Geometrie pokusu je ovšem taková, že je splněna nerovnost

|r2 − r1| = d | sin ϑ| ≈ 0, 5 mm ≪ cτkoh ≈ 30 cm,

takže časová koherence nemá vliv na výsledný interferenčńı jev.
Koherence světla ve štěrbinách P1, P2 má však jiný charakter. Pro viditelnost in-

terferenčńıho jevu na pozorovaćım st́ıńıtku je třeba, aby pole E1(P1, t), E2(P2, t) byla
dokonale koherentńı ve stejném časovém okamžiku. To odpov́ıdá definici prostorové
koherence:

Pole E1(P1, t), E2(P2, t) v r̊uzných bodech P1, P2 jsou dokonale prostorově ko-
herentńı, jestliže znalost pole E1 v mı́stě P1 v čase t dovoluje přesně předpovědět pole
E2 v mı́stě P2 ve stejném čase. Nazveme je prostorově nekoherentńı, jestliže znalost
jednoho z poĺı nedává žádnou informaci o druhém.

V př́ıpadě kvazimonochromatického bodového zdroje Z se prostorová koherence
mezi body P2, P3 na obr. 8.6 nazývá podélnou. Nebudeme ji uvažovat, protože ji lze
jednoznačně převést na časovou: pole v bodě P3 v čase t je totiž jednoznačně určeno
polem v P2 v retardovaném čase t − (l/c). Stač́ı tedy porovnávat pole v bodě P2 v
r̊uzných časech t, t − (l/c).
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Obrázek 8.7: Vliv konečné š́ı̌rky tepelného zdroje na bočńı koherenci ve štěrbinách P1,
P2.

Prostorovou koherenci světla mezi body P1, P2, do nichž sférická vlnoplocha doraźı
ve stejném časovém okamžiku t, nazýváme bočńı. K bočńı nekoherenci v bodech P1,
P2 a t́ım ke sńıžeńı viditelnosti interferenčńıch proužk̊u v Youngově pokusu může doj́ıt,
když tepelný zdroj neńı bodový. Uvažujme proto Youngovo experimentálńı uspořádáńı
s tepelným zdrojem konečné š́ı̌rky dZ (obr. 8.7) Takový zdroj je soustavou nezávislých
zářič̊u, u nichž fáze zářeńı v daném čase se náhodně měńı s polohou ve zdroji a v daném
mı́stě zdroje se náhodně měńı s časem. Na obr. 8.7 každý z elementárńıch zářič̊u mezi
body Z1, Z2 by na pozorovaćım st́ıńıtku zp̊usobil jasné interferenčńı proužky. Centrálńı
maxima zdroj̊u Z1, Z2 budou v bodech Q1, Q2.

2 Při pozorováńı okem nebo jiným
pomalým detektorem s rozlǐsovaćı dobou tr ≫ τkoh nekoherentńı vlny pocházej́ıćı z
r̊uzných mı́st zdroje spolu neinterferuj́ı a výsledná intenzita bude součtem intenzit jed-
notlivých zářič̊u. Výsledný interferenčńı obrazec bude velmi málo porušen pouze tehdy,
když vzdálenost dQ bude velmi malá vzhledem ke vzdálenosti ∆y

.
= LQλ/dP sousedńıch

interferenčńıch maxim, dQ ≪ △y. V př́ıpadě dQ ≥ ∆y se viditelnost interference bĺıž́ı
nule.

Podmı́nku dokonalé prostorové koherence ve štěrbinách P1, P2 lze podle
předchoźı úvahy a obr. 8.7 vyjádřit následuj́ıćımi ekvivalentńımi zp̊usoby:

dQ ≪ ∆y ⇔ δϑ ≪ λ

dP

⇔ dZdP ≪ λLZ . (8.8)

Cvičeńı 5. Jaká by musela být vzdálenost štěrbin d, aby při jejich osvětleńı př́ımým

2Ukažte, že nulté maximum od zdroje Z1 bude určeno podmı́nkou r1 + s1 − r2 − s2 = 0, tj.
r1 − r2 = s2 − s1 = d sin ϑ1.
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Obrázek 8.8: Uspořádáńı pro pozorováńı difrakce světla na optické mř́ıžce.

slunečńım světlem byla splněna podmı́nka dokonalé koherence? 3

8.4 Difrakčńı mř́ıžka

Optická mř́ı̌zka. Interference vln z N zdroj̊u. Pr̊uběh interferenčńı intenzity.
Spektrálńı rozklad světla. Rayleighovo kritérium rozlǐseńı spektrálńıch čar.

Optická mř́ıžka je obvykle skleněná destička s nanesenou měkkou vrstvou např.
hlińıku, do ńıž jsou pomoćı diamantového nástroje vyryty rovnoběžné vrypy. Muśı být
přesně stejně široké a přesně stejně navzájem vzdálené, většinou 0, 25 až 6000 vryp̊u
na 1 mm. Vzdálenost střed̊u sousedńıch vryp̊u d se nazývá mř́ıžková konstanta.

Dopadá-li na mř́ıžku rovnoběžný svazek kvazimonochromatického světla (obr. 8.8),
vrypy vyzařuj́ı cylindrické vlny a na st́ıńıtku pozorujeme interferenčńı proužky. Na
rozd́ıl od Youngova pokusu se dvěma štěrbinami se na pozorovaćım st́ıńıtku vytvoř́ı
velmi ostré tenké světlé čáry na tmavém pozad́ı.

Abychom pochopili funkci mř́ıžky, nahrad́ıme uspořádáńı na obr. 8.8 pomoćı Babi-
netova principu soustavou zdroj̊u v mı́stech vryp̊u. Na obr. 8.9 je zjednodušená sous-
tava N bodových zdroj̊u P1, P2, . . . , PN , jejichž vzdálenosti jsou d a všechny vyzařuj́ı v
rovině kvazimonochromatické světlo se stejnou amplitudou E0, stejnou středńı úhlovou
frekvenćı ω a stejnou fázovou konstantou ϕ0.

4 Pozorovaćı bod Q je tak daleko, že úhel

3Viz [1], př. 7.2: pr̊uměr Slunce 700 tiśıc km, vzdálenost Slunce 150 milion̊u km.
4Předpokládáme, že na celé š́ı̌rce mř́ıžky je splněno kritérium bočńı koherence.
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Obrázek 8.9: Interference vln z N zdroj̊u.

ϑ je přibližně stejný pro všech N zdroj̊u. Pak ve vzdáleném bodě Q v bĺızkosti osy z
je superpozice poĺı z N zdroj̊u

E(Q, t) = aE0 cos(ωt′1 + ϕ0) + . . . + aE0 cos(ωt′N + ϕ0)

určena koeficientem zeslabeńı a < 1 a retardovanými časy t′i = t− (ri/c), i = 1, . . . , N ,
jež odpov́ıdaj́ı vzdálenostem r1, . . . , rN od bod̊u P1, . . . , PN k bodu Q,

Pro daľśı výpočet vyjádř́ıme pole E(Q, t) jako reálnou část sumy komplexńıch člen̊u

E(Q, t) =
N∑

i=1

aE0 cos(ω(t − ri

c
) + ϕ0) = Re

N∑

i=1

aE0e
i(ωt−kri+ϕ0).

Protože sousedńı vzdálenosti ri, ri+1 splňuj́ı s dobrou přesnost́ı vztahy

r2 − r1 = d sin ϑ, r3 − r2 = d sin ϑ, . . . , rN − rN−1 = d sin ϑ,

můžeme pole E(Q, t) upravit na reálnou část konečné komplexńı geometrické řady s
kvocientem q = exp(−ikd sin ϑ):

E(Q, t) = Re
{
aE0e

i(ωt−kr1+ϕ0)
(
1 + q + q2 + ... + qN−1

)}

= Re

{
aE0e

i(ωt−kr1+ϕ0) e
−iNkd sin ϑ − 1

e−ikd sin ϑ − 1

}
.

Zlomek dále uprav́ıme vytknut́ım faktor̊u exp
(
−1

2
iNkd sin ϑ

)
z čitatele a exp

(
−1

2
ikd sin ϑ

)

z jmenovatele na pod́ıl sin̊u, takže výsledný vztah můžeme napsat ve tvaru součinu
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Obrázek 8.10: Graf intenzity I(Q) jako funkce fázového rozd́ılu kd sin ϑ, dráhového
rozd́ılu d sin ϑ a sin ϑ.

modulované amplitudy a nosné vlny:

E(Q, t) = aE0

sin
(

1
2
Nkd sin ϑ

)

sin
(

1
2
kd sin ϑ

) cos
(
ωt − kr1 −

1

2
(N − 1)kd sin ϑ + ϕ0

)
.

Hledaný interferenčńı jev má následuj́ıćı pr̊uběh intenzity na st́ıńıtku (stač́ı středovat
přes jednu periodu):

I(Q) =< E(Q, t)2 >T =
a2E2

0

2




sin
(

1
2
Nkd sin ϑ

)

sin
(

1
2
kd sin ϑ

)




2

. (8.9)

Graf funkce (8.9) na obrázćıch 8.10 a 8.11 se v jednom ohledu podobá grafu intenzity
pro Young̊uv pokus (N = 2) na obr. 8.5: funkce I(Q) jsou v obou př́ıpadech periodické
s periodou 2π v proměnné kd sin ϑ. Polohy interferenčńıch maxim jsou proto určeny
stejným vztahem jako u Youngova pokusu,

(sin ϑ)max = m
λ

d
, m = 0,±1, ...,±

[
d

λ

]
. (8.10)

Maxima jsou však daleko užš́ı, nebot’ např. centrálńı maximum procháźı prvńı nulou v
bodech 1

2
Nkd sin ϑ = ±π, tj.

sin ϑ = ± λ

Nd
.
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Obrázek 8.11: Graf intenzity I(Q) jako funkce sin ϑ pro N = 2, 3, 4 a velké N .
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Tato veličina se bere jako mı́ra úhlové š́ı̌rky maxima: maximum má úhlovou š́ı̌rku λ/Nd
ve výšce 4I0/π

2 .
= 0, 41 I0, kde I0 = N2a2E2

0/2. Č́ım je počet vryp̊u N větš́ı, t́ım jsou
maxima ostřeǰśı. To je d̊uležité při spektrálńım rozkladu světla mř́ıžkou.

Dopadá-li na mř́ıžku světlo složené, např. b́ılé světlo žárovky, bude centrálńı ma-
ximum b́ılé, avšak již v 1. řádu budeme pozorovat př́ıspěvky r̊uzných barev spektra
pod r̊uznými úhly ϑ. Základńı vlastnost́ı difrakčńı mř́ıžky je tedy schopnost rozložit
dopadaj́ıćı světlo do r̊uzných směr̊u podle vlnových délek, tj. provést jeho spektrálńı
rozklad. Praktický význam optické spektroskopie je v tom, že každá látka vyzařuje
jistý, pro ni charakteristický soubor spektrálńıch čar (viz kap. 12). Lze tak źıskat
informace o složeńı látek a např. v astronomii i o složeńı vzdálených objekt̊u (planet,
komet, hvězd, galaxíı apod.).

Protože spektrálńı čáry mohou mı́t velmi bĺızké vlnové délky, vzniká otázka, jaké
vlastnosti muśı mř́ıžka mı́t, abychom takové čáry ve spektru zřetelně rozlǐsili. Podle
Rayleighova kritéria (obr. 8.12) jsou dvě bĺızké kvazimonochromatické spektrálńı
čáry λ1, λ2 rozlǐseny v mř́ıžkovém spektru 1. řádu, když úhlová vzdálenost střed̊u
maxim je větš́ı nebo rovna úhlové š́ı̌rce maxim:

∣∣∣∣∣
λ1

d
− λ2

d

∣∣∣∣∣ ≥
λstr

Nd
,

kde λstr = (λ1 + λ2)/2
.
= λ1,2. Po vykráceńı d dostaneme podmı́nku

|λ1 − λ2|
λstr

≥ 1

N
,

která ř́ıká, že spektrálńı rozlǐseńı mř́ıžky je t́ım lepš́ı, č́ım je celkový počet vryp̊u N
větš́ı ! U maxim vyšš́ıho řádu |m| je vzdálenost maxim |m|–krát větš́ı, źıská se tedy
|m|–krát lepš́ı rozlǐseńı5. Situaci však zhoršuje ohybový jev zp̊usobený konečnou š́ı̌rkou
vryp̊u, který vede k zeslabeńı intenzity ve vyšš́ıch řádech (viz odd́ıl 8.5).

Cvičeńı 6. Známé žluté světlo plamene znečǐstěného kuchyňskou soĺı obsahuje
spektrálńı čáry λ1 = 589, 6 nm a λ2 = 589, 0 nm. Kolik vryp̊u muśı mı́t mř́ıžka, aby v
1. řádu právě rozlǐsila tento sod́ıkový dublet?

8.5 Ohyb na štěrbině

Fraunhoferova difrakce na štěrbině a na kruhovém otvoru. Vliv omezeńı
svazku světla na difrakčńı rozb́ıhavost; rozlǐsovaćı schopnost optických př́ıstroj̊u;
ostrost zraku.

Vlnová povaha světla má závažné d̊usledky při Fraunhoferově difrakci na štěrbině
konečné š́ı̌rky. Předpokládejme, že na štěrbinu š́ı̌rky D dopadá rovnoběžný svazek kva-
zimonochromatického světla o vlnové délce λ < D. Uspořádáńı dle obr. 8.13 lze pomoćı
Babinetova principu nahradit ekvivalentńı soustavou zdroj̊u spojitě rozložených v ploše
štěrbiny a vyzařuj́ıćıch se stejnou fáźı.

Se soustavou ekvidistantńıch diskrétńıch zdroj̊u jsme se setkali v odd́ıle 8.4 u difrakčńı
mř́ıžky. Intenzitu světla na pozorovaćım st́ıńıtku lze u štěrbiny š́ı̌rky D snadno odvodit

5Rozlǐsovaćı schopnost mř́ıžky se definuje pod́ılem R = λstr/ |λ1 − λ2| = |m|N.



8.5. OHYB NA ŠTĚRBINĚ 113

Obrázek 8.12: Spektrálńı čáry λ1, λ2 jsou podle Rayleigha právě rozlǐseny, když maxi-
mum intezity jedné čáry lež́ı právě v prvńım minimu intenzity druhé čáry.

ze vzorce (8.9) pro mř́ıžku pomoćı limity N → ∞. V limitńım přechodu ke spojitě
rozloženým zdroj̊um muśıme současně předpokládat zmenšováńı mř́ıžkové konstanty
d → 0, aby celková š́ı̌rka D = (N − 1)d

.
= Nd z̊ustávala konstantńı. Pro provedeńı

limity vztah (8.9) rozš́ı̌ŕıme

I(Q) = lim
N→∞

a2E2
0

2

(
sin (1

2
kD sin ϑ)1

2
k D

N
sin ϑ

sin (1
2
k D

N
sin ϑ)1

2
k D

N
sin ϑ

)2

a využijeme toho, že

lim
N→∞

sin (1
2
k D

N
sin ϑ)

1
2
k D

N
sin ϑ

= 1.

Aby při N → ∞ vyšla konečná výsledná intenzita, muśı ještě E0 → 0, aby veličina

I0 =
1

2
a2E2

0N
2

z̊ustala konstantńı. Výsledek limity je pak

I(Q) = I0

(
sin (1

2
kD sin ϑ)

1
2
kD sin ϑ

)2

. (8.11)

Je zřejmé, že intenzita I(Q) již neńı periodickou funkćı sin ϑ, jako byla u mř́ıžky (vztah
(8.9)). Na rozd́ıl od obr. 8.10 na pozorovaćım st́ıńıtku z̊ustane pouze centrálńı maximum
se středem ϑ = 0 a s prakticky stejným pr̊uběhem jako u mř́ıžky s velkým počtem
vryp̊u. Za mı́ru δ úhlové š́ı̌rky interferenčńıho maxima bereme úhel od středu maxima
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Obrázek 8.13: Fraunhoferova difrakce na štěrbině š́ı̌rky D. Převážná část intenzity je
vyzařována do oblasti o úhlové š́ı̌rce δ ≈ λ/D.
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po prvńı nulovou hodnotu intenzity při 1
2
kD sin δ = π, tj. sin δ = λ/D. Př́ı λ ≪ D

ṕı̌seme

δ ≈ λ

D
. (8.12)

Na obr. 8.13 je vyšrafována oblast této úhlové š́ı̌rky, kam dopadá převážná část inten-
zity.

Źıskané výsledky, které jsou př́ımým d̊usledkem vlnové povahy světla, maj́ı zásadńı
význam pro konstrukci optických př́ıstroj̊u a posouzeńı oblasti jejich použitelnosti.
Zjistili jsme, že prostorové omezeńı svazku světla má za následek jeho difrakčńı
rozb́ıhavost: vlnový vektor k již nemá stálý směr jako před štěrbinou — světlo
za štěrbinou obsahuje směry k převážně v oblasti o úhlové š́ı̌rce δ ≈ λ/D (velikost
|k| = 2π/λ je dána vlnovou délkou). Pro difrakci světla na kruhovém otvoru6 se uvád́ı
difrakčńı rozb́ıhavost

δ ≈ 1, 22
λ

D
. (8.13)

V optických př́ıstroj́ıch je š́ı̌reńı světla omezeno do tubus̊u, jejichž rozměry jsou dány
velikost́ı optických element̊u — čoček, zrcadel, kolimátor̊u. Světlo se proto uvnitř neš́ı̌ŕı
přesně ve směrech paprsk̊u určených pravidly geometrické optiky (viz kap. 9). Vykazuje
vždy jistou úhlovou rozb́ıhavost, která posléze zp̊usobuje nepřesnost ideálńıho geo-
metrického zobrazeńı. Každý optický př́ıstroj lze pak charakterizovat jeho rozlǐsovaćı
schopnost́ı, tj. schopnost́ı rozlǐsit jemné detaily struktury pozorovaného předmětu.

Důležitým př́ıkladem optického př́ıstroje je lidské oko. Každý, kdo navštvil očńıho
lékaře, zažil určeńı úhlové rozlǐsovaćı schopnosti svých oč́ı. Pozorujeme–li milimetrové
měř́ıtko na vzdálenost 2m, zjist́ıme, že již sotva rozlǐśıme sousedńı čárky. Ve větš́ı
vzdálenosti vám tyto čárky úplně splynou. Jako maximálńı ostrost zraku normálńıho
lidského oka při viděńı uprostřed zorného pole se uvád́ı schopnost rozlǐsit dvě značky
3 mm od sebe na vzdálenost 10m. To odpov́ıdá úhlovému rozlǐseńı jedné obloukové
minuty

δ ≈ 3.10−3

10
≈ 3.10−4 rad ≈ 1′

(encyklopedie [10] uvád́ı 1’—3’). Porovnejme tuto skutečnost s teoretickým výpočtem
podle vztahu (8.13). Je-li λ ≈ 6.10−7 m (světlo žluté barvy) a pr̊uměr panenky D ≈
2 mm, vycháźı

δ ≈ 6.10−7

2.10−3
≈ 3.10−4 rad,

což je na dolńı mezi udaných experimentálńıch hodnot.
Cvičeńı 7. Pro Young̊uv pokus se dvěma štěrbinami konečné š́ı̌rky D < d odvod’te

interferenčńı obrazec modulovaný ohybem, obr. 8.14. Uvažte, že každá ze štěrbin osvětluje
st́ıńıtko podle obr. 8.13 (viz [1], př. 7.7).

6Při cylindrické symetrii je funkce sin (1
2kD sin ϑ) nahrazena cylindrickou (Besselovou) funkćı

J1(
1
2kD sinϑ), která procháźı nulou při J1(1, 22π) = 0.
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Obrázek 8.14: Pr̊uběh intenzity pro Young̊uv pokus se štěrbinami konečné š́ı̌rky D < d
(vzdálenost maxim je správně λ/d).
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Obrázek 8.15: Grafy intenzity I(Q) jako funkce sin ϑ pro N = 1, 2, 3, 4 štěrbin konečné
š́ı̌rky D < d.
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Kapitola 9

Geometrická optika

9.1 Přechod od optiky vlnové ke geometrické

Limitńı přechod ke geometrické optice; vlna s hladkými vlnoplochami, rovnice
eikonálu, pojem paprsku, analogie s klasickou mechanikou.

Rovinná vlna se vyznačuje t́ım, že směr jej́ıho š́ı̌reńı je všude stejný a amplituda je
konstantńı na rovinách konstantńı fáze. To je ovšem velká idealizace — reálné elektro-
magnetické vlny ve skutečnosti takové vlastnosti vesměs nemaj́ı. Často se však elek-
tromagnetické vlny v malých oblastech přibližně podobaj́ı rovinným vlnám. Přesněji
to můžeme vyjádřit požadavkem, aby se jejich amplituda a směr š́ıřeńı velmi nepatrně
měnily na vzdálenostech řádu λ. Za těchto podmı́nek budou vlny mı́t hladké vlno-
plochy1. V daľśım uvid́ıme, že u těchto velmi speciálńıch vln lze mluvit o lokálńıch
směrech š́ı̌reńı, které jsou kolmé k vlnoplochám a posléze zavést pojem paprsk̊u —
křivek, jejichž tečna v každém bodě udává směr š́ı̌reńı vlny.

Geometrická optika studuje š́ı̌reńı elektromagnetických vln za uvedených předpo-
klad̊u. Popisuje je jako š́ı̌reńı světla podél paprsk̊u, přičemž úplně abstrahuje od vlnové
podstaty světla.

Š́ı̌reńı světla přesně podél paprsk̊u je zajisté v rozporu s difrakčńı rozb́ıhavost́ı
omezených svazk̊u světla popsanou v odd́ıle 8.5 a charakterizovanou směry š́ı̌reńı v
oblasti úhl̊u š́ı̌rky δ ≈ λ/D. Geometrická optika zcela zanedbává difrakčńı rozb́ıhavost.
Odpov́ıdá proto limitě λ → 0, jež je ve skutečných fyzikálńıch situaćıch t́ım lepš́ı
aproximaćı, č́ım je pod́ıl λ/D menš́ı.

Základńı rovnićı optiky je vlnová rovnice pro elektromagnetické pole; v homogenńım
izotropńım prostřed́ı ji zaṕı̌seme ve tvaru

∆f − 1

v2

∂2f

∂t2
= 0, (9.1)

kde v = c/n a f je kterákoli ze složek vektor̊u E,B. Jak jsme naznačili, limitńı přechod
ke geometrické optice lze provést pro vlny f(r, t) s hladkými vlnoplochami. V kom-
plexńım zápisu to znamená

f(r, t) = a(r, t)eiψ(r,t), (9.2)

1Vlnoplochy jsou množiny bod̊u, v nichž fáze vlny (v daném čase t) nabývá konstantńı hodnoty.
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kde a(r, t) je pomalu se měńıćı amplituda. Fázová funkce ψ(r, t), H. Brunsem nazvaná
eikonál, se však měńı velice rychle: na vzdálenosti λ ve směru š́ı̌reńı se změńı o 2π !
Soustava vlnoploch v čase t0 je určena rovnicemi

ψ(r, t0) = C, C ∈< 0, 2π).

Zvoĺıme-li bod r0 a konstantu C, pak v okoĺı (r0, t0) můžeme eikonál rozvinout do 1.
řádu:

ψ(r, t)
.
= ψ(r0, t0) +

3∑

j=1

∂ψ

∂xj

(r0, t0)(xj − x0j) +
∂ψ

∂t
(r0, t0)(t − t0). (9.3)

Tato aproximace odpov́ıdá nahrazeńı hladké vlnoplochy v malém okoĺı r0, t0 tečnou
rovinnou vlnoplochou s fáźı

ψrov(r, t) = k.r − ωt + α. (9.4)

Porovnáńım výraz̊u (9.3), (9.4) źıskáme v libovolném bodě r0 a čase t0 vztahy pro
lokálńı vlnový vektor k a lokálńı úhlovou frekvenci ω :

k = grad ψ,

ω = −∂ψ

∂t
.

(9.5)

Paprsky jsou nyńı definovány jako křivky, které jsou v každém bodě tečné k lokálńım
vektor̊um k a tedy podle (9.5) kolmé k vlnoplochám. Podle (9.2) — (9.5) se přibližně
rovinný lokálńı úsek vlnoplochy ψ(r, t) = C š́ı̌ŕı podél paprsku s fázovou rychlost́ı
v = ω/k.

Základńı rovnici geometrické optiky nyńı odvod́ıme jako aproximaci vlnové rovnice
(9.1). Derivováńım vlny (9.2) dostaneme

∂f

∂t
=

(
∂a

∂t
+ ia

∂ψ

∂t

)
eiψ,

∂2f

∂t2
=


∂2a

∂t2
+ 2i

∂a

∂t

∂ψ

∂t
+ ia

∂2ψ

∂t2
− a

(
∂ψ

∂t

)2

 eiψ,

∆f =
3∑

j=1


∂2a

∂x2
j

+ 2i
∂a

∂xj

∂ψ

∂xj

+ ia
∂2ψ

∂x2
j

− a

(
∂ψ

∂xj

)2

 eiψ.

Ve výrazech ∆f a ∂2f/∂t2 převažuj́ı v limitě λ → 0 (neboli k → ∞, ω → ∞) zdaleka
nejv́ıce posledńı členy, jež jsou řádu k2 a ω2. Ostatńı členy jsou podle předpoklad̊u o
vlnách (9.2) s hladkými vlnoplochami vesměs nižš́ıch řád̊u k0, k1 a ω0, ω1 a proto je
zanedbáme. Výsledná rovnice eikonálu

3∑

j=1

(
∂ψ

∂xj

)2

− 1

v2

(
∂ψ

∂t

)2

= 0 (9.6)
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popisuje systém hladkých vlnoploch, jejichž ortogonálńımi trajektoriemi jsou paprsky
geometrické optiky. Vztahy (9.5) dosazeny do (9.6) dávaj́ı k2 − (ω2/v2) = 0 v souladu
s disperzńım vztahem ω = v|k|, v = c/n.

V př́ıpadě monochromatického světla je funkce ω(r, t) = −∂ψ/∂t konstantou ω0,
takže integraćı podle času

ψ(r, t) = ψ0(r) − ω0t, (9.7)

kde integračńı konstanta ψ0(r) obecně záviśı na r. Rovnici eikonálu (9.6) lze nyńı psát

3∑

j=1

(
∂ψ0

∂xj

)2

=
ω2

0

c2
n(r)2.

Vlnoplochy jsou určeny rovnicemi

ψ0(r) = C

a směr paprsk̊u k = grad ψ0.

Rovnice eikonálu (9.6) v homogenńım prostřed́ı má matematicky přesně stejný tvar
jako Hamiltonova–Jacobiho rovnice pro relativistickou částici s nulovou hmotnost́ı a ve
vakuu jsou tyto rovnice přesně identické ! Z toho vycháźı pozoruhodná analogie mezi
geometrickou optikou a klasickou mechanikou ([5], kap. 5), kterou v r. 1825 objevil
W. R. Hamilton. Tuto analogii podrobněji vyjadřuje tabulka odpov́ıdaj́ıćıch si veličin
a vztah̊u v geometrické optice a klasické mechanice relativistické částice s klidovou
hmotnost́ı m0 ([5], kap. 7).

Poznámka. Na tomto mı́stě je třeba připomenout, že hluboký vztah obou teoríı
vedl v r. 1925 Louise de Broglie k formulaci základ̊u vlnové mechaniky a Erwina
Schrödingera k objevu Schrödingerovy rovnice.

Tabulka 9.1 Analogie mezi geometrickou optikou a klasickou mechanikou
relativistické částice.

Geometrická optika Klasická mechanika
ψ(r, t) =eikonál S(r, t) =hlavńı funkce Hamiltonova

k = grad ψ p = grad S =hybnost

ω = −∂ψ

∂t
E = −∂S

∂t
= energie

Pro monochromatické světlo: Pro konservativńı śıly:
ψ = −ω0t + ψ0(r) S = −E0t + S0(r)
Disperzńı vztah: Vztah energie a hybnosti:

E = c
√

p2 + m2
0c

2

ω =
c

n
|k| E = c|p| pro m0 = 0

Rovnice eikonálu: Hamiltonova-Jacobiho rovnice:
3∑

j=1

(
∂ψ0

∂xj

)2

=
ω2

c2
n2

3∑

j=1

(
∂S0

∂xj

)2

=
E2

0

c2
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9.2 Fermat̊uv princip

Nehomogenńı prostřed́ı. Fermat̊uv princip jako základńı zákon geometrické
optiky; analogie s variačńım principem Jacobiho v klasické mechanice. 5
základńıch pravidel chodu paprsk̊u.

V odd́ıle 9.1 stejně jako v předcházej́ıch kapitolách jsme předpokládali, že se elektro-
magnetické vlny š́ı̌ŕı v homogenńım prostřed́ı s konstantńım indexem lomu n

.
=

√
εr.

Nyńı ukážeme, že základńı rovnice geometrické optiky (9.6) plat́ı ve stejném tvaru

i v nehomogenńım prostřed́ı n(r)
.
=

√
εr(r) s prostorově proměnnou permitivitou (v

oblasti optického zářeńı s dobrou přesnost́ı plat́ı, jak v́ıme, µ
.
= µ0). Výchoźı rovnice

pro odvozeńı (9.6) byla vlnová rovnice (9.1). Vrat’me se proto do odd́ılu 6.1, kde byla
odvozena z Maxwellových rovnic. V prostřed́ı s nehomogenńı permitivitou ε = ε(r) a
v nepř́ıtomnosti náboj̊u již neplat́ı divE = 0, nýbrž

divD = div(εE) = εdivE + E.grad ε = 0.

Proto v odvozeńı vlnové rovnice pro E nevymiźı člen grad divE, který nyńı modifikuje
výslednou vlnovou rovnici:

∆E − εµ
∂2E

∂t2
= grad

(
E.

grad ε

ε

)
.

V prostřed́ı s velmi pomalu proměnnou permitivitou se obvykle zanedbává. Rovněž při
aproximaci vlnové rovnice podle odd́ılu 9.1 tento člen vede na výraz s nejvýše prvńı
derivaćı fáze ψ, tj. řádu k1, který lze zanedbat vzhledem k převažuj́ıćım člen̊um řádu k2.
Rovnice eikonálu (9.6) i všechny následuj́ıćı vztahy z̊ustávaj́ı proto v platnosti pouze
s tou změnou, že index lomu je prostorově proměnný n = n(r) a tedy disperzńı vztah
obsahuje závislost na r:

ω = ω(r) ≡ c

n(r)
|k|. (9.8)

Viděli jsme, že geometrická optika nepřihĺıž́ı k difrakčńım jev̊um a pracuje s ideali-
zovaným pojmem světelného paprsku. Pro určeńı chodu paprsk̊u nejen v homogenńım
ale i v nehomogenńım prostřed́ı se můžeme obrátit k analogii s trajektoriemi částice v
klasické mechanice a na základě Tab. 9.1 pokusit se naj́ıt diferenciálńı rovnice paprsk̊u.
Použijeme-li formu Hamiltonových rovnic ([5], kap. 5), pak za Hamiltonovu funkci (vy-
jadřuj́ıćı v mechanice energii soustavy jako funkci souřadnic a hybnost́ı) je třeba v
optice vźıt disperzńı funkci (9.8):

ẋj =
∂ω

∂kj

, k̇j = − ∂ω

∂xj

, j = 1, 2, 3.

(Jeden př́ıklad řešeńı těchto rovnic je uveden v [5], př. 5.11). Lagrangeovy rovnice
II. druhu bohužel nelze použ́ıt, nebot’ funkce analogická Lagrangeově funkci L =∑

j

pj(∂H/∂qj) − H je identicky rovna nule,

3∑

j=1

kj
∂ω

∂kj

− ω =
∑

j

kjv
kj

|k| − v|k| = 0.
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Nezaj́ımá-li nás v mechanice časový pr̊uběh pohybu podél trajektorie, ale pouze
tvar trajektorie, můžeme se obrátit na Jacobiho variačńı princip ([5], kap. 4). Plat́ı
pro soustavy, u nichž se zachovává energie (E = konst.). Potřebujeme ho ve speciálńı
formě pro částici pohybuj́ıćı se v konservativńım silovém poli

δ
∫ 2

1
p dl = 0,

kde p je velikost hybnosti nerelativistické či relativistické částice a dl je element délky
křivky spojuj́ıćı dané body 1, 2. Křivka, po ńıž se nerelativistická částice pohybuje z
bodu 1 do bodu 2 je podle Jacobiho principu extremálou funkcionálu

∫ 2

1
p dl =

∫ 2

1

√
2m(E − U)

√
(dx)2 + (dy)2 + (dz)2, (9.9)

jenž záviśı na křivce, podél ńıž se integruje od bodu 1 do bodu 2.
Odpov́ıdaj́ıćım variačńım principem je v geometrické optice Fermat̊uv princip

δ
∫ 2

1
k dl = 0.

Určuje tvar paprsku spojuj́ıćıho dané body 1, 2. Plat́ı pro monochromatické světlo s
danou úhlovou frekvenćı ω. V nehomogenńım prostřed́ı, kde k = n(r)ω/c, lze Fermat̊uv
princip zapsat ve tvaru

δ
∫ 2

1
n dl = 0. (9.10)

Paprsek spojuj́ıćı body 1, 2 v prostřed́ı s indexem lomu n(r) je podle Fermatova prin-

cipu extremálou funkcionálu
∫ 2

1
n dl představuj́ıćıho optickou dráhu paprsku.

Světlo se z 1 do 2 š́ı̌ŕı podél takového paprsku, pro který optická
dráha nabývá extremálńı hodnoty.

Optická dráha dělená c
1

c

∫ 2

1
n dl =

∫ 2

1

dl

v
= t12

udává čas t12, za který se světlo po dané křivce š́ı̌ŕı fázovou rychlost́ı v z bodu 1 do
bodu 2. Optická dráha je proto rovna vzdálenosti, kterou proběhne světlo ve vakuu za
stejnou dobu, kterou potřebuje k proběhnut́ı skutečné geometrické dráhy v látce. Fer-
mat̊uv princip je tedy též principem extremálńıho času t12. Fermatem byl p̊uvodně
vysloven jako princip nejkratš́ıho času.

Fermat̊uv princip extremálńı optické dráhy (9.10) lze považovat za základńı zákon
geometrické optiky. Pro obvyklé optické soustavy sestávaj́ıćı z optických element̊u, v
nichž je index lomu konstantńı, z něho plyne 5 základńıch pravidel chodu paprsk̊u:

1. Zákon př́ımočarého š́ı̌reńı světla v homogenńım prostřed́ı.

2. Zákon nezávislosti paprsk̊u.

3. Zákon záměnnosti chodu paprsk̊u.
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Obrázek 9.1: K odvozeńı zákona odrazu z Fermatova principu.

4. Zákon odrazu.

5. Snelli̊uv zákon lomu.

Pravidlo 1. se dostane z (9.10) okamžitě, když uváž́ıme, že pro konstantńı index

lomu křivkový integrál
∫ 2

1
dl představuje délku křivky spojuj́ıćı body 1, 2. Křivkou s

extremálńı (minimálńı) délkou je úsečka. V homogenńım prostřed́ı se tedy světlo š́ı̌ŕı
př́ımočaře.

Pravidlo 2. ř́ıká, že když je dán paprsek pro dvojici bod̊u 1, 2, pak tvar paprsku
pro každou jinou dvojici bod̊u 3, 4 nezáviśı na paprsku 12. To je jasné z toho, že tvar
každého paprsku je podle (9.10) určen jeho koncovými body a pr̊uběhem indexu lomu,
nikoliv však tvarem jiného paprsku.

Podle pravidla 3. se světlo š́ı̌ŕı z bodu 1 do bodu 2 po stejné křivce jako z bodu 2 do

bodu 1. Křivkový integrál
∫ 2

1
n dl má totiž v obou př́ıpadech stejnou kladnou hodnotu.

(Uvažte, že dl =
√

(dx)2 + (dy)2 + (dz)2 > 0.)
Pravidlo 4. — zákon odrazu na zrcadle — plyne z jednoduché geometrické úvahy.

Podle obr. 9.1 hledáme křivku spojuj́ıćı body 1, 2, která procháźı některým bodem
zrcadla. V homogenńım prostřed́ı bude paprsek tvořen dvěma úsečkami. Konstrukce
na obr. 9.1 ukazuje, že délky spojnic 142, 142′ jsou stejné a nejkratš́ı mezi nimi je př́ımá
spojnice 132′. Pro nejkratš́ı paprsek 132 se pak úhel odrazu ϑ1 rovná úhlu dopadu ϑ0.

Pravidlo 5. — Snelli̊uv zákon lomu — stanov́ı, jak se lomı́ paprsek, který přecháźı
z prostřed́ı s indexem lomu n1 do prostřed́ı s jiným indexem lomu n2. Hledáme tedy
tvar paprsku, který spojuje bod 1 v prvńım prostřed́ı s bodem 2 v druhém prostřed́ı.
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Obrázek 9.2: K odvozeńı Snelliova zákona lomu z Fermatova principu.

V homogenńım prostřed́ı je paprsek 142 na obr. 9.2 tvořen dvěma úsečkami. Urč́ıme
paprsek 132, podél něhož optická dráha n1l1 + n2l2 je extremálńı.

Optická dráha záviśı na souřadnici x pr̊useč́ıku 4 paprsku s rozhrańım, je tedy
funkćı

f(x) = n1l1 + n2l2 = n1

√
x2 + h2

1 + n2

√
(a − x)2 + h2

2.

Bod x, pro který f(x) nabývá extremálńı (minimálńı) hodnoty, se urč́ı z rovnice

f ′(x) = n1
x

√
x2 + h2

1

− n2
a − x

√
(a − x)2 + h2

2

= 0.

Protože zlomky v této rovnici představuj́ı sinϑ1 a sin ϑ2, odvodili jsme Snelli̊uv zákon
lomu

n1 sin ϑ1 = n2 sin ϑ2 .

T́ım jsme dokázali všech 5 pravidel chodu paprsk̊u. Fermat̊uv princip je však daleko
obecněǰśı: dovoluje určit chod paprsk̊u nehomogenńım prostřed́ım, např. v zemské at-
mosféře.

Principiálně nový pohled na geometrickou optiku přinesl R.P. Feynman [9]. Paprsky
geometrické optiky podle něho představuj́ı mı́sta, kde docháźı k nejsilněǰśı konstruk-
tivńı interferenci. Vycháźı-li monochromatické světlo z bodového zdroje 1 na obr. 9.2,
pak paprsek 132 je výsledkem konstruktivńı interference vln vyslaných z bodu 1, které
pozorujeme v bodě 2. Interferenčńı jev bude t́ım silněǰśı, č́ım v́ıce optických drah bude
přisṕıvat. Proto k maximálńı interferenci dojde v okoĺı paprsku, na němž př́ır̊ustek fáze
nabývá extremálńı hodnoty (k interferenčńımu maximu přisṕıvaj́ı pouze zcela bĺızké
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Obrázek 9.3: Elipsoidálńı zrcadlo s ohnisky F , F ′.

paprsky, pokud jejich fázové rozd́ıly jsou velmi malé vzhledem k 2π). Př́ır̊ustek fáze je
dán součtem př́ıspěvk̊u k dl podél křivky spojuj́ıćı body 1, 2. Pokud integrál spočteme
podél paprsku, pak plat́ı k = grad ψ0 a vid́ıme, že

∫ 2

1
k dl =

∫ r2

r1

k.dl =
∫ r2

r1

grad ψ0.dl = ψ0(r2) − ψ0(r1),

tj. extremálńı př́ır̊ustek fáze je roven změně eikonálu. Feynman tak dospěl jinou cestou
k Fermatovu principu, který určuje paprsek mezi křivkami spojuj́ıćımi body 1, 2 jako
extremálu funkcionálu ∫ 2

1
k dl =

ω

c

∫ 2

1
n dl.

9.3 Zrcadla, čočky

Zrcadlo elipsoidálńı, parabolické, sférické; tenký kĺın a tenká čočka. Paraxi-
álńı paprsky; zrcadlová a čočková rovnice. Čočkařská rovnice, tlustá čočka.

Pro doplněńı výkladu geometrické optiky podáme v tomto výkladu teorii paraxiálńıho
zobrazeńı sférickými zrcadly a tenkými čočkami. V odd́ıle 9.4 bude pak vyložena obecná
teorie lineárńıch zobrazovaćıch soustav včetně maticové metody výpočtu zobrazeńı.

Nejčastěǰśımi prvky optických zobrazovaćıch soustav jsou čočky a zrcadla. Vı́me, že
zobrazeńı rovinným zrcadlem je určeno zákonem odrazu. Úvaha o konstruktivńı inter-
ferenci uvedená na konci odd́ılu 9.2 dovoluje určit chod paprsku i v jiných geometríıch.

Uvažujme např́ıklad elipsoidálńı zrcadlo tvořené rotačńım elipsoidem se zrcadlovým
vnitřńım povrchem, obr. 9.3. Umı́st́ıme–li bodový zdroj světla do ohniska F , pak podle
definice elipsy délka FAF ′ je stejná pro všechny body A lež́ıćı na elipse a v každém
bodě A je pro FAF ′ splněn zákon odrazu. V ohnisku F ′ proto docháźı ke konstruktivńı
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Obrázek 9.4: Parabolické zrcadlo s kruhovou aperturou pr̊uměru D. Oskulačńı kružnice
paraboly ve vrcholu V má střed S a poloměr R = 2f .

interferenci světla z F . Ř́ıkáme, že bod F ′ je skutečným obrazem bodu F .2

Vzdáĺıme–li nyńı obrazové ohnisko F ′ do nekonečna při konstantńı vzdálenosti
f = |FV |, dostaneme rotačńı paraboloid, obr. 9.4. Paprsky vycházej́ıćı z ohniska F
pak utvoř́ı rovnoběžný svazek ve směru osy paraboloidu. Má-li parabolické zrcadlo
kruhovou aperturu (vstupńı otvor) o pr̊uměru D, pak ovšem podle odd́ılu 8.5 ze zr-
cadla bude vycházet prostorově omezený svazek s difrakčńı rozb́ıhavost́ı δ ≈ 1, 22λ/D.
Naopak dopadaj́ıćı rovnoběžný svazek (rovinná vlna) se takovým zp̊usobem zobraźı do
okoĺı ohniska f o rozměru ≈ fδ = 1, 22fλ/D.

Požadavek věrnosti zobrazeńı složitěǰśıch předmět̊u optickými soustavami s reálnými
optickými elementy lze uspokojivě splnit s použit́ım paraxiálńıch paprsk̊u, tj. když
se světlo š́ı̌ŕı podél paprsk̊u jen v těsné bĺızkosti osy soustavy.3 V této situaci můžeme
malý vrchĺık paraboly přibližně nahradit kulovým zrcadlem o stejném poloměru
křivosti R jako má rotačńı paraboloid ve vrcholu V .4

Cvičeńı 1. Pomoćı Taylorova rozvoje v okoĺı V do 2. řádu odvod’te vztah R = 2f
pro poloměr oskulačńı kružnice paraboly v jej́ım vrcholu V .

Jsou-li paraxiálńı paprsky omezeny aperturou s velmi malým pr̊uměrem D ≪ 2R,
pak kulové zrcadlo bude velmi přesnou náhradou parabolického a paraxiálńı paprsky
z ohniska F vytvoř́ı téměř rovnoběžný svazek. Při větš́ıch aperturách je odchylka sféry

2Obraz F ′ má ve skutečnosti tvar koule, uvnitř které se fáze lǐśı nejvýše zhruba o π/2 od fáze v
F ′, tj. má poloměr ≈ λ/4.

3Paraxiálńımi nazýváme paprsky, které s osou sv́ıraj́ı tak malé úhly, že lze jejich siny a tangenty
nahradit úhly. Prakticky jde o úhly menš́ı než 2◦.

4Kulové zrcadlo je vrchĺıkem oskulačńı sféry paraboloidu ve vrcholu V . Oskulačńı kružnice v
rovině nákresu na obr. 9.4 je kružnićı s dotykem 2. řádu k parabole. Jej́ı poloměr R se nazývá poloměr

křivosti paraboly a v bodě V je roven 2f .
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Obrázek 9.5: K odvozeńı zrcadlové rovnice pro paraxiálńı zobrazeńı bodu P kulovým
zrcadlem ZZ ′ se středem S. Úhly α, β, γ maj́ı být velmi malé, ale jsou zvětšeny, aby
nákres byl zřetelněǰśı.

od paraboloidu větš́ı, což vede ke sférické aberaci (kulové vadě) zobrazeńı kulovým
zrcadlem.

Zrcadlová rovnice. Obr. 9.5 nám nyńı pomůže odvodit zrcadlovou rovnici, která
popisuje paraxiálńı zobrazeńı vypuklým kulovým zrcadlem ZZ ′ se středem křivosti
S a poloměrem R. Předmět P ve vzdálenosti a od zrcadla zde vytvoř́ı zdánlivý
obraz P ′ ve vzdálenosti a′. Pro všechny vzdálenosti budeme zde i v daľśım použ́ıvat
znaménkovou konvenci jenské školy, jež bude podrobně popsána v odd́ıle 9.6: pro vy-
puklé zrcadlo např. plat́ı a < 0, a′ > 0, R > 0, f = −R/2. V paraxiálńı aproximaci lze
úhly vyjádřit vztahy

α
.
=

|ZZ ′|
|a| , β

.
=

|ZZ ′|
a′ , γ =

|ZZ ′|
R

.

Představme si nyńı, že v bodě Z je paprsek odrážen malým tečným rovinným zrcátkem.
Když toto zrcátko otoč́ıme kolem středu S do bodu Z ′ o úhel γ, odražený paprsek se
odraźı o dvojnásobný úhel 2γ, takže

β = α + 2γ, neboli
1

a′ =
1

|a| +
2

R
.

Poněvadž v jenské konvenci f = −R/2 < 0, dostáváme zrcadlovou rovnici ve tvaru

1

a
+

1

a′ +
1

f
= 0. (9.11)
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Obrázek 9.6: Tenká spojná čočka.

Cvičeńı 2. Ukažte, že rovnice (9.11) plat́ı i pro duté kulové zrcadlo , když
zvoĺıme znaménka a < 0, a′ < 0, R < 0, f = −R/2 > 0.

Pod́ıvejme se dále na paraxiálńı zobrazeńı čočkami. Uvažujme tenkou spojnou
čočku podle obr. 9.6 z homogenńıho materiálu s indexem lomu n, ohraničenou kulovými
plochami o poloměrech R1 > 0, R2 < 0. Lom paraxiálńıho paprsku přicházej́ıćıho
zleva rovnoběžně s osou definuje obrazové ohnisko F ′. O tenké čočce mluv́ıme,
když vzdálenost h se při pr̊uchodu paprsku čočkou prakticky neměńı a tloušt’ka čočky
d je malá vzhledem k ohniskové vzdálenosti f . Pro paraxiálńı paprsky požadujeme
h ≪ R1, |R2|. Odchylku δ lomeného paprsku vypočteme pomoćı náhrady kulových
ploch R1, R2 ve vzdálenosti h rovinnými povrchy kĺın̊u s malými vrcholovými úhly α1,
α2. Podle obr. 9.7 plat́ı α1 = h/R1, α2 = h/ |R2|. Dopadá–li paprsek téměř kolmo na
kĺın s velmi malým vrcholovým úhlem α, pak podle obr. 9.8 lze odchylku δ snadno
určit z š́ı̌reńı rovinné vlny: vlnoplocha u základny kĺınu projde vzdálenost l rychlost́ı
c/n; u vrcholu je rychlost c, takže táž vlnoplocha uraźı vzdálenost nl. Protože rozd́ıl
drah mezi vrcholem a základnou je (n − 1)l, dostáváme odchylku

δ =
(n − 1)l

L
.
= (n − 1)α.

Vid́ıme, že nezáviśı na úhlu dopadu, pokud je velmi malý.
Odchylka δ paprsku procházej́ıćıho tenkou čočkou ve vzdálenosti h od osy je pak

podle obr. 9.6 a 9.7 rovna součtu

δ = (n − 1)(α1 + α2) = (n − 1)(
h

R1

+
h

|R2|
).
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Obrázek 9.7: Náhrada lámavých ploch tenké čočky ve vzdálenosti h tenkými kĺıny.
Jejich vrcholové uhly jsou α1 = h/R1, α2 = h/ |R2|.

Obrázek 9.8: Lom rovinné vlny tenkým kĺınem. Odchylka δ = (n − 1)l/L = (n − 1)α.
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Obrázek 9.9: Zobrazeńı rovnoběžného svazku tenkou spojnou čočkou do bodu v
ohniskové rovině ϕ′.

Protože současně plat́ı δ = h/f , dostáváme čočkařskou rovnici

D =
1

f
= (n − 1)(

1

R1

− 1

R2

). (9.12)

Veličina D je optická mohutnost čočky v dioptríıch [m−1]. Všimněte si, že pro
paraxiálńı paprsky optická mohutnost nezáviśı na h. Pro úplnost uvád́ıme čočkařskou
rovnici pro tlustou čočku s tloušt’kou d > 0 mezi vrcholy ([1], př. 8.5):

D =
1

f
= (n − 1)(

1

R1

− 1

R2

) +
(n − 1)2d

nR1R2

.

Čočková rovnice. Připomeňme, že stejně jako u kĺınu, tak též u tenké čočky
odchylka δ nezáviśı na úhlu dopadu, je-li velmi malý. Proto se rovnoběžné paraxiálńı
paprsky sv́ıraj́ıćı úhel u s osou zobraźı do bodu lež́ıćıho v ohniskové rovině ϕ′ (rovině
kolmé k ose a procházej́ıćı ohniskem F ′) ve vzdálenosti fu od osy, obr. 9.9. Pro odvozeńı
zobrazovaćı rovnice stač́ı proto sledovat paraxiálńı zobrazeńı předmětového bodu P
do obrazového bodu P ′, jež oba lež́ı na ose. Pro tenkou spojnou čočku na obr. 9.10
máme a < 0, a′ > 0, f > 0. Poněvadž součet úhl̊u u, u′, π − δ v trojúhelńıku PQP ′

je roven u + u′ + (π − δ) = π, tj. u + u′ = δ a plat́ı u
.
= h/ |a|, u′ .

= h/a′, δ
.
= h/f ,

dostáváme čočkovou rovnici

1

a
− 1

a′ +
1

f
= 0. (9.13)
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Obrázek 9.10: K odvozeńı čočkové rovnice a bočńıho zvětšeńı.

Posuneme-li předmět P v předmětové rovině kolmé k ose o malou vzdálenost ∆y,
pak z obr. 9.10 vid́ıme, že úhel u se zmenš́ı o ∆u

.
= ∆y/a < 0. Protože odchylka δ

z̊ustává stejná, úhel |u′| se zvětš́ı o |∆u|. Obraz P ′ se tedy v obrazové rovině posune o

∆y′ = a′∆u = a′∆y

a
.

Koeficient úměrnosti mezi ∆y′ a ∆y se nazývá bočńı zvětšeńı

Zbočńı =
∆y′

∆y
=

a′

a
< 0.

Posun obrazu P ′ v d̊usledku posunu předmětu P podél osy x lze odvodit z čočkové
rovnice (9.13). Posuneme-li P o da, P ′ se posune v témže směru o da′. Derivováńım
čočkové rovnice podle a najdeme pod́ıl da′/da, který definuje podélné zvětšeńı:

− 1

a2
− 1

a′2
da′

da
= 0 ⇒ Zpodélné =

da′

da
=

a′2

a2
= Z2

bočńı.

Cvičeńı 3. Na základě čočkové rovnice (9.13) pro tenkou spojnou čočku (a < 0,
f > 0) diskutujte př́ıpady a < −f ⇒ a′ > 0 (skutečný obraz), 0 > a > −f ⇒ a′ < 0
(zdánlivý obraz), a −→ −f ∓ 0 ⇒ a′ −→ ±∞.

Cvičeńı 4. Diskutujte podobně jako v cvičeńı 3. zobrazeńı tenkou rozptylkou (a <
0, f < 0).
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9.4 Lineárńı zobrazovaćı soustavy

Principy výpočtu lineárńıch zobrazovaćıch soustav: projektivńı transformace
v trojrozměrném prostoru, kardinálńı elementy, výpočet pomoćı matice přenosu.

Optické zobrazovaćı soustavy sestávaj́ı z optických element̊u — čoček, zrcadel — a
jistým zp̊usobem každý vstupujićı paprsek transformuj́ı v paprsek vystupuj́ıćı. V tomto
odd́ıle vylož́ıme teorii lineárńıch zobrazovaćıch soustav, která je matematickým
vyjádřeńım ideálńıho paraxiálńıho zobrazeńı z odd́ılu 9.3. Ideálńı optické zobrazeńı zde
bude geometricky popsáno transformaćı vstupńıch paprsk̊u — př́ımek v předmětovém
prostoru R3 ve výstupńı paprsky — př́ımky v obrazovém prostoru R3′ .

Matematické řešeńı požadavku věrnosti zobrazeńı představuj́ı projektivńı trans-
formace (kolineace), jež jsou základem projektivńı geometrie v trojrozměrném pros-
toru. Jsou definovány jako nejobecněǰśı vzájemně jednoznačná zobrazeńı, která převáděj́ı
lineárńı útvary v lineárńı útvary téže dimenze (tj. bod na bod, př́ımku na př́ımku a
rovinu na rovinu).5

Projektivńı transformace sestávaj́ı z translaćı, rotaćı a změn měř́ıtka. Lze je zkon-
struovat z regulárńıch lineárńıch transformaćı R4 −→ R4′




X ′

Y ′

Z ′

W ′


 =




a1 b1 c1 d1

a2 b2 c2 d2

a3 b3 c3 d3

a b c c


 =




X
Y
Z
W




zavedeńım homogenńıch souřadnic

x′ =
X ′

W ′ , y′ =
Y ′

W ′ , z′ =
Z ′

W ′ ; x =
X

W
, y =

Y

W
, z =

Z

W
.

Transformačńı vztahy pro homogennńı souřadnice jsou hledané projektivńıtransformace:




x′

y′

y′

1


 =

1

W ′/W




a1 b1 c1 d1

a2 b2 c2 d2

a3 b3 c3 d3

a b c d


 , (9.14)

kde
W ′

W
=

aX + bY + cZ + dW

W
= ax + by + cz + d.

Analogický tvar lineárńı lomenné transformace má i př́ıslušná inverzńı transformace,
kterou budeme zapisovat s čárkovanými koeficienty. Ze vztahu (9.14) plyne, že pro
každou projektivńı transformaci existuje v R3 rovina ax + by + cz + d = 0, jej́ımž
obrazem v R3′ je ”rovina v nekonečnu”. Projektivńı prostor P 3′ je R3′ rozš́ı̌rený o tuto
jedinou nevlastńı (úběžnou) rovinu obsahuj́ıćı nevlastńı př́ımky a nevlastńı body.
Inverzńı transformace podobně definuj́ı P 3. Pro účely optického zobrazeńı budeme
projektivńı transformaci (9.14) chápat jako zobrazeńı T : P 3 −→ P 3′ předmětového
prostoru P 3 na obrazový prostor P 3′ .

5Projektivńı transformace zachovávaj́ı relace incidence mezi lineárńımi útvary, např. pr̊useč́ık dvou
př́ımek převáděj́ı v pr̊useč́ık jejich obraz̊u.
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Každá lineárńı optická zobrazovaćı soustava je tedy určena jistou projektivńı trans-
formaćı. Předpokládáme, že vztahy (9.14) je dána taková transformace T . Pro účely
optiky ji budeme bĺıže specifikovat ohniskovými rovinami, hlavńımi osami a daľśımi
praktickými požadavky, kterými se vztahy (9.14) podstatně zjednoduš́ı.

1. Předmětová ohnisková rovina ϕ ⊂ P 3 se transformaćı T zobrazuje na nevlastńı
rovinu v P 3′ . Je určena rovnićı

ax + by + cz + d = 0.

2. Obrazová ohnisková rovina ϕ′ ⊂ P 3′ je obrazem nevlastńı roviny v P 3. Je určena
rovnićı

a′x′ + b′y′ + c′z′ + d′ = 0.

3. Předmětová hlavńı osa je kolmá k ϕ. Voĺıme ji jako osu x a pro jej́ı pr̊useč́ık s ϕ
— předmětové ohnisko F — voĺıme souřadnici x = 0. Rovnice roviny ϕ je pak

ax = 0.

4. Obrazová hlavńı osa je kolmá k ϕ′. Voĺıme ji jako osu x′ a pro jej́ı pr̊useč́ık s ϕ′

— obrazové ohnisko F ′ — voĺıme souřadnici x′ = 0. Rovnice roviny ϕ′ je pak

a′x′ = 0.

5. Požadavek, aby osa x′ byla obrazem osy x znamená, že body s y = z = 0 se
vztahy (9.14) transformuj́ı v body y′ = z′ = 0. Odtud a2 = d2 = a3 = d3 = 0.
Pro inverzńı transformaci plat́ı analogicky a′

2 = d′
2 = a′

3 = d′
3 = 0.

6. Z požadavku, aby roviny kolmé k ose x (rovnoběžné s ϕ) se zobrazovaly na roviny
kolmé k x′ (rovnoběžné s ϕ′), plyne, že x′ je pouze funkćı x, tj. b1 = c1 = 0. Pro
inverzńı transformaci b′1 = c′1 = 0.

7. Důležité je omezeńı na osově symetrické zobrazeńı. Takové zobrazeńı stač́ı
popsat transformacemi z roviny xy na rovinu x′y′, odkud c1 = c2 = 0. Pro inverzńı
transformaci c′1 = c′2 = 0.

Definice a požadavky 1. — 7. vedou na zobrazeńı

T :

(
x
y

)
−→

(
x′

y′

)
=

(
a1x+d1

ax
b2y
ax

)

resp.

T −1 :

(
x′

y′

)
−→

(
x
y

)
=




a′

1
x′+d′

1

a′x′

b′
2
y′

a′x′


 .

Transformačńı vztahy se ještě zjednoduš́ı, uváž́ıme-li, že ohniska F , F ′ lež́ı na hlavńıch
osách a požadujeme–li, aby ohnisko F ′ (F ) bylo při transformaci T (T −1) obrazem
nevlastńıho bodu (∞, 0) lež́ıćıho na ose x (x′):

lim
x→∞x′ = lim

x→∞
a1x + d1

ax
=

a1

a
= 0 ⇒ a1 = 0,
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lim
x′→∞

x = lim
x′→∞

a′
1x

′ + d′
1

a′x′ =
a′

1

a′ = 0 ⇒ a′
1 = 0.

Výsledkem jsou zobrazovaćı rovnice v Newtonově (ohniskovém) tvaru

x′ =
d1

ax
, y′ =

b2y

ax
, a 6= 0.

Zobrazeńı ovšem záviśı pouze na dvou nezávislých konstantách, jimiž je plně určeno:

x′x = C, y′ =
By

x
. (9.15)

Klasifikace optických zobrazovaćıch soustav podle znameńı konstant B, C si ukážeme
až na konci tohoto odd́ılu. Ve zbývaj́ıćı části se omeźıme na centrované soustavy, u
nichž optické elementy jsou rozloženy osově symetricky podél společné osy. Osy x, x′

zde splývaj́ı s touto osou symetrie a osy y′, z′ voĺıme rovnoběžné s osami y, z. Ohniska
F, F ′ lež́ı v počátćıch obou soustav. Kladný směr os x, x′ voĺıme souhlasně se směrem
vstupu světla do optické soustavy. Znaménková konvence jenské školy požaduje,
aby délky měřené podél osy x x′ měly znameńı podle orientace vzhledem k těmto osám
[13].

Maticová metoda v optice [14]. Centrovanými optickými soustavami lze (v
mono chromatickém světle) dosáhnout ideálně věrného zobrazeńı (9.15), uskutečňuje–li
se toto zobrazeńı paraxiálńımi paprsky. V paraxiálńım přibĺıžeńı je paprsek procházej́ıćı
bodem A = (xA, yA) určen vzdálenost́ı yA od osy x v mı́stě xA a úhlem uA, který sv́ırá
s osou x (obr. 9.11):

dy

dx

∣∣∣∣
A

= tan uA
.
= uA.

Ukážeme, že zobrazeńı (9.15) lze ekvivalentně vyjádřit pomoćı regulárńı lineárńı trans-
formace (

y′

u′

)
= T

(
y
u

)
, T =

(
T11 T12

T21 T22

)
, (9.16)

kde T se nazývá matice přenosu soustavy.
Matice přenosu má jednoduchý tvar pro prázdný prostor délky s, kde paprsek se

š́ı̌ŕı př́ımočaře, takže úhel u se nezměńı a y se zvětš́ı o us:
(

y′

u′

)
=

(
y + us

u

)
=

(
1 s
0 1

) (
y
u

)
, T =

(
1 s
0 1

)
. (9.17)

Při pr̊uchodu tenkou čočkou se paprsek lomı́ podle obr. 9.10: y se neměńı, ale úhel
se změńı o δ = −y/f , takže

(
y′

u′

)
=

(
y

u − y
f

)
=

(
1 0
− 1

f
1

) (
y
u

)
, T =

(
1 0
− 1

f
1

)
. (9.18)

Jsou-li optické elementy (a prázdné prostory) řazeny za sebou podél osy x s maticemi
přenosu T1, . . . , Tn, výslednou matici přenosu lze snadno vypoč́ıtat jako součin matic
(v opačném pořad́ı)

T = Tn · · ·T1.
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Obrázek 9.11: Paprsek procházej́ıćı bodem A je určen parametry xA, yA, uA.

Abychom dospěli k významu konstant B, C, budeme předpokládat, že daná složená
optická soustava má matici přenosu T a odvod́ıme jej́ı ohniskové zobrazovaćı rovnice
(9.15). Transformace (9.16) popisuje transformaci vstupńıch paprsk̊u na výstupńı.
Proto konvenčně voĺıme ohraničeńı soustavy vstupńı rovinou σ a výstupńı rovinou σ′

(obr. 9.12). Transformaci paprsk̊u ze vstupńı roviny na výstupńı budeme charakterizo-
vat pomoćı kardinálńıch element̊u, které plně určuj́ı zobrazeńı:

1. Ohniska F , F ′ jsou takové body na hlavńı ose, že paprsek procházej́ıćı F (F ′)
bude (byl) rovnoběžný s osou x ≡ x′. Pro paprsky 1, 1′ a 2, 2′ plat́ı

(
0
u

)

F ′

=

(
1 −s′

0 1

) (
T11 T12

T21 T22

) (
y
0

)

S

=

(
(T11 − T21s

′)yS

T21yS

)
,

(
y
0

)

S′

=

(
T11 T12

T21 T22

) (
1 s
0 1

) (
0
u

)

F

=

(
(T11s + T12uF )
(T21s + T22uF )

)
.

Nuly nalevo dávaj́ı vztahy T11 −T21s
′ = 0, T21s + T22=0, odkud při T21 6= 0 máme

s = −T22

T21

, s′ =
T11

T21

.

2. Hlavńı roviny χ, χ′ jsou dvě sdružené roviny (body χ′ jsou obrazy bod̊u χ),
jejichž body se navzájem zobrazuj́ı s bočńım zvětšeńım rovným jedné. Na obr.
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Obrázek 9.12: Optická zobrazovaćı soustava: kardinálńı elementy, geometrická kon-
strukce zobrazeńı.
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9.12 tomu odpov́ıdaj́ı čárkované úseky paprsk̊u 1, 2, které se však ve složené
soustavě mohou š́ı̌rit komplikovaným zp̊usobem. Podle definice hlavńıch rovin a
ohniskových vzdálenost́ı f, f ′ jsou určeny předchoźımi transformačńımi rovnicemi

uF ′ = T21yS, yS′ = (T11s + T12)uF

a podmı́nkami plynoućımi z chodu paprsk̊u na obr. 9.12

yS = f ′uF ′ , yS′ = fuF .

Dostáváme z nich

f ′ =
1

T21

a pomoćı již vypoč́ıtaného s

f = T11s + T12 =
−T11T22 + T12T21

T21

,

tedy

f = −|T |
T21

.

Obráceně lze matici přenosu T vyjádřit pomoćı f, f ′, s, s′:

T =

(
s′

f ′
f − ss′

f ′

1
f ′

− s
f ′

)
(9.19)

Ověřte!

Newtonovu prvńı zobrazovaćı rovnici (9.15) nyńı odvod́ıme z podmı́nky, aby bod
A′ na hlavńı ose byl obrazem bodu A paprsku s libovolnými úhly uA:

(
0
u

)

A′

=

(
1 p′

0 1

) (
T11 T12

T21 T22

) (
1 p
0 1

) (
0
u

)

A

(9.20)

=

(
T11 + T21p

′ (T11 + T21p
′)p + T12 + T22p

′

T21 T21p + T22

) (
0
u

)

A

.

Nula na levé straně dává podmı́nku nulovosti prvku 12,

0 = pp′T21 + pT11 + p′T22 + T12.

Dosad́ıme-li sem prvky (9.19) matice T

0 = pp′ + ps′ − p′s + ff ′ − ss′

a podle obr. 9.12 zavedeme proměnné x, x′ rovnicemi

x = −p + s, x′ = p′ + s′,
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obdrž́ıme prvńı zobrazovaćı rovnici

xx′ = ff ′. (9.21)

Druhá zobrazovaćı rovnice (9.15) popisuje bočńı zvětšeńı y′/y, když při vychýleńı bodu
A do P se obraz A′ posune do P ′:

(
y
u

)

P ′

=

(
T11 + T21p

′ 0
T21 T21p + T22

) (
y
u

)

P

.

Protože prvek 12 matice v rovnici (9.20) je podle předchoźıho odvozeńı roven nule, je
bočńı zvětšeńı dáno prvkem 11,

Zbocni =
y′

P

yP

= T11 + T21p
′ =

s′ + p′

f ′ =
x′

f ′

a podle (9.21)

y′ =
f

x
y. (9.22)

Poznamenejme, že prvek T22 určuje úhlové zvětšeńı k (konvergenčńı poměr) pro
zobrazeńı bodu A na hlavńı ose. Podle (9.20)

k =
uA′

uA

= T21p + T22 =
p − s

f ′ = − x

f ′ = − f

x′ .

Uzlové body U, U ′ jsou definovány jako sdružené body na hlavńı ose, které maj́ı tu
vlastnost, že prvky jimi procházej́ıćı se zobrazuj́ı s úhlovým zvětšeńım rovným jedné:

xu = −f ′, x′
u′ = −f.

Vrat’me se ke zobrazovaćım rovnićım (9.21), (9.22). Vid́ıme, že konstanty C, B v
(9.15) jsou rovny

c = ff ′, B = f. (9.23)

Podle jejich znamének rozlǐsujeme 4 typy optických soustav6

C B f f ′ Soustava
- - - + typu čočky rozptylná
- + + - typu čočky spojná
+ - - - typu zrcadla rozptylná
+ + + + typu zrcadla spojná

Jaká soustava je zobrazena na obr. 9.12 ?
Cvičeńı 5. Ukažte, že při znaménkách C < 0 resp. C > 0 plat́ı: postupuje-li

předmět po ose v kladném směru, postupuje jeho obraz týmž resp. opačným směrem,
tj. jako u čočky resp. zrcadla.

6V literatuře se použ́ıvaj́ı termı́ny: soustava dioptrická (typu čočky), katoptrická (typu zrcadla),
dispansivńı (rozptylná), kolektivńı (spojná).
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Cvičeńı 6. Ukažte, že při znaménkách B < 0 resp. B > 0 plat́ı: pro x < 0 maj́ı
y, y′ stejná, resp. opačná znaménka. Př́ıkladem je rozptylná resp. spojná čočka.

Zobrazovaćı rovnice vztažené k hlavńım rovinám χ, χ′ obdrž́ıme dosazeńım

x = f + a, x′ = f ′ + a′

podle obr. 9.12 do (9.21), (9.22):

f

a
+

f ′

a′ + 1 = 0, y′ = f
y

f + a
. (9.24)

Speciálńı př́ıpady jsme již odvodili v odd́ıle 9.3: jedná se o zrcadlovou rovnici (9.11) a
čočkovou rovnici (9.13), které odpov́ıdaj́ı f = f ′ resp. f = −f ′.

Cvičeńı 7. Odvod’te matici přenosu pro zobrazeńı předmětu P tenkou čočkou. V
obecné situaci obr. 9.12 zvolte p = p′ = 0, tj. vstupńı rovina procháźı předmětem P ,
výstupńı obrazem P ′. Obě hlavńı roviny splývaj́ı s rovinou čočky. Uvažte, že výsledná
matice přenosu vznikne složeńım matice (9.17) pro prázdný prostor délky −a, matice
(9.18) pro tenkou čočku a matice (9.17) pro prázdný prostor délky a′,

T =

(
1 − a′

f
−a + a′ + aa′

f

− 1
f

1 + a
f

)
.

Vysvětlete, proč T12 = 0 je ekvivalentńı čočkové rovnici (9.13).
Podrobný výklad daľśıch témat geometrické optiky včetně vad zobrazeńı najde

čtenář v citované literatuře [13], [1].
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ČVUT, Praha 2005.

[2] H. Goldstein, C. Poole, J. Safko: Classical Mechanics, 3. vyd. Addison-Wesley,
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