TEF2 —Tenzovovy pocet —Tuhé téléso  —Mechanika Kontinua —sTR —Elektromagnetické pole a viny

Pozovovani/Experiment Hypotéza/Teorie Visledky — Inferpretace  Porovnanis vealitou
Méveni Model + Matematicky popis (Math.)  Predpovédi ovérovani/ vyvraceni
Fyzikalni veliding  velidina X = {x}[X] je hodnotou {X} — skalar, vektor, fenzor,...

a Jednotkou [X] —sloutik vztazeni velic¢ing k realnému svétu
latina: scala=¢kala, stupnice, scalare =¢kalovat  vector=nosié¢, vehere=nést tensio = napéti, tenere-driet, fendere-tahat, napinat

variare=ménif se, contra-proti, co-spoleéné s
Zakladni fyzikalni jednotky S1 — jsou definovany pomoci stanovenich hodnot 1 z4kladnich konstant
Sekunda s (Gas) je doba frvani 4192 631 10 period 2aveni, které odpovida prechodu mezi dvéma hladinami
velmi jemné struktury zakladniho stavu atomu cesia 133 kterg je v klidu a pii teploté absolutni nuly.
Metr m (délka) definovan fak, aby rychlost svétla ve vakuu byla ¢ = 299792458 ms—!

Kilogramkg (hmotnost) definovan tak, aby Planckova konstanta byla h = 6,62607015.10~2* kgm? s—*
Ampér A (elektrickg proud) definovan fak, aby elementarni naboj byl e =1,602176634.10""9A s

Mol mol (latkové mnozstvi) je definovdn tak, aby Kandela cd (svitivost) je definovéna tak, aby svételnd
Kelvin K (tel modynamicka teplota) def. tak, aby Avogadrova konstanta N = 6,02214076.10%*mol . i¢innost monochromatického zéfeni o frekvenci 540.10'2Hz

Boltzmannova konst. k = 1 380649.10~ 23 kg m2 S72 K—l Jeden mol obsahuje pfesné {\A} elementarnich (nht byla K.4 = 683 cd sr Wl = 683 1m WL

(atomi molekul, onti, elektront).
Tenzorovi pocet
2akladem je vealng vektorovg prostor Y koneéné dimenze meéN na kferém budeme definovat veliding.
Tyto veliding maji reprezentovat objekty v realném svété a proto jsou nezavislé na volbé baze (baze
reprezentuje volbu souradnic, které zavadime pro jejich popis). Budeme tedy zkoumat, jak se méni popis
velicin (slozky, souradnice) pri zméné baze (1). pri Tzv. pasivni transformaci)

Baze prostoru Y _ matice prechodu od baze £ k bazi &

E=(Zy, B) E=8, 80 |4 =83, ¥R §- () =1 (B),.. @) € CLim)
formdne € =28 E& :V;($.A),®l Vhem J—T4 sloupec matice $.§=(§5\£

1) Skalary Aem A= objem, hmotnost, naboj, energie, prace, teplo,...

= PNT L LA I hlost, zrychleni, hybnost, dipdlovy moment, ...  x-u :
2) Vektory eV | A =(3) 0| VieR 14 s 2rgcmient, ny » AP 4 roment, .
) ¢ - 4 kontravariantni — fransformuji se proti zméné baze v \4

- ] A
Benil, =30, -ROZS, = m-8,F |69, (), = $(3)z (mg..(“;_” ) (), - K“’ )
(5= (5% 8/ = (8*8)%, fé = (), 50 = Shy i = M (®)e = $™(8),

Dudlni vektorovy prostor Y¥ k prostoru Y je vektorovg prostor Y*= {gu‘-V"’"R\d“A'L Lmeariwa § = S(V,R)

i—14 souradnicovy funkcional v bazi & ‘g*:,’('?;-“ 2(Z) - 5 - <'\0:;§
2®)= £ 0F;) =¥ g1E) = pi 3 = Dusli baze £%=(2", ., g7 k bazi €
Funkcionadl sweY* vbazi g g&ffﬁ=w‘-g‘(;§)=w‘-é§=w§ (ooVes 2(@0)x § () = (o4, 00)

souradnice

ni . L . L7 .
vbazi B Feg(B)= (B8 = (D)8 - o, S, (Ygu= @, . &)

Kovektory 5. = du. 5‘. Yicij  linearni funkcionaly, 1—formy, obecna hybnost, ...
e \* 5. Ty VY ) ) 9 . )
& kovariantni — fransformuji se stejné jako baze v

2ména dudlni baze L Za(l‘k\l 2 (ﬂ (5.4) )‘5_1 ($.4)&k E‘(ﬁ\g‘ = (S-‘)sg, é&é‘gh = (qu'*gﬁ kontravariantni

- 3 ,;_ ~. f\-‘~
Wy g%

,2 =22, ‘ [\
. * o N Transpozice  AeRVw) = A RIWTYY)  A@)=fA eV™ Yoew® LA, mY =L Al
A= ST = (o ™ _ A EowN o =
P §= (3 °) gt :(% ‘2) i54= gt . | E’fﬂ‘i o My= [ATL = Gt Ao [7AT Ji = ETAGEY = Lx, K> = K Alsdy = My
r =\02 o 37 Ee_: 45t L, d | R L Konvence: souradnice vektoru v bazi 8 piseme do sloupce
1 )& | 2,232, slozky kovektoru v bazi B piseme do radku.
T |




S (B) = o 2 (T = oo 25 = st 8y = oot = 4, By = (n (R, = b om “‘ W

L) VaN* =R je nedegenerované bilinearni zobrazeni (jednotkovy tenzor)

Vektorovy prostor V koneéné dimenze a jeho dual V¥maji stejnou dimenzi a jsou tedy navzajemizomorfni.
Tzomorfizmi mezi nimi existuje nekonedné mnoho avéak 2adng 2z nich neni nijak viznaéng (kanonicky) —
"“nezavisly na volbé baze*, proto tyfo prostory nelze bez dodatecné definované struktury (napv.skalarniho
soudinu nebo nedegenerovane bilinearni formy na V) jednoznaéné (kanonicky) 2fotoinit. ProstorVa jeho
druhi olué\(v*)*jié 2fotoinit lze, nebot mezi nimi existuje kanonicky izomorfizmus nezavisly na volbé baze:

&1\/—’(‘4*')* definovang vztahem {(ﬁ)2§=g(i\"f) ’v“ciue\[* obdobné lze 2totoinit
13.__. £ 5
lotodime, 1. polotine F=f(R) pak {9 Ry =)= firgy = Fign =< %, \\//#EYY..M

Zatim fedy mame pro popis velidin k dispozici nasledujici ob jekty:
e A w: V>R (@1 =4, B> ] linearni zkonstruujeme linearni zobrazeni kferé bude
zobrazovat vice vektori a kovekiori soucasné

FeV=y* B:VPSR O Bp)={F ) zobrazeni

ArelR A:p— AeR do R mulfilinearni formu — tenzor
3) Tenzory
Tenzorem T Typu (Q) na prostoru Y (kontravariantnim vadu 4 a kovariantnim vadu ¢ ) nazgvame mulfilinearni
(linearni v kazdmem argumentu) zobrazeni T V4‘ =Va aVe VY XV —R Sislo 4+¢ nazgvame

. Q—krat  p—kat vadem fenzoru T
Slotky tenzoru #
Tenzor T je linearni zobrazeni a proto je jednoznaéné uréen svgmi hodnotami na bazi pvosTovu v, kere

nagzvame slotky tenzoru T vzhledemk bazi & . Tenzor T typu [4‘\) na prostoru dimenze m ma mtY slozex

4’4 ? = 'y
T 1‘ T(lau 'el.’) 'Q“ 1&84‘) VIL4|.-.,L$,')\‘.--|A~\€N\ k“’eye se PY‘ zmeVle baze 8 ’»8 A-= ﬂ'ﬂks i
;,_v_q
prvek baze prostoru v§
Tvamsfovmuji podle vztahu

Tod = TG By B B = TGS, B, 8, 6 2, (570 2) =
= (S'A)a‘z (-4)6 T(ﬁh, Qﬂw oo 2F) 5*« 51‘?:(5'4)3494 (3 4)“% -—i«‘ e $h $A=,

P¥. moment setrvadnosti Ij, = S?m(xﬁéjg-xéx&)dv elektricky kvadrupdlovy moment QJ,,’-§(3X;XJ;-‘§,5&K})QWCIV
v

Pozn. existujii dalsi typy velicin, napriklad 4) Tenzorové hustoty
Tenzorova hustota J Typu (zﬁ vahy NeZ je veli¢ina reprezentovana (v bazit) m/’ Q'vea’\wml Cisly 3’,;:...,:7
tzv.slodkami, které pii zméné baze 2;=2.85 fransformuji predpisem

Reprezentace grupy G na vekforovém prostoru W je homomorfizmus grup

2:" = (d‘A $)7l (S")a‘% - (s" ¥ 3’;:" ’Qf‘ 3»’: . S‘e‘? Q. 6->6L(W 26 do grupy GL(W) regularnich linearnich operatorii na W.

9# Velicing |ze 2adat i jako zo0brazeni ¢: BY) => (W, @) 2 mn. viech bazi na V do
ta2v. prostoru komponent spliujici 4).&3:?(3'4):.4) kde Rg€ =£3
Tenzorové operace ¥EER(Y)
Scitani tenzort stejného Typu (!}\) a nasobeni éislem o.e R — po slotkach VieY
- - _ - - " . - - 4 N, € Vhea
(T"'Q’R)(N},.. M%d" . d"') = (N4. M&}\d’ . d"')fG\R(M.---\/"ty‘Q.---,Q") v-g{j,évﬁ Vééf
Y .
veloskach (TraRETH =THIS vaRETY i, igunipeh
Mnozina véech tenzort Typu (f}‘) naV fvovi vektorovy pvos’foqu‘,‘(V\ dimenze mt*
To(V) =R skalary Thlv) @lvy) 2 L'y linearni operdtory naV nebo na Y*  T(®,)eTiw
T slozky vektoru
TeT,lv)

TV =Y* ovektory  TalY) bilinearni formy nay

= )= 7 0N =TT 0 ashay = . T2 At
T;(Y\=VW=V vektory T2) bilinearni formy na v* T @)=T (WL 00, 2°) = T, fboy= oy Ten' R

slozky kovekforu T(., & e T7 (V)



Tenzorovg soudin je zobrazeni ®: TeW)xTA(V) -*Ti:l(V) definované predpisem .
1, € Vxea,m

(T@RY (B, Byen, &, 80#7) = TRy g, 0#) R(Biyrgenn, By po b ") eVt e fon

Gehv— yerey
ve slozkach (T@R\‘" 5'*"" —TW 4’1\ Réw 4’1«41 Vi,

. . - e/\
A?’A Agre .. A?*A "'L‘VA "B“'"’a"’u M
—je bilinearni, asociativni, mekomu’fa’ﬁvm

«~— homogenni prvky
Pozn. Vekforovy prostor T(v)= @ T“(v) fvori spolu s tenzorovgm soucinem (rozéivenim pomoci linearity)

@ TV xT(WY=> T(v) asociatiuni a\qebm nazgvanou fenzorova algebra vekforového prostoruV.
PV, Vnéjsisoudin pro i—formy &'A QY = '@ 2 - #o g

Kontrakce fenzoru je zobrazeni C:’=T‘*{,(Y\—>Tafq(ﬂ uréené vibérem dvou pozic o.eé‘, Jlsef
2 m - 2 ‘34 ,a'f A‘y - —M Aoeeee Y

T—CT= g"r(...,gﬁ....,...,%,...) @R, ST e
Tenzor se nazgva symetricky (anfisymetricky) vzhledem k dvojici argumentu nebo indexix t tého Ttg.pu,
pokud se pri jejich prohozeni jeho hodnota nezméni (2méni v opacnou). T il = T 2™ -T¥ 2m

TN

Je=li fenzor fypu (g)mebo (;) symetricky (antisymetricky) vzhledem ke viem . artisym
dvojicim svich indexti nazgva se uplné symetricky (uplné antisymetricky).

Invariantni tenzory  Bud Ge BLIm) podgrupa.
Tenzor T se nazgva G-invariantni, pokud se jeho slozky neméni pii 2méné baze f;=@: $, ¥8¢G
Tf: ‘Ta‘ M Pozn. SOlmy—invariantni fenzory se nazgvaji izotropni tenzovy.

Je—h 2 kovﬁex’fu zvejmé, 0 jakou grupu G jde, pak mistfo G-invariantni Fikame pouze invariantni. Napv.
v mechanice je Touto grupou grupa orfogonalnich transformaci v STR Lorentzova grupa a 2de GL(n).

— fenzovy nultého Fadu (skalary) <@ By =cuni  Ti=FiTy  vebislenifenzonnavekiorech —pup gy
L < + b akovektorech nezavisi na bazi: :
— tenzory prvnino radu (vekfory, kovekiory) — pouze nulovy
— jednotkovi fenzor {e TA(V) definovang predpisem A(Bg)=gu(®) 1= 5;‘35@ .= Z{_Q‘@EL
je (a% na nasobky Cislem) jeding nenulovy invariantni fenzor 2. vadu
— mocniny jednotkového tenzoru a jejich nasobky Sislem 1@ (a dale permutace a lin. komb. a8y +p&i& )

Tenzory 2.¥adu — |ze vzhledem k bazi € reprezentovat maticemi M 5 M- (M),
Bilinearni formy (bf) VY na M =M 00 2 eTH(V) M=(M; (M(!.,,,R ))efR

T .o - o . . T u matic je Jeolwo 2da puseme indexy
M(&,®) =M('U‘"Q}.1Aﬂlj) = A0 M(Z;,,Qs) = 'U:”AMA; = M,;SIO" = {/_I’)g M {G)s nahoru ¢i dolu, zale pouze natom,
Pomoci bf M mizeme definovat zobrazeni M:V->Y%a M V- A pFeolpiSLgHeYWMdeme prniakterg drung

MR85 = MR, 5) M) = M(®,-)

M, (&) A8 = M(Gs, 3) M,(8) = M(., &)
Na koneéné dimenzionalnim prostoru Y plati, se je—li jedno 2 téchto zobrazeni izomorfizmus, pak je
izomorfizmus i to druhé a bilinearni forma Mse nazigva nedegenerovana. A M, je franspozice zobrazeni M,.

ViseY kieré kaidéemu vekforu NeY privadi kovektor

Bilinearni forma MeTI(y) je nedegenerovana, pokud M(B,R)=0 ¥eV=> &=0 fj. dekM=#0

Zvedani a snizovani indexti — pomoci nedegenerované bf lze 2totosnit prostor Vs jeho dualem Y™

S =M@ =M N Ml(mu = MU, ) = M(T, 153 = M(L,, §) b = My o snizovani index
ev” _
Oznacme MY¥:=(IM™); prvky inverzni matice k matici M=(My) pak MAM;; = 5 dak(MM)40
a M= M“Iﬁ@,ﬁkeT:(v) je nedegenerovana bf pomoci ni dostaneme n* = M*, 2vedani indexu

. * . . L
Po zfotoinéni V s V nazgvame n; kovavnav]’rmmu a ©* kontravariatnimi slozkami vekforu &

Obdobné pro tenzory Mu‘TA Tk _T R =M" TA prizvedani asnizovani indext musime zachovat jejich poradi
A Jfecka dole pred j ¥ika, e j je a3 2. index



(Pseudo) metricky ’remov% na V' je nedegenerovana symetricka forma qeTy(y) QEBI=GRE)  Gy=g
Symplekticka forma wna 'V je nedegenerovana anfisymetricka forma weTo(y) ol B)=- coli, A Gy =0
Katdoubf M=M; @2 eT 2Ay) lze rozlozit M=M>M*na symetrickou MS=—;_-(M,§-+ M) 2@ = My, Lo g
a antisymetrickou ast MA=-;_-(M,-5-M3A~)£‘®£ - Mm&ﬂ@}g
Pro katdou symetrickou bf M’ eTHV) existuje (polarni, orfonormalni) baze Vuve kferé ma jeji mafice tvar
Ms=(Mf’§\= chwk(A,...,J,-'f,...,-/l,0,...,0) R A+ A= M #=0 - pedegenerovanost
n A A

A+0,t#0 - pseudometricky fenzor

Kanonickg Tvar metrického tenzoru g\=(%~\=(’Zg)=(4,r.‘-..4,-4;.-,-4) p=0— metrick tenzor (skalarui soudin)

Pozn. Pro kaidou symplektickou formu o €T3lV) existuje baze, ve keré ma jeji matice tvar ¢p-7- (0 1,
Symplektické formy existuji jen na prostorech sudé dimeze m=2» 4,0

Pozn. Ke zfotoinéniV a V*se poutiva symplekticks forma 6o v Hamiltonovske mechanice a metricky tenzor g
v STRa Newlonovske mechanice

Orientace vektorového prostoru

Baze £ a £ = €8 vek.pr.V, jsou navzajem orientované sounlasné (pokud duh 8 >0) nebo opadné (dak § < 0)

OrientaceV, je zobrazeni &, které kaide jeho bazi € privadi Gislo ¥4, tak 3¢ ¥ $€GLIMY 0(ES) = ﬁf‘ﬁlc’(ﬁ)

Baze € se nazygva kladné orienfovana, pokud c(€Y=+4 nebo zaporné orientovana, pokud o(€)=-4
ovientaci Y, \ze zadat vibérem nenulové n=linearni up\né antisymetricke formy O € To) tak, e 2a kladné
orienfované baze oznadime ty pro né3 O(Z,,...,8)>0 a24aporné orientované baze 1y pro né3 O(L,,..., T,)<0

Pozn. Redlng fyzikalni prostor mechaniky neni apriori nijak orientovang a jeho orientaci je potreba néjak
7P svolit (napriklad vgbérem pravidla pravé ¢i levé vuky). Zakony mechaniky jsou Om)—invariantni.
V prostoru R™ se standardné voli orientace tak, ie orientace jeho standardni baze je kladna. Teho
ovientaci pak fyzici pomoci souradnicového izomorfizmu prenasi na V &imz jej orientuji podle toho
jakou si zrovna zvolili bazi, 2da pravotodivou E’%qéi levotosivou % # —jejichbaze je fedy
2

v . , v o .. f) v , . v .
vidy orienfovana kladné a inverze os neni jen *2ménou bazeVale ~ % i 2ménou orientace V.

A&koliv se Tento prisTup fyzikit jevi jako mafematicky hrubé nekorektni (viasTnost prostoru zavisi na vigbéru jeho baze?) je docela prakficky.
Umoziuje jim Totiz v mechanice rozeznat pseudovelicing nejen podle jejich chovani pii aktivnich v, ale i pri pasivnich tr. (piikterich by se
jinak transformovali ste jné jako obyde jné velicing) azachovat Tak do jisté miry dualni charakter techio transformaci 2 grupy otm),
Napriklad pro vekforovg soucin na prostoru Y, pri aktivnim zrcadleni $@)=-&  mame (58)x(SE) = (BIx(-X) = Gx ke #- (8xK)= S(au\E)’-S(E)
co3 znamena, e zrcadleni nezachovavaorientaci (" nekomutuje s vektorovgm soucinem® ) aneni tedy symetvii orientovaného prostoru.
Z hlediska velicin o znamena, e visledek vekforového soudinu je pseudovektor. Zafimeo pasivné pro vekforovi soudin cA-=E,pa,;ls
v pravotodivé orfonormalni bazi € azrcadleni &;=-a; mame -Efiia.h(-'&)(-];) =£%'€ija- afedy EA-=-£%'€£J; v levotodive ON bazi € =-¢
co3 znamena pouze To 3e v levotodivich ON bazich plati pro stejng vektorovy soudin jing vzorec. Pokud véak piri zrcadleni souéasné
se 2ménou baze £ »~€ 2ménime potajiiorientaci prostoruc»-a dosfaneme stejng vaorec G=€,8:L pro (ted ale ji% jing) vektorovy
soudini v nove bazi € abudeme moci fvrdit, e slosky pseudovektoru ziskaného pomoci vektorového soudinu se pri teto inverzi os neméni.
Chien Wu (1456) — pozorovala pouze pravotodiva antineutrina pii beta rozpadu kobaltu  mCa—> SN +Q7 Y+ prekem  poruseni parify
Pseudotenzory
jsou tenzory jejichi definice zavisi na orienfaciora to tak, e pii 2méné orientace o=-o 2méni znaménko
v sy . . . . v Lo . . —_ — -
napr. velicing definované pomoci vektorového soudinu (ten zavisi na orienfaci) 8.,-8, B.=-B
uhlova rychlost magnetickaindukce

Inverze os (parita) — je jako pasivni fransformace (vzhledem k vise uvedenému) prechod od baze

(ve fyzice) £=(2,%, ) kbazi &=(-F,T,-- 0. spojenyse zménou orientace prostoru @ —=-o

— narozdil od ostatnich GL(n) transformaci ji nelze vealizovat spojitym prechodem
Afinni prostor
je usporadana trojice (A,9.Y) kde A #8 je mnoiina bodi, V je pridruieny realng vektorovy prostor a
P:AxA—=Y zobrazeni spliujici 4, ¥a,kceN @, +pheV+e(ca)=0
o 2, VoA & SNV @) =0, L‘z&o.

Znadeni: dimenze A dimA=dimV  je—lidimenze n mizeme ji vyznadit dolnim indexem Ay
Y=Z(AV=A zaméreni afinniho prostoru (volné vektory) Y b)= ok =R =L-0. |ze odditat body

YoeA ¥ReY T A R=@W =l L=L-0 > b=¢ ) =a+F lze pridist k bodu vekfor



Pr. linearni varieta (As+W, o, W) , ASeY, WY vektorovg prostor (V@)

Afinni (piimodareé) souradnice bodu ke A v soustavé souradnic <&, (.., L) jsou x‘(L)==£‘(,Q-a)
L=cr(b-aV=o+ g (k- L podatek €A Epaze ZN
R polohovy vektor bodu & (vazang vektor umisténg v podatkue) (b= (x ) R’

uspovao[ama n—tice

Symefrie prostoru A — transformace (bijekce AZ> A) kferé zachovavaji jeho vlastnosfi
- afinni zobrazeni &.A - A fakove, 3e existuje Fe (A R) a VX;éAVEEK plati {(Lmr <f(!l:)*rf-'(m)
)=t 80V = Jor+F(k-0)= flo)+ FRIR) => X(f0) = X'{{fo) + F8(8) vole (F})= F = Fe GLIN) = Afinri grupa

. ) Alf(m)=R"% 6L(m)
KUY =g fr-0) oL Jloth-at-o)=oT-wetlboal = (for-o1+ £ Fl-a)=xflal £ FWED - Xflad-L FED XY Fii0) tyanslace  linedrni Transformace— grupa GLn)

(IF X, (f{(j - (rFx +x°) grupa franslaci — abelovska grupa (R™+) 1 poloprimg soudin grup
o4 y

Krivodaré souradnice

prosté zobrazeni ®: QL >R oblasti LeA normovaného afinniho /3 ~& = Y}—s |77 .:xa,) x=xy)

prostoru A, kferé je spolu se svgm inverznim zobrazenim spojite —, Al
Prechod mezi primocarymi (afinnimi) souradnicemi X a krivodargmi ki 1§$:
souradnicemi je dan m funkcemi X4:R—=R Jﬂ?iohg, alespon €* dangmi -—:'—*—'T?ra%e

predpisy &= x(»%\ Ry, ") Fiem  kde d‘j‘(arx*)*o na () = 3'3"=%i’(>‘)=%’7(x‘,---\ ")

Protoie zobrazeni & nenilinearni a globalni, nejsou sowaolvnceg slozkami vektoru ale pouze prvky
uspovadané n—Tfice #=(4}...,4" 7 a mimo argument funkce je budeme povaiovat za jednosloupcové matice.

ieR™jsou sice vekfory v RY ale jejich scitani nedava (diky lokalnostin*Aa nelinearité zobrazeni ¢) 2 hlediska piivodniho prostoru smys!
— s¢itaf lze slotky vektorii, ale ne souradnice bodii:

A-ta souradnicova plocha {LEAI% (&)= gk(ﬂﬂ 16*} Jdouci bodem %, je nadplocha na ktere je yh konst.
A-14 souradnicova krivka {ﬂeAI }3‘(&) Pg‘(ﬂr\ '3“ Yiemiatl je pvumkem m-4 souradnicovich ploch
RN =4y Mo Ho 8 T, . ) g«&(t) ot (3«4,(?) -0V L = O’+x“(;-4,(ﬁ)2 eA

Tedné vek’rovuqt k souFaolmicovw kvivkam fvoii v bodé 4, kovariantni bazi € =(Z,,. ,f ) zaméreni Z(N)

x‘hm &,\;\ 24(?)-24(0 ﬂum ‘(&5(2‘)\ )(‘(2&(0\ ﬂ Xoh\ zZ a;:a 4) l%-q; a—gﬂ - ,Q $ &\ 1'&

Ok, "lokalni primodare souradnice®
Tacobino mafice transformace =Kty je matici prechodu od baze & k bazi € $’k(,a\ v

Obdobné lze pomoci vnéjéi derivace souradnic u®: A = R definovat dualni fzv. kontravariantni bazi

74 dorl= 284 Wiy
Te—li dan skalarni soudin, lze kovektory dualni baze ztotoinit s gradienty k souradnicovim & d'* ) IL —%— "‘Q'
plocham a jsou—li souradnice ortonormalni jsou tyfo gradienty pvave teéne vekfory k souradnicovigm kiivkam. ($ (f'))
Nékdy se znadi l* = 5; J 3_’ = dx‘l

Tenzorova pole

Tenzorové pole Typu ‘q) na afinnim prostoru A je (zpravidla hladké) zobrazeni T: A—’T’\(Z(A\) kfere
kazdému freA priradi TewzovT(MéTf(Z(A\)

Transformace fenzorovieh poli pii zméné souradnic S\OZk‘* fenzorového pole v souradnicich

Xy x= x(g\ x(%,...,»a $"a 3;3 dad $*0 vy Tf‘ (33)—(‘3 a)(%’m‘r 5*9“3;”() (g’;m
Moty

¢ Pole v souradnicich
’3% skalarni Y :A-R ’\f“(‘ﬂ =M(X) = predpis pro transformovane pole '\'F\(%F"l"(i(g\)
~=N(‘° 54 - - A==
Teired = vekforove F: A—= Z(A) F ('3\ tax*)F (x) Wiem (F('é\)g = $4(F(x)):3
Pv. vozloieni feploty, hustoty, skalarni potencial, silové pole, fenzory: napéti, deformace, metricky, elmag. pole
Transformaci souradnic S: XM nazverme symetrii tenzorového pole T pokud plati T3¢ () =T (1)

Aqe- A? Aqee-Aq
). jeho sloiky jsou predipo Transformaci stejné funkce a pole je vidi této transtformaci invariantui.

Napi.  Transformace  skalarni pole symetrie vektorove pole s%me’me
{=o0 =S00 UG = u%mlo‘(ﬁ»:u(xx Figon =Py £ B0y = —‘&F%o
omnatme  S&=E",  uls=utn Fiso) = (87, Fooa




NewTonovska mechanika —plafipro rychlostivc<c (jinak STR) a dostatedné velké rozméry téles (jinak kvantovka)
Absolutni Eas — univerzalni parametr, véude stejné plynouci, spojits, rovnomérng, jednosmérng

AeR a jednorozmérng, nezavisly na pohybujicich se télesech ani fyzikalnich jevech
Absolutni prostor — soubor mist, kde se mohou nachazet hmotné body, homogenni, izotropni, 3—dim. a
(Eaff,(fz,gm eukleidovskg, neni ovlivnén prifomnosti téles ani fyzikalnimi jevy které v ném probihaji

afinni prostor se skalarnim soudinem &-E=g(3~,z) %€T2(E) (e pouze pozadim, na kterém se tyto jevy déji)

Pozn. 0d absolutniho prostoru adasu (objektivnireality) Newton odlisoval relativni as viimang (méreny) jako dobu né jakého pohybu
(napr. periodického) arelativni prostor uréeng vinimanim (mévenim) vadalenostiavzajemné polohy téles — zarodek vataing soustavy
Newton také rozlidoval absolutniklid a pohyb (vzhledem k absolutnimu prostoru) arelativni pohyb vahledem k ostatnim télesim.
Naproti tomu Leibniz zastaval nazor, e prostor nemasmys! jinak ne? jako relativni poloha téles adas jinak nei jako relativni pohyb téles.

Symetrie eukleidovského prostoru
—jako aktivni transformace jsou afinni zobrazeni zachovavajici vadalenost bodi etz 18-l ={k-o)(k-o)

Cla,b)= ?({m,{(ﬂm = H{(M—{(&)ﬂ =IF&-ol={F{f-0)-F(-a) = Fe %(g,) je ortogonalni operator I
~ -~ - 20
L=¥(L)=({O’+(L’U»=4(0’)+Fu"6)*5-0’ =0+ F(I"U)*/{(0’)"0";0'*']':(\“1,]'\')”7@ ‘\‘Tyay]s\ace wa J(ﬂ
' ' i H tace a zrcadleni> c 4
XN = XtfoN + F 000 kde FO=(F)=Fe 00) r e o
pokud je dana ovientace, pak FeS0@) Eukleidova grupa E(2)= R x 0'(3):/)6\44(5) LR
icova FK) (R Z [FGR), +X,
maticova reprezentace (%Tﬁ)(?g)_( X )em"

—jako pasivni Transformace zachovavaji metricky tenzor g (vzorec pro skalarni soucin) a slouzi k
prechodum mezi preferovangmi (karfézskgmi) soustavami souradnic a profo se typy velidin v mechanice
obvykle klasifikuji podle toho jak se jejich slozky méni pri 0®-Transformacich

Karfézska soustava souradnic (KsS) {&,€=(X,8, %)) £ je orfonormalni baze (pravotodiva x levotogiva)

H Yo =7 . R g . 4 oo
skalarni soudin v KSS o.-1,=3(6',i)=5‘~&a‘-ﬁ3=03lr ). metrickg tenzor ma v KSS tvar giféé- %P(gg?)
diky Tomu jsou v KSS kovariantni a kontravariantni slozky stejné N’,;=3,;8'\S)'=5A-SM$=N" navic kovektory a

vekfory jsou pri 0@ -transformacich nerozlisitelné a profo budeme v mechanice psat véechny indexy dolu

Prechod mezi Kss (0,65 ~<G=0+m5 E=E3> $e0@) souradnice i,-.(!l.‘)=($'4)is(x3(ﬂ,\-x&(‘é\3=$3'(Xﬂ:\'xs(‘éﬂ)
Vzta3ina soustava —tuhé hmotné téleso vici némuz popisujeme polohu a pohyb zkoumangeh téles
+ metoda méreni Casu (obvykle pomoci periodickich jevi — hodinyg)
+ KSS je)iz pocatekiosy jsou pevne spojeny s Telesem (Tuhé mérici Tyce)

Kinematicke veliing — definované vzhledem ke vztaine soustavé reprezentované kss 4o, (%, 8, %, )

polohovy vektor  R=h-0=X1 (R)g =X relativni poloha Ry = Ry-Re = -0 -(c-c1=L-c
vl - - — . — — [N

okamiita rychlost & =R =.).(,;.0.,( (1\5)5‘-)3 V%Ch\OSJT/ fu = t’u.-/‘_”c B f 44}‘«

okamiife zrychleni G=aAF=R=X8, (X)=X zrychleni g = Op-8e & m e

Vztaing soustavy budeme reprezentfovat pomoci KsS v afinnim prostoru. Dulesity bude relativii (vzajemng)
pohyb téchto soustav (nikoliv jejich pohyb vici prostoru), proto pri prechodech mezi nimy budeme vidy
brat soustavu ze kieré prechod popisujeme za nehybnou a pohyb druhé vztahovat k ni.

1.NZ Téleso (hm. bod) na které neplisobi viisténe sily (pravé sily u kterich lze urdit piivodcee) se pohygbuje
rovnomérné primocare 1. v KSS pro néj plati Ay = mgd + xop =) Xih=15,; & X(h=0 Vi ¥
Inercialni vetaina soustava — soustava v niz plati1.NZ (1]. pro bezsilové hm. body #(A)=0)
napv.spojena se stalicemi, spojena se Zemi (je pro déje trvajici << 24h)

Transformace souradnic mezi vetaingmi soustavami %= (ﬁ'(l,ﬂe — X=(Ru)g L) = R -FUS)
<0’,(E,f1,§;» 7‘i=$3i("3‘ xs('&)) Jde—li 0 inercialni vataineé soustavy, pak musi pro
(B(A\I(E(A\,zw,ﬂ,u)) X = §(x-x@) /s kazdg \oejp’si\o.\_/tglr hm.'blool platit Xr=0 X({,)=o
G =0+i30 $X = X~ X(3) /aq =7 ¥XX  BX+28X=-X@ = X(&r=0 $U=0
2 - ok &~ G Y v d ) = WA+K, &)= o0+WA+X pocatek se pohybuje
25(4‘ =L $i(’u X + BX = X-X@ /dj. RS = WA+X o= ovWd+ X, rovnomérné primocare

84) e 6(3) 83X + 2$X' + $X =X -X@) $=konst. j; =Z«‘$ij osy mohou byt natodené, ale neotadise



Galileino fransformace {o,8%> —>{(G=0+W1+X, E=E3)  aalileiho grupa Gal(3)2 R*<E3)= R* x4 (R>x ()

K= 80 (x5 - wid- %) $e0@) Maticova reprezentace pro aktivni transformace
~ W, X, € R’ % e x=(R)
A=4-4 A.eR S wox) [x Sxewhrx, Xo€ R?
° o2 T4 A\ A=l Aed, W2
i~ L- R $e0@3)

Galileiho princip relativity — zakony mechaniky maji stejng fvar ve viech inercialnich vztazngch soustavach.
— inercialni vztainé soustavy nelze mezi sebou rozligit mechanickimi experimenty v nich provadéngmi
— pohybové rovnice uplné, izolované mechanické soustavy jsou ve viech inercialnich soustavach
navzajem ekvivalentni (maji stejng systém veseni) jsou tzv. invariantni vici Galileino transformacim

Kovariantni = viechny &leny rovnice se transformuji stejngm zptisobem vehledem k uvazované grupé
tvar Transformaci souradnic, véechny veliding se Transtformuji uréifou reprezentaci této grupy
rovnice — vovnice zapsané pomoci Tenzort (nezavisi na volbé souradnic)

2.NZ Zména pohybu je umérna viisténe sile a nastava ve sméru primky, podel niz sila pisobi.

v inercialni vataine SOHSTQVé vektor vekforovépole  diky 2apisu pomoci vektorii je 03)-kovariantni
sefrvabna o & viisténa mah = FLW, A navic je Gel(Y-kovariantni, nebof pii Galileiho
hmotnost Pt o osila 14 - e e P

okamiite zrychleni  skalar projednoduchost  Tr.$=konst.  §X =X-X@ > R=1-R@&

m sefrvaénd = m gravitadni — princip ekvivalence TR neuvaiujem sily RE)=(FWA+RY =0 = T =& devivachy riizngoh VS

zavisle narychlosti fedy v <&,£> ma stejng tvar o () =T (Leh, A)
v neinercialni soustavé m¥X.=F +Z  2danlive (sefrvacné) sily
m%=m[§X +28% + $%+ @] =F =8F /§=8'  5=4 /3 $8+85-0 §5--5%
mESK +m2SEX +m S SX +mS X@ =§ SF=F &T=(-88)=-§5=88=-a anfisymetrickj

Antisymetrickemu tenzovu 2. vadu na Balze privadit

/m'X" =ﬁ—ﬂn§5i(&) -2/m$r$5‘(' —m§$i %*

pseudovekfor (pomoci T2v. Hodgeova operatoru)

v e . : o~ redpi focivé ON bazi
oznadime & =-$$ fenzor uhlove rychlosti v bazi € predpisem (v pravotocive azl) w =& *ﬂ*‘

jde o matici, mélo by se psat €3 532(*’ 2,91 J"'n* 259‘&.0.* 2_(11
Dh\OVé 4 Ch‘OS‘\' ﬁ b4 a,- 0 (AML (o.)‘s aVI‘hSl{,me‘h’iCké
~ ! S,\OZW, pseudovgkfoyu -~ 0 ( c,:;t)@-) = -(-«J O &, | mafice matyi
-Q; =1 5,91 N:.a - %ifﬂa(s'S)/. uhlové rychlostivotace {&,E> &y, B, -Gy, 0 nezavisle pruky

Viici soustavé de,ey v bazi €

Pusobeni antisymetrického & tenzoru na slozky

upravime Sleny rovnicex: -m$ K@) = ﬁ Setrvadna sila lib. vektoru &R, = 4‘))4-[1!:‘3),"8;&311&'3;“(3*'3)
~ Lo § Maticove Tenzorové — mefricka forma objemu:
—2”n$$x 2m C""k E COVlO\ISOVH Sl\a ~ ~ . uplng anfisymetricky tenzor O€T 5(Es)
Tes . s . T 1 - T Ts o Ddla = -.(Lxra kTem‘ na PY&VOTOCI\/@ ON bazi O(E, B, 8,)=1
$$=($$\‘$$='w'$$$$=-w+$$$$=-w+mw §-4'(,008,5.)

N A =

~mESEX =-m(-& + 5 X = MSX-mMEEOX = -m Lk - B« <X) = R+F Eulerova+odstrediva sila
% Vektorové M =F - m&,-mn2D0x - mExR - TSl FLxR) = F-moSs -mBhe - B -mBs. Pozn. ((ﬁ))f e-{l
€)=g=0

. 3 B} . . i 3

Symetrie Newtonovich pohybovich rovnic mi*=F (x i
Symetrie systemu rovnic je Transformace (bijekce) jeho definidniho oboru, kiera zobrazuje kaidé jeho feseni naveseni. Pripasivni

interpretaci teto transformace to znamena, 3e symetrie systému rovnic je fransformace, ktera jej zméni nasystém ekvivalentni
. . . . . . v . . A 1
(). system se sw‘emou mmoimou veseni). Budeme nyniuvasovat pouze (pasivni) symefrie dané zménami souradnic: xk = K4( A)eC

_ _ o, R g 3Xna (SRR 4 BRM | e, (R o IR oRRo., IR® IR o, IR
x X (53 *3 /ﬂ (}a A) a;x* 'j aA X" = a,am ( u aia,a )% (B!I]“al.)é’ aLﬂ) a'an l‘& a'z;&a H % 235::\6"}3 a},a
vo D - 4 La%k_ 3 4
[g% X a,;a 'R }3 a»;‘al.% a/L’ J A (x M/ ax’* =(® )k ekvivalentniuprava ggia,a g%; .
28! [ 35%% ., 3R ) transformace bude symetrii, pokud pro livovolnou
/mpa "“59: [a,{a ks '3 35“‘5}.}3 g ] 5-?‘1 P (x,A)= F (i) rychlost vypadne polynom v zavorce nalevé strané
WJ

asoucasné bude symetrii vektorového pole vpravo

polynom 2. stupné v;.'a “o Vr’a = linedrni transformace 1. bude—li = stejnou furkei od "a.&jakO Fody,d



Mechanika Tuhého télesa vazby UL&-LAF |Fi,,,&| = konst. A{
Tuhé teléso  —model realneno télesa, nepodléena deformacim
e . . , 4, A
—aproximujeme soustavou hm. bodi o neméngch vzdalenostech R
—ma A=6 stupwi volnosti( 3 transladni + 3 rotacéni) 3 ; L
Yo o 3
Rt =Rt inercialni VS VS hmotného stredu VS pevné spojena
3, (laboratorni) (tézi¢fova) s Télesem (félesova)
{c,£=(8,5,8) —> 4{o'),£=£) —> {&=c'D), EN=E5(A)
franslace &'(4)=o+R(A) votace f 3$3*(,l) $(4)eS0M3)
T8 = R U R (oY) X' (&) = X(8) - X(s") R(L)= FX) = $T (X~ X(E))
2 inverze X(&)=$ XL+ X(@&)
Body télesa & indexujeme reckimi indexy a pro jejich souradnice Xg=X(£,) Vv rliznjch VS
plafi X(b) = X, = $%, +$X +K(@E = $$ XL+ X@E = Qs Xl + X)) = QL x (X - KB+ X(&) Tvams?ovmace‘
boolﬂe\esagsou v O -w nezavisi % rychlost W= 0o nNn=0
soustave €8,€Y v klidu navolbé podatku ¢*=8 * yusi £e\E> =T w -0

Tenzor uhlove rychlosti co=-§§  je anfisymetricky e =(-$§) =-3§ =85 =-w Dk $8=1 /:ﬁ
Privadime mu pseudovektor uhlové rychlosti, Tak aby platilo =toX, = $8 X, = NxX, VX, R $5+38=0

., — 0T= _ -
Uhlova ryhlost £ slozky pseudovektoru uhlové rychlosti $3=-33

0= '2'121&&0.)& = -g— ik&($§ )'k rotace félesa (Vs (&, ) vidi drive bylo 1, "21 EinlS Oy
- inercialni Vs £s,£% v bazi €

slosky vekforu f1vbazi €
Pohyb bodu &, télesa je slozenim translace podatku &'=& a rotace kolem fohoto podatku
%,= O x (%~ X@EN+R(@ = QxR+ X(e) Voue N = Uhlova rychlost nezavisi na volbé poatku o a je stejna

Kineticka energie Tuhého télesa pro vsechny body félesa
_ﬁi .2_21 ( '4-'\)1‘ ul Y \11-2 ( '). y Z’{ ( ')1-.:
T‘m‘ zmwxw"* FRLLY £ x X + X(eM —&‘7__"“&)‘(") w"“a..-QXXob .X(o\...d_fm\w 0 %X

(_D. X X:*,)1= ($ﬁ X $iw)1 ,=\($ (ﬁ ® )Tw))1= (ﬁ xs('a.,)i = 6,; 3 Lﬁj YME, il Mﬁpx,%: (551 Jlm- '55,,\ r);g\ ﬁéiqﬁ,im

€500 / ~ ~ o = A~
skalarni soucin mizeme psat i pomoci Tyawsp\fzxces ( ) = (632 X,;’A-xd'éx"‘l)ﬂj Qﬂ
=27 X8 L0k (T, X Ko + £ 7, (8%~ X%, ) 11, 5, = 4 M e + MR %01+ 4 Tye 3, 3,
W Swe T

Iip fenzor momentu sefrvacnosti v télesové soustavé

Véta: Bud 6'=3 hmotny stied félesa, pak ~Amat +AF. 8 6. | kineticka energie translace HMs
Dk, XM=R R=X(M=0 (HMs) T 2 MR+ 72 L 02,00, + emevqie rotace vuci HMS

Tenzor momentu setrvacnosti T;,ﬁ an.p (e X2 -%uyXep)  maticove znm [EI%)M - LK

~ . — e N ) ska\avma’(emovow soucin

I;)g: \S’?(X)(éijRX,—XSXD dV pro spojité rozlozeni hmoty fenzorové F_ gn\\*[(ﬂ‘» ﬂa.M ﬂ¢®ﬂ¢]

~ ~ ~ T v L, . v
Transformace IS* = I‘ngﬂégml $e50 T=ST'S TWU=SUWISN) v soustavé HMS zavisi na Sase
Tenzor momentu setrvadnosti je symetricky T, Iy= ]’_*}a proto diagonalizovatelni v ON bazi £=ED \D€ S0(3)
osy télesové sousfa\/% oolpowolaycn vektorum teto baze se nazgvaji hlavni osy se’wvacmos’n i= £, ‘,i?, 8
a diagonalni Sleny I . 1,1 hlaviimi momenty setrvadnosti (dvé vinky se vynechavaji) T=DTED % o i,
Nediagonalni slozky I se nazgvai deviacni momenty.

Rotace & =18IM vzhledem km emevgievsous’favé hm. stredu <c€> Elipsoid setrvacnosti (v hlavnich osach)

k pevné ose m jdouci T = 7 Iak H,= 7 I[Jhmamam( z:[a).n.l A=XTIx=F Lix = X2 Tme @3«
PO ARG

pocatkem v <ES.€> moment setrvadnosti vzhledem kosem 4= \Rf" In = Ia'ﬁ‘



Pozn. Steinerovavéta — posunuti podatku Télesové soustavy do jineho bodu télesa F+a&
I-Zm JRAM-Roofel =T+ T m, [2(7, 8V -7i08-ToR,] +M [a:51-Box] = T+M[(2R-3)7 -Re& - 3R 1+M [4-51- Gai] =I- M(3-&1- ad)

-

o
Pohyb tuhého télesa = translacni pohyb jeho hmotného stredu ({o,8y — (&), £) nespame RUV=?
slozeny s votadnim pohybem vidi hm.s. (oL € — {&\EUD) LU =2

1. Véta Impulsova v inercialni soustavé ﬁ'—' F@ P- Z',M\,,.ﬁ,. = MR M§=?m

)

2. Véfa Impulsova v soustavé hmotného stiedu L = N"(n\ <« prevedeme ji do soustavy télesové

(_l:')f = 2, 7% x f"t;f: (Z2m, Ex (G J"Ej,))f= %M, iy Ky Engn Qg Xom = 2 (3850 3, 83 X1, X, =
= Z"“w(ém L Wy XL;XLI)ﬂf =1, Q,= (I\_QL =(I'_(_):)f:iv—b¢?;\£o‘éka o
Moment hjonosti v soustave s T'=T.03 (0, =L'=TQ=8T§$8=-8T0-8) Ta+l-o

[=(5TaT =370+ $T0STA TN= ZRAB" - ZSLasEN - S(ZRaE) - sR0 /8
§5Ta«ssTa-=ssie . W
AT +Tn=N

Eulerovy setrvadnikové rovnice v hlavhich osach setrvadnosti | I, 6, + Z; E';;aﬁﬁxﬁa =NO =423
n

Eulerovy setrvadnikové [7 < ~ = ~
~ I;.j .Q.;y“' E’i}&ﬂ&IM N,= NT

=-w=%x yrovnice ’ﬁ'=4.2.3

Eulerovy uhly " 05 vlnky se obvukle vynechavali
La® ~AMY O
e‘N fx‘\a“ﬂ) ) ofodeni o s kolem osy i £'=€ Sw) S(w\=(ki:eu N :)
&~ (Nyn o R °
n (x“.’;“.ri‘) otocenio B kolemosy X £'=e P $(0)= (1 e :MA)
£~ (i3 ofodenio g kolemosy #' £ =€ 8y o nin ;:rs
1A ) O_ny M
A ) = ) matice p?echodu~ $(y)=(,un34 2 o)
£=3N=3®8(H =€ DS (™ Sy N oo b e ban E P
. . -5 O M+ Qunp AN - AN o
(r,7i,N) pravotociva soustava (0 ’?)3 g:) 3 --§$=.. = ( g o ,ém;l 1_5\,»;,“/3&3;)
(]
Jinak (Euler) o
S-agaiofh o aef] @D @) e
- . [ > . [ > N~ -~ 3 t = a3 /g U =l b -
(@)= w(ﬂs)é"/s(‘«')e“*é‘(ﬂs\f = / °© Cooh Lo + A

RINARLN = projekcendo roviny Xg Je kolma na N ch(%’ﬁ‘)"‘bw’l\ Mm@-y)= s
Pohyby: Precese aw=an(h)a Py konsT. Nutace B=RWU) Ay konst. Rotace S ALCANN B konst.

Sefrvaéniky volné (N®=0) —veitelne analyticky
1) volng stéricky (I,=I,_=13\ sefrvacénik Euler vce. Ié_QfO “9‘3:4,2.3 = QA= konst.
2) volni symefricky (I,=It#13) setrvacnik

L +(1,-1) 0,0, =0 /;%[ Ly +(1,-I) 0,0,=0 reseni

(IS -14\

Izﬂg + (14'15\ _0.3 ,ﬂ.4 =0 = -dz = I, -n-,,..Qs _6_4 + (1'3-14)1_{)_’; _D_‘ =0 _04(,4\ = ﬁcpg(z),t;(f)
3. +(1,- =0 = I.0,=0 = N (f)=tkonst. i 0,0 = Adim(vA+G)
Las (Li;\ 2 v * “;1>_‘° N, (A = konst,

3) volng asymetricky (14;&1,_;&13#:[‘\ setrvacnik — veseni pomoci eliptickjch funkei

Sefrvadniky té3ke (N™#0) —vesitelne pripady: vyvazeny sefrvadnik s nehybngm t&3ictém (Euler)
symetricky setrvacnik s pevinim bodem na hlavni ose rotace & pod té€3itém (Lagrange)
symetricky setrvadnik  (L,=1,=21)s pevngm bodem v roviné #y (Kovalevska)

Pozn. k uplnému vyreseni ulohy o pohybu Tuhého télesa je treba 2 1. VI spocist R(AY, najit reseni eulerovych

sefrvadnikovgch rovnic §4) a nakonec vyresit soustavu 0DR 1. vadu £1,= '2‘1 Einl 8 )y a najit Tak BU



Mechanika kontinua

Moole\q,. rm. bod (zanedbatelné rozméry) = fuhé téleso (neménné vadalenosti) — kontinuum (spojitost)
A=3 A=6 A=3N-=>+®»
Ly Spojitg model latky — objemy dv (pripadné plosky dS) v latce uvatujeme Tak malé, aby v nich

bylo mo3né jeji makroskopické vliastnosti povatovat za konstantni a soudasné tak velké, aby
obsahovaly dostatek elementarnich dastic (atomi) ktergmi je latka tvorena 1). tak aby napy.

Pa hustota § v danéem misté latky nezavisela na fom jak konkrétné objem &Y zvolime.

Sily plsobici na objem Ay telesa (pruzného, plastického, fekutého)

1) objemové — pusobi na celé téleso, zavisi na objemu a napv. hmotnostni &i nabojove hustoté,

dF2 {d\\( pro zvoleng objem a zpravidla i celé féleso vnéjsi sily, napr. tihovasila  pi. hustota tinove
- objemova celkova objemova sila celkovy moment sily {1 =3

{(E,M hustota sily na téleso F=\d S -S{dv objemové sily M \=Sﬁx?«:\\/
v v

2) plosne — sily ktergmi plsobi na objem dv osJ(aTwi (sousedni) body télesa, predpokladame, e plsobi na
~ MgF® vadalenosti vadové stejné jako vadalenosti sousednich atomi ¢i molekul 1]. mezi body lezicimi

ds na opacngch stranach plochy ohranidujici objemdy, vnitini sily plsobici v télese
| - e
i celkova ploéna sila na téleso Fi Sd]:fﬂ 3.NZ. akce a reakce: plosné sily uvnifv télesa
/I_" ay se navzajem vyrusi

celkovi moment plognich sil M*= S" AP §"“?d5 kde ds=1d3| velikost plosky
dS = |a8| =MdS normala mivi ven z objemu T vektor napéti — sila dF"vataiens

(f-)_% . -
Ploéna sila AE™ 2avisi na poloze, Sase a zvolené ploice &3 dF=Tds na velikost plochy d$

%
de“(ﬁ,/.,d'éh ch.m(n,A o)+ 3k a3, +o (183 = & @S =&, @Amds —Tayloriv rozvo) pool\e
. \_:_,_-——' aS ds__ et Ay () A ')

pres nulovou plochu g \_»-»——--—-' moc malé malé plosky Y ‘%, T

sila neplisobi G, A j
Tenzor napéli —tenzorové pole B(F 4) definované v kasdém bodé kontinua dFt= 6%0\55
Pohybova rovnice konfinua nebo T= &m
Celkova sila p(}(sobici na objem V télesa, slozky: Pozn. %4

divergenéni véfa Gauss, Stokes

F=E™E*- { ay + §6’.‘\d5 { dy + Saq‘ dy = S{ * af: dv §d“ =§n°° divevgemces%%‘f dV=§G,;éd.S;

na e\emevm’favm objem aV Pusobn sn\a AaF = 4 +_~‘\)dy YV des ¥
X Pohybova rovnice kontinua

zména hybnosti elementu dm= =0dv s Gasem se ménihustotaiobjem

d d ( . . elementu, ale hmotnost ziistava = 3G; ohve"gemce tenzoru
TSI ST b,‘d‘ =AY = Ay =0 ! ?0.; +_ﬁa
dA{\ dd ) = A = £ S 0.0 dv stejna dom = kowd 3% napéti (dinG), ‘Nb“‘
Celkovi moment pusobici na objem V 2. véfiimw\?@\/é M hmotnost konfinua objemu Vv
2%,
N; Sfm"afkd\‘ +§ Eip; B dd, = S Exgaki fudV * S EpXiGyldY = Siw[x,,&fd& Kam 1OV =L, d/.S Ejn¥;dm= S%. (ki 500) dm =
=5 - . prospojité funkce £,.8, =0 e di“ﬁ””f?“:“lﬁ;ﬁ e W;m*fcim e ot T "
EaXafdV = Satahx (fk 3%, ?“ﬂj EalydV=0 cak h -3
v X _,:__,o diky libovolnostiv 0= smaeﬂk‘fm (5 23“\% 8y Gt L} ”

Tenzov napéti je symetricky % je diagonalizovatelng — hlavni osy a h\avm hodnoty ®= dm})(d.r,,,&s

objemova dast pozor jde o tenzorové pole, hlavni osy i hodnoty mohou byt v kaidéem bodé kontinua jing
. (\f_h_)__, e Stopa tenzoru The=2'6,,=-34 (nezavisi na bazi)
A4 D49 O3 Q- = By 63 , . vy
G=((;’ﬂ G Gﬂ): {Tned + G‘; . -r,\(, o 641,891,843 wovm?\gva napéfi >0 fah | 49 ﬂak.
B,y Gs Gas g Gp GG napéti smykova (Tangencialni, strizna)
Pozn. nékdy tenzor napéti symetricky byt nemusi (napv. pro necentralnisily)

smykova casT a™

s Gm é&s Re

Eulerovy hydrodynamické rovnice — pohybove rovnice idealni (dokonalé) tekuting

Idealni tekufina — neplisobi v ni smykova napéti, fenzor napéti ma pouze objemovou éast G=-Afl Tre =-34 420
— dokonale nestlacitelna - idealni kapalina, dokonale stladitelna - idealni plyn 9% __5 %--(Vﬂ

popsana vektorovym polem rychlosti proudéni (A a skalarnimi poli hustoty S’(n D a tlaku AR7,4) Oy *ex *

N1 1A = ~
" ®&-3E = £ ({-9p)

Rychlost pohybu dastice kapaling Will= & RERW,L)  o;= aL 3% 575k - ("’V)N‘gi

K urdeni véech neznamych funkei Q4 je treba pridat rovnice kontinuity a polytropy.



Pruzné kontinuum — Tenzor deformaci

Téleso pod vlivem sil mize ménit svitj Tvar — podiéha deformaci. Deformaci nazgvame elastickou resp.
plastickou podle toho 2da vymizi resp. zistane po tom co prestanou pusobit sily které ji vyvolaly.
Skutecna deformace je vidy castedné plasticka. Dale uvaiujeme pouze elastické deformace, priktergeh
napéti nepiekroci mez umeérnosti A< mez pruznosti, pritainosti B, pevnosti C—klasicka feorie pruinosti

pvo&\ouiemi
Zména vzajemné polohy dvou (infinitezimalné) blizkich bodu télesa A a B translace A8 ot-ce Brolem A
BoR ey Aty My 3w M , Sy ~CX
B [SASRN, xﬁdx‘;-(x +AX\ =gt +du= MY 3‘; dX& LA (au ax*]dx{ 2(3)1,,* ax,)d‘x»‘—"*i* (@n dn) * ei&dx&
PX) &’_;:I M__ \_’_"—_‘ TR O F v
A vektor pogumuﬁ tenzo am’ﬂswefncka symetricka cast=fenzor deformace, 2ména
# J(%) du. = 24 ld r ¢ast @y, Eq&(f malgch deformaci € vadalenosti A, B
o “~ 3%a J, A*a G dx, o o e
i S - ' - x dn); otoceni 10,7€,, dxy
Zkoumanim 2mény kvadratu vedalenosti %™ Eip 0% = (P2 d

- -V 2 o
47 (o +d Y = A 2t dit 7= AR+ 2kx, D25y + SA I Iy dg = i+ (S * 350+ M 3N = o Sy
I_J—Y—d

k *dx ax,; X

ziskame

1 v def ‘. (GMH._M; A dugdly,  "moc malé” 2¢;

enzor detormact: e‘s 2\ax, o ] 23%; 9%, jsou—lizmény vadalenosti male (vzh\eolem k makroskopickym rozmériim),

pak jsou malé i parcialni devivace 5‘-5‘ akvadraticky &len lze zanedbat
Viznam slosek €.; fenzor maljch deformaci

. ; ey 1 g |
1) diagonalni, necht @i)= ( ) dR*=di + 26, A = |dR'|=\ 4226, 1dR| 2 ({+€,) IdR| €, = JORI- 1dF iij;vémy'f:oijmem
2) nediagonalni — sm%kova deformace, zkoseni an vici souradnicovim osam e '

Tenzor deformace je symetricky a Tedy diagonalizovatelng v ON bazi — hlavni sméry deformace (hlavni osy)

3 objem malého kvadv € = diog(€,6,6) a hlavni prodlouzeni (hlavni hodnoty)
g; _ v hlavnich osach V'= ohe' = (1+€, )0 (1+€, & U+ Ex)e = ake L4+ Eﬁ“'en'ézx)“' €€y~ € sy Enfa* 44621€33] V[4+T’1 E)]
2 & stopatenzoru (mezavusu nabazi) Tr(€) 0 oro malé defovmaceTn(e)

velafivni 2zména objemu (kubicka dilatace) ¥ =Tale)= =¥ invariant tenzoru e e deviator

—
Tenzor maljch deformaci |ze rozdélit na Cisté objemovou a Sisté smykovou ¢ast eA-;=_%Tn(e\&&+(e‘-a.-%Tn(e)é,-;\

Rovnice kompatibility deformaci — pozadavek aby spojite téleso po deformaci ziistalo spojite €

)
awe&nmaafgx =0 ¥jL-413 —lze je odvodit za predpokladu, te 4 jsou tidy €32 26y 2‘;‘*%;’:*

Hookeliv zakon — experimentalné z)isténg vatah mezi napétim a deformacemi v pruzném télese (pevné skup.)
Predpokladejme, 3e tenzor napéti 6;(e./,A) v danem bodé a dase zavisi jit jen na olefovmacn Pro malé

deformace e ho muzeme apvoximova’r Taylorovgm rozvojem & le,fh)= 64!,(0)1/1 “ e‘,*'O‘(lel) =G
slosky Tenzor musime brat ve stejngch souvadnicih pred deformaci moc malé
‘& C'Aa&le‘.l profo se musime omezit na malé deformace, aby se slozky sigma, dosud neni deformace o C.'-Ml
pocitané v misté po deformaci, od pozadovanjch feméi neligily neni napé’fi ’

Tenzor elastickich koeficientir je fenzorove pole 4. radu které ma diky vedlejsim Gge= Cuna, Cipa = Cigen (314-54-38)

Cyaelfid)= %%:, (74) a hlavni symetvii Cipa= Cyyy (36=24) Jen 21 nezavisljch slozek 2 1 _
€=0 Pozn. hustotaenergie prusne (elastické) deformace dns 'G‘éd'e‘é 6‘.3- aae% C‘X” ‘-a’eI‘Sé_

pro homogenni izotropni kontinuum nesmi Gyg zaviset na volbé smérti 1. jde o izotropni tenzor a proto
Cipa = 095000 * b33 > C i Cige= Cm—>,0_, c = C‘a,,, A QS + (8485 +8,,3,)  Lamého koeficienty Ap

Hookeliv z2akon ,"f__‘k“b‘Cké dilatace Temzovové/\ sméry hlavnich os Tenzoru napéfti
G, =NS; 6y *H(e;”'esahhéq-ﬁl(e\ vdpe;= AD'S,; +2 €, G =AUV + 2pe  afenzoru deformace jsoustejne
dul prugnosti k
e --AV5 ., _ébl\_—-—-a‘& i g, o ] moadu pvixfmos-l\fsmig, u_ ;
TN ’t* BRI R TR@) =8,=ATd; «2u8, =(BA+2) T =-34 > T =V =373

PY. necht plsobi pouze normalové napéti Cu*0 Tr@)=8,=- 34\ e“=%ﬁd”‘ ehe.en?m\%
Youngiv modul ML) Poissonova ‘“ ) ¢ . Lo P‘ ,
oruinostiv tahu A b vonctants 6“| e podélné prodiouienia pricné zkraceni

=S
e

PY. pro véestranng izotropni flak G,=Gpu=6y=-4 -f\{l=7\'0'1?*2 24 definuieme modul stlacitelnosti K"L =A+l L

Lamého rovnice —pro homogenni izotropni pruiné kontinuum 8= = ATrE) 3.+ 2 e =7 L (5‘** %\
K (L) = X000+ 1 (xioh, 4) o8 7 31:6 & ax* 1" T3k
i, P O I = [+ (o) V(V-B)+ wAR Iy )« AL+ V(TR
0= if '2)\: Vo { (9 (9-) - % = st #(@; 37;3;1\ [’AV i )*HA”‘*VW“\)‘_\

Pri zkoumani statiky a pomalich deformaci mizeme piedpokladat, s deformace probiha izotermicky. Pii rychlych deformacich (vinéni) se teplota jednotlivich elementi kontinua
nesting vyrovnat a povaiujeme je spise za fepelné izolované a pohyb kontinua za adiabaticky. Koeficient lambda fak musime nahradit jeho adiabatickou verzi N=>Nog,



Specialni Teorie Relativity

Bradley 17271—aberace svétlastilic, Huygens—vinovateorie, Pojednani o svétle 187, Fresnel—1g21svétlo jako pricné vinéni éteru

Fizeau 1851—strhavani éteru proudici vodou—zavisi naindexu lomu (disperze—na frekvencisvétla) —viizné étery pro viizné frekvence

Maxwell 1862 —svétlo je elmag. vinéni o rychlostic = 3.46%wmat |, rychlost Zemé vahledem k Slunci 30%min , rychlost Slunce v galaxii 220kmia

klidova soustavaéteru = Newtoniv absolutni prostor, Michelsontiv—Morleyliv experiment 1gg1—méveni rychlosti zemé vidi efevu

Maxwellovy rovnice 1865—ne jsou invariatni vidi Galileino tr. , Voight 18g1—invariance v\move vovvnce M‘ c‘;izl—o x=%-md i'-/i iy’é

Lorentz—1ge7 potvrzeniexistence elmag. vin, 1892 —elektronova teorie kra
—linearizovana verze Lorentz tr. bez gama faktoru, kvéten 104 —Lorentzova tr. invariance Maxwellek (Einsten meceT) V:

Larmor 189¢—Lorentzovatr. (Lorentz nesetl)

—% )1_:?
Jf

Poincaré—1848 synchronizace hodin pomoci telegrafnich signalit, 1900 vliv pohybu hodin viiéi éteru na synchronizaci, pravy a zdanlivg ¢as
—14072 kniha Véda ahypotéza predpovida opusténi eteru aabsolutnino Gasu

—1405 spojil souradnice adas do Styvvektoru, ukazal, se Lorente. tr. tvori grupu, jsou natodeni v Eyazachovavajiinterval, skladani rychlosti
EinsTein(14.3.1879) —uiednik na pafenfovém uiadé v Bernu (u nadrazi, profo priklady s viaky)

—30.5.1405 K elektrodynamice pohybujicich se téles (3ostranek, sadné citace) —Lorente. tr. ze dvou zaklad nich postulatii, kontrakee délek,
dilatace &asu, skladani rychlosti, relativitasoudasnosti, invariance Maxwellek, 22Q, pricng Dopplertiv jev, aberace, pohyb. rce. nabité &. ..
—dalgi 3 ¢lanky: Nové urdenirozmért molekul (Dizertace), Fotoefekt (Nobelovka), K teorii Brownova pohybu (navrh na Nobelovku)

$TR je formulovana pro jednu astici ve vnéjsim elmag. poli, neni kompatibilni s gravitaci (venik 0TR)

Principy STR

1.NZ: Existuje inercialni VS, viidi které se kaidg volng (bezsilovg) hm. bod pohybuje rovnomérné primodare.

volng hm.bod = hm. bod na ktery nepiisobi 2adné skuteéné (pravé) sily

Vztaina Soustava (VS) — fuhé féleso + soustava synchronizovangch hodin + kartézska soustava souradnic

Princip specialni relativity: Véechny fyzikalni déje probihaji ve viech inercialnich VS podle stejnich zakon.
—Fyzikalni zakony lze formulovat ve tvaru, kiery je ve véech inercialnich VS stejng (Tzv. kovariantni fvar).
—Experimentalnim zkoumanim fyzikalnich déji nelze inercialni VS navzajem rozlisit.

Princip konstantni rychlosti svétla: Ve vakuu se svétlo sivi vidi véem inercialnim Vs rovnomérné primodare

konednou rychlosti € =299 ¥32 458 mi (nezavislou na rychlosti zdroje nebo pozorovatele)

Specialni Lorentzova 1r. =Tr. mezi inercialnimi VS s vovnobéngmi osami a vzajemnou rychlosti ve sméru osy x

Predpoklady: Tr. mezi inercialnimi VS jsou difeomorfizmy tridy €* 4 5 pocatky zvolime tak aby v 5 (I) ’A[A')
A=md,x) (1. bijekce, které jsou spolu se svojiinverai tridy C2) _U dasech A=0=Asplyvaly 626 oo
G=Mlhy) 442> + Tnevcidlitavs & &% zizotropie prosforu a ( ) (A) (c.::o
B MU [ [ volne . body 880 & L0 /5755 Tk rownocennostisnérign 3

=7 fransformace je afinnizobrazeni (A)’EA[ ) (i) ROE
0
(x-vd) M= Pozn: Potadujeme—li navic, aby udalosti soudasne v
A=y (A- &x) 4 -__4_: jedné soustavé byly soudasné i v druhé soustavé
~ ~ v
=H AR - dostaneme Galileiho tr.
074 Loventziv faktor

Hermann Minkowski (usil na polytechnice v Curychu, kde v roce 1900 studoval Einstein) —vsim! si symetrie Lorentzovy Tr.vehledemk x at a
toho, %e inferval obsahuje prostorové i Easové souradnice aspojil (1908—1904) prostor adas v jeding 4 rozmérné kontinuum—Minkowského
prostorotas. Tj.z postulafii STR plyne nova geometricka strukiurasvétaspojenas kvadratem intervalu, ze kieré plynou relativisticke jevy.

Znadeni: Einsteinovasumace probina pres dvojici indexit, 2 nich? jeden je nahove a druhg dole, Fecké indexy od o do 3 latinské od 1 do 3

Minkowského prostorodas — pseudoeukleidovsky afinni prostor E,u % (“\",%tw) (pseudo) me’rrickq fenzor

body pvo;Tovocasu (svétobody) reprezentuji udalosti 7o (R - (%ev ) o-40% -G
charakterizované ¢asem a polohou — &tyrvektor polohy x* s o go-o

. Ly . L. ‘ . ) 42!

kontravariantni S‘OzkI{, snizovani indexd X, b POEVL obecné jde Fouzeosowao{mce
P ch Xy = x‘l N BV T svétobodu v afinnim prostoru, P T v , d
By - X‘ =1 x t' %B’V (XP)’ x.t = _‘3 Styvvektory jsou ze zaméreni, proto ros OYOCE\SOVI{ |aqyam
(X ) = xa = ‘k lvedéy]i iV\OI@Xl:( XJ =1 \o‘go‘ﬂomfspva’vwéfmél;lﬁka’( f’fu,?:lek’fcv CA.
3 Ny . ; . posunuti z pocatku do svétobodu o
X = x= X’ kovawam‘hm S\OZk"oL souradnicich (cf,x%,y,2) Inferval je ds*2

L=cd

budoucnost

je kvadraticka forma

prostorodasovy interval Ad —prostorodasova odlehlost dvou udalosti 0000 e

—obdoba vzdalenostiv eukleidovském prostoru, definuje geometrii Minkowského prostorocasu tenzoru oFitomnost
4 S

(BAT= Gy BXBX" = AN, AX = [ 84V~ (A%~ (0T - (anF = C(aAP= (807" = (e Db -2) CM relativni

—éasupodobmu} (AA)%O kauzalné souvisejici udalosti, lze naji 1VS ve kferé jsou soumistné N]
—svételng (A);)l‘-‘ 0 spojuje udalosti spocivajici ve vyslani a prijeti svételného paprsku

—prostorupodobny (AA)Q<0 udalosti, kferé nemohou byt kauzalné spojeny, profose pro né existuje 1VS ve kferém jsou soucasné



soudasnosti

"X Nudalostisoucasne

(A=A —~
POZV!C Ga\l\elho ‘h’. na ‘Rz(li,“ LOY@V]TZOV% -h,. na 'R‘L(A,x) 2N\ 4 o ,"‘»')(.A-x, . v ,
w7 e d PR T N P udalostisoucasné
1 I udalostisoucasne g: - Wi Osalxﬂ_._ci Je dana Y‘ZVWCI ¢ RN *{v Sarkovane 1Vs
|/ vcarkované IVs A'-"i:. A °=X=2‘(x'WM=3‘(X' CCM=>C;{=Wx ~  gelativita
osak jedana osa X*<% je ddna rovnici x
\

nici 0= x-whi f= W) o oA W
v necarkované 1VS 0=CA J‘(Q}' ex) P cA=Fx

X=X zachovava AL a Ax zachovava (A= c(bAY-(Ax)" "X v necarkované IVs
Lorentzova grupaG(4,3)— symetrie zaméreni Minkowského prostorodasu E,, (VON. bai) (4 & o o
Loventzovy fransformace — reqularni linearni zobrazeni zachovavajici metrickg tenzor Q) =g = (g “gﬂ g)

it.___At‘v ot A=$Y imvavia\m'ce fransformace — oo o-A
' Pasivni: ~x Y e ¢t § =
spliujici relace orfogonality Ol %?s$b$y //A,‘/IS‘:»( Yry 3ev/A7~A‘2
%efﬁ@“/;‘?&/#?” %FA%VA AkTixmi: zachové\iaji ime{va\ i e . .
¥y=042 R=Ax ¥XxeE, BMN=g0=XgX=(a8)=g(XI)=X'gX=(AXIg(AX)= XRg A

Pseudo—ortogonalni grupa 0043y = L Ae R | A%Aﬂﬁckaa(&-'\.%:ﬂ} je podgrupa 6L (soucin matic, 4,)
A Be O (ABY%\(AB)#BW%‘NVE%‘%%‘ = (AB)e OU3) inverzni prvek Agy= 3’}’.“ /A*=9}‘ﬂ3=%ﬂﬂ

Strukfura 0(3) ma ctyvi komponenty souvislosti (maximalni souvislé podmnozing)

deh A =1 vlastni Loventzovy Tr. —podgrupa SG(43)
T z *
dnl%fch)_/A M%MA“M%(M/A\ = (dAA) =4 <d.qA_A=-4 nevlastni Lovrentzovy fr.

ot i o , 3, i K. 24 orfochronni L. tr. —podgrupa 6*(43)
420, @ K Ry = (K- S K = (K =A+ZKY 24 Mo
LAl =1 ° A \/Ao‘-‘-"f neorfochronni L. Tr. (méni smér Sasu)
Vlastni ortochronni Lorentzova grupa S6+(43)=SOUINN0*(42) je komponenta souvislosti obsahujici jenotku
—je To normalni podgrupa () 1. leve MG ={AR|ReGYa prave GA={BA|BeGY tridy rozkladu grupy
0> podle podgrupy 62806143 jsou stejné AG =GA ¥AeGH3) a mn. véech levich trid spolu s operaci

(AG)-(BG)=(AR)G tvori grupu nazgvanou faktorgrupa &~ ~
pavyed 0(4’3)/80*(4.3\— $4,P,T PTY Kleinova qvupi;veyze
—_—
0(12)= SO ¢3)u PS6*(4,3) uT S6T4,3) U FT SO (42) [P = g A-A-4,-4) prostorova
T-= dx'o\%("f,'t'f.” Casova
Struktura S0%(43) — podgrupy PT = dlagc4.A-4-4) prosforocasova

Relace orfogonality %efgps/lfl.ﬂﬁf", predstavuji (diky symetriipev) 10 nezavislych rovnic pro 16 neznamich Ky
(velace orfogonality pro 4 sloupce matice 1), 4+3+2+1-10 rovnic)
—jejich vegeni 2avisi na 16—10=6 parametrech a $6*43) je t—dim. varieta v R R™
—3 paramefry odpovidaji podgrupé prostorovich rotaci |\= (%%) kde Be 30(3) 6’:(%)
—3 parametry odpovidaji specialnim L. 1r. (boostiim) ve sméru os — t¥i 1—parametricke podagrupy
A= (_/3}:’} goo) - (ﬁfp_ﬁﬁ 2 Z):/Aqn ﬁ;gg‘fi’?\iﬁ?\;@oface RaPidiTa v éés.’(iclové fyzice pro
o 6 160 o o 40 grupa SOMUA) popis pohybu (aktivni transformace)
o o 04 o o o 4 A IA(t«,\=/A([-Lr(*J /{sg‘(}l\=/5=% R1Er pr e
Pozn. Matice odpovidajici boostium jsou vidy symetrické (naopak to neplati). Slozeni boosti v rtizngch
smérech neni boost ale boost a prostorova (Thomas—Wignerova) rotace. Viechny boosty grupu netvori.

Lorenfzova grupa G(3) resp. jeji podgrupa S6(43) hraje v STR sTejnou roli, jako orfogonalni grupa O)
resp. je)i podgrupa SO3) v nerelativistické Newfonovské mechanice — veliing (skalary, vektory, Tenzory)
se v STRklasifikuji podle Toho, jak se jejich slozky chovaji pii Lorentzovych transformacich.

Poincarého grupa R'=< 043) — nékdy té3 nehomogenni Lorentzova grupa — obdoba aalileiho grupy 2 MECH
—afinni transformace X*=K, X + 4" Minkowského prosforodasu zachovavajici inferval
— 10 paramefricka grupa Tvovena Translacemi (4), zvcadlenimi, boosty (3) a prostorovigmi rotacemi (3)



Relativistické zobecnéni Newtonovich pohybovich rovnic
—chceme na )it pohybové rovnice relativistické éastice v Minkowského prostorodase,

které maji stejng tvar ve véech inercialnich VS (= kovariantni vici Lorentzovgm tr.)

a pro ar¢st prechazi v Newtonovy rovnice.

Svétodara — kiivka v Minkowského prosforodase jejit body jsou udalosti odpovidajici

pohybovim stavim éastice (obdoba trajekforie). Parametrizujeme ji viastnim casem

Sastice. Uvazujeme pouze hmotné Castice, kieré se pohybuji po Gasupodobnich svéto—
arach, Kaidé dva body Takove svétodary jsou spojeny Gasupodobngm infervalem (AN =(eAT= (cadV-(AL)> 0
V kazdém infinifezimalnim asovém useku lze povaiovat rychlost dastice za konstantni, spojit s dastici tzv.

okamiitou klidovou inercialni VS a postulovat dA=HhdC pak plati: dt = 9’~—L 'CM‘S" Sy % =)

Elyrvektory
—prvky zaméreni Minkowského prostorodasu — pri Lorentzovigeh tr.se ’rvamsfovmuji jako &fyrvektor polohy

§"=Nyx" A€ 043 A=$'4 i“fék:)(vﬁ baze: f#-_-f $”# Vt&'-'ol'lS kOMTvavaviame(x:)-(C;[ : (‘;4)
18

slozky  (x¥)= | %u] = b
—ke kazdemu Styrvektoru prislugi %, X’ = P,S{va= (c,i,-)‘i)(c_}) U= = A - -yt
—podle toho 2da je fento invariant vétsi/ mensi/roven nule rozdélujeme ctyrvektory na casupodobné/

x? 1
jeho invariant (obdoba velikosti vektoru) 7! proétyivektor polohy je tointerval

prosforupodobné/svéfelne
Dalsi Styrvektory ziskame derivaci Styvvektoru podle skalaru (invariantu) a nasobenim &tyivekforu skalarem.

dx dxt ‘ . - - . ,
Styrrychlost uf =37 = g[ﬁ% ‘j‘(n) invariant A M"=}«(c,-m)4(t_:‘) =5«’(c"-n‘)= ¢*>0 gasupodobng
It

Pozn. Viechny hmotné castice jsou sTejmé Etyrrychlé® jen nékteré spotvebujivic rychlostina pohyb v prostoru a nékteré na pohyb v dase.
Etyrhybnost 4« STIE 3\ M\o,.; (f\ invariant 4?‘/‘&: G Ay i = o C* >0 Sasupodobng
klidova hmotnost m, relativisticka hmotnost — m=fm,= Le relafivisticka £=m@ =’"\°':,r
(hmotnost v klidové Vs) (setrvadng odpor vici urychlovani) - hybnost -5
. o oe dMl dubdd_, dul [ BT ) o S
Styrzrychleni -ﬁ-— dLdt-darL - e P (3-3IB invariant AguAs” = pat- g (88) <0
devivaci Aty Suivechlost dost prostorupodobng
erivacl invariantu cTyrrychlosTi dosTaneme _ddt ( A d,u dud _ a r ~

. . . = Ap i) = S A8 &y G = A+ M nsE = 2 09,
Etyrzrychleni je *4—kolmé* na Eturrychlost Tar T 4d ¢ ¢ &

(] o M
Relativistické pohybové rovni ”:M =§L’f‘_.d_A= db  (toto nenidefinice styisily, jen odtud uréime jak mavypadat)
elaTivisTicke pohybove r ce K ar " dlot J\d_/i

0 T -
Styisila (K" =(E.) prostorove slozky Styrsily ziskame 2 principu korespondence (£-0) ﬁ‘%{i: pF=K

casovou slozku zuskamec\;(omolil) MQK yek’- }‘NK ff“'—k"&fﬁ‘: }Kaz%ﬁ/-& > (K4 (%‘-EB)
Slyrvikonu 4o b=, dlmo M) _ LI Lt pauhist = ¢S =0 $F

aT
prostorové o A 2
) %FM slozky @ds ( Sz ) ?F

\l_—l '\'kons't E=mnc -}llw\, ct= —”—!\'\l_;':
0 Einstein (1905) o

. . . \L
Kinetickd energie Ex=E-E= mné-m,c*= IYh.C‘('f* %(% * §(§) *...)-,m,,c = %nn,/ah%mm‘(g) +,.. Taylorve (§)

Vztah energie a hybnosti (/;1“) (g“":‘;) (g%) invariant /rn}ct=/}.,f\”= (E)‘L—f;{: = E1=43c"+m‘.c"

Relativistické pohybové S Sasovd
rovnice pom %zK (r=0A423 sloska 3‘&1(

Energie d (Mo | = E _
e (B spn 49F -

Energie a ctyvhybnost fotonu's frekvenci vy E=hv ,{,:%:%—1’— (h) "”(-&) 1Rl=4 invariant Neﬁ‘:o

Srazky a vozpady Gastic—sratku povaiujeme za bodovou a Gastice mimo oblast srazky za neinferaqujici
—spliuji 2akon zachovani ¢tyrhybnosti, vyuzivame invarianty

Hmotnostni defekt—rozdil mezi soudtem klidovich hm. jednotlivich Sasti soustavy (nukleontt) aklidovou hm. soustavy (afomového jadra)

Vazebnaenergie B=(Z Ex)- ™ <o ttépeni te3kich jader B0 fize lehkgch jader *H deuteron (te3kg vodik) MG =N 4+ i %ﬂm,.wm,.



Lagrangetiv a Hamiltoniv formalizmus pro relativistickou &asftici
Zkonstruujeme akei pro volnou bezsilovou hmotnou ( me>0) relativistickou dastici, tak aby

1) byla stejna pro pozorovatele ve viech 1VS =y invariantem Je inferval resp. vlastni Cas:
(). invariantni vuci Lorentz. 1v. ) da=cdt= C-—‘ C\l —E‘ dA=c(4 ;‘” -4~ )di
2) pro IU’«C pvechaze\a na nerelativistickou  —s akei definujeme Jako vhoolm wasobek ‘delky svej(ocawI
A
kel ¢ S LdA= S 4 otd -, Cokb = (-macte A+ Amn S+ YA
A 2 T A,
u’L
Lagrangeova funkce pro bezsilovou &astici: S.= &‘""oﬂdb: S‘"“ocld'c = §~’"“ecz -add
4 (7] —_—"

< obecwa hq,bmosT L.
Lo= -m\oc"-,lf(—%’,- /’\' ( C ‘Ir——-v)z MmN 'i: _ .3_';3 _m. e 2de sfejna jako
a” KC {4 s ;K 48 -2 relativistické hybnosfi

Pro casticiv poli s potencialem Lagrangeovy covnice vedou na relafivisticke pohybové rovnice
22 A\ = -oct UG - ~d [ab) oL _ & LV A (MmN v e
LGRA =-m O E-UGh Bt 0= 5(55)-5; dA(\r_*”‘) 2% dk (\YF) "
Pro nabitou Sastici v elmag. poli s potencialy @=fx,A) a R=ARA) ,
> aL o, N 7A' nyni Jina nez
v =
Lagrangeova funkce L =-mC 134-— ci,(C( 5A)  obecns hybnost f = 4_ olativicticks

Obecna energie vyjadreni mch\osh po mocn obecnich mbmosh

oL - = I q i R- [ A - %(?-NA)] V—;.“r‘f’ (F-qRY="5 ““"“1‘: gl S - Al

"8 ’L_\] ¢t act+ (- 9A)
Hamilfonova funkce pro nabitou éastici v elmag. poli H=c{(f\-7ml+mfd' ~9¢

Lagrangetiv formalizmus v teorii pole

Interakci mezi &asticemi nelze v STR popsat pomoci potenciali (2 divodu koneéné rychlosti jejiho giveni).
Proto je potreba soustavu interagujicich dastic dopnit o dalsi fyzikalni objekt (silové pole) s vlastnimi
sTupni volnosti, kterg Tuto inferakei zprostredkuje. Toto pole resp. soustavu poli popiseme pomoci sady
hladkgeh funkei (), a=42,...,m —obecnich souradnic poli na prostorodasu

Motivace — na pohyb jedné nerelativisticke casTice na primce lze nahlizet jako na priklad pole na 1=dim.

v . VR v, . ) ‘P‘MJ
prostorodasu OdPO\/!daJIc; historii Sastice: =0 Amit_umdd - S 1’“\(&_2[2) Ul I ﬂ
Akce pro Sastice ' / Ay :

Slo.mI=\ L(gq.t04 (1), A\ A : .

(A) % R AAAGE ; ;

A ¥ A‘S Znadeni: =9 =2<k°—‘ ' A A
Fov= 99 ax Ay S

Ak:e pro(g)\e S[%(x‘“)]= g.g x(chxb)‘%’v(xl“)' )yt | obiemovy infegral pres ctyrrozmérnou oblast s objem
% elementem dY*=d¥dw'd o‘x‘:Cch\xd%d)ucd.AdV

Specialné pro 2 hustoty Lagrangeovy funkce — lagrangianu
Vi=dehyehpey S* Sm“" SSeadas £ = 2% 9e,,)

Hamiltoniv princip pro pole: Skutecny Casovy vivo soustavy poli se déje s takovou zavislosti g, na x& pro
kferou akce S nabyva stacionarni hodnoty vzhledem k variacim spliujicim podminku
pevnich konct, kfera znamena nulovost variaci na hranici 8Y* objemu¥* 1j. 'S%X“)} v=0

085+ )¢ w7ar £ [ S5t S S0y 4] [ - (55, 30)- 33 Jonc

’%Sf 3qe Y (ao(”)]s%dv * §§1"(%%v'§%) cg[ao,., o (ao(u\]s%d" 4& a%v df

Divergenénivéta (4—dim. Gauss)

44\./'V~——'

Lagrangeovy rovnice pro soustavu poli v Minkowského prosforocase 2 5% (g;g’ v\ ?Bi. =0 Yoenm
Q.
P¥: Homogenni struna — Jedmorozmevme po\e% W= (4 n)na dvouvozmévmem prostorocasu o\ oy
oL\, 9 (82 9L _
hustota kinetické energie ¥ = @Ayl lagrangian ¢37(3’1“;,)+ 5 [arrg) =0

hustota potencialni energie A"-;T'Yn\. g(ﬁ‘%\.:x_#:.%eﬂt_ %T,’aa. oy~ TH, =0 v\mové e



Elektromagnetické pole o 3 .
Maxwell—Lorentzovy rovnice (H.A.Loventz 1892) Elekfricka intenzita E=E(ﬁ./i)='q', LET=Vm! Vevolt
I.‘sége Q. H.' SEV_'e Magneticka indukee B=B(R,A) [B1=T Tdesla
dWE- dwf’ ao_é Hustota naboje Q= Q&M [9]=Cm* cecoulomb
ﬂb’ié t*o t"g‘ ﬂo’iE“'a_A_:O Proudova hustota 5=§:(ﬁ,ﬁ\=?ﬁ [;«.]= A Aamper
Popisuji e\ek‘womaqme’fické pole ve vakuu (nebo na mikvoskopické Permitivita vakua  f-fard
— afomarni urovni) buzené danym rozlozenim zvidel ad‘ Soucasné elmag, £,28 854 - 40" Fy?
pole plisobi na naboje fvorici tato zridla Lovevﬁzovou silou F-= q/(E‘*NxB) Permeabilita vakua e
Rovnice je proto potfieba doplnit o )=0((E+Nx tx,-l-‘{.25’f-/10'5 Hawi
relativistické vovnice pro pohyb naboju: dA W Véechny nasledujici infegrace probihaji

o . . _ pres nehybné objemy V aplochy S.
Gaussuv zakon— fok infenzity elektrického pole nehybnou uzavienou

_L 2,48 . T _ 4 Qv
plochou je umérng celkovemu naboji obklopenemu touto plochou A ‘§‘YF—'¢S = Sd""EdV = ‘5;§§°CW=5—0

Maxwellovo zobecnéni Faradayova zédkona — Gasové proménné magneticke pole budi pole elektricke, a To
bodové (nezavisle na existenci vodivé smycky) z;;kk:‘jjeho ole § E-df= SME J8= S i.d*S:-ngE.eS =-%§
S

pode! uzaviené krivky dS
Maqne’nckq indukéni tok plochou 8Y [el=Wwb

Neexistence magnetického monopdlu — magnetické pole je solenoidalni (bez Wo-weber

2droit). Silodary jsou bud uzaviené kiivky, nebo zadinaji a konéi v nekonednu. $- gBAS deBd.V 0

Ampériv zakon doplnéng o Maxwelliiv posuvng proud — e\ekTvickq, proud a Sasové pvo ménné . > -

elektrické pole budi pole magmehc\;e SB 4= Sng{_B dS= S{laio Y S "SM‘&S = s g ot L +pX . E .;

Maxwelliv posuvng proud 7 LT (olop\\ne\n kvuli sp\mem rovnice komewW) g ’

Rovnice kontinuity — zakon zachovani naboje :Zﬂj@kxb\/@)e -S dv-= _in 'L,,—& » 48 = Sdh\r%ldV
L h = divergence na 2. vovnici 1. série

0= din red B -, (£, diso 35 + diro )= -, (€. Z50insE + dins)= -, (8F ~din)

Rovnice elektromagnetické ving — aplikace vof na 2. rce. obou sérii, R«Inuf-:txzacldw-A a dosazeni za rot a div dava:

AE - {ki,aiz--txwl?‘\-tk,,%% 0= n«ino{E+ ~ (el B) = ‘XZAAQLNE AE+ P.E, SAE‘ t‘%éz_
Aﬁ’#oioﬁ='ﬁ°““lf?‘ 0=rak el B - 1.6, 5 (ol B - ol = opuad dine B- AB + [*Eea/i‘ - Rl i
Nehomogenni vinové rovnice pro elmag. vinu. Pro ®=0 a é.,:O mame Webertv vziah

A
homogenni vinové rovnice pro elmag. vinu ve vakuu — rychlost svétla €= \‘————’a' 293 ¥92458 mit €=z

Maxwellovy rovnice v latkovém prostiedi (Maxwell 1865) —popisuji makroskopické elmag. pole v latkovém
1. série 11. série prostiedi — stredni hodnoty mikroskopickych poli (2 M. —L.rovnic) pres
dinB=¢ dinB=0 "dostatecne velké" objemy a *dostatedné velke" Sasy, které jsou

ab _ 7 aB _ . mérifelné pristroji, Nabogove a proudoveé hustoty jsou pii stredovani
MH K reAE 3L 2t =° rozdéleny na volné (9 a é« vysTupujici v ziskangch rovnicich) a vazané,
kferé jsou zahrnuty v nasledujicich vz’fazwh
Elektricka indukce D-£,E+P [(D1=Crv Intenzita magnetického pole ﬁ=‘gT,§’M [HT= A
Vekfor polarizace P=P(r,A) — husTota elektrického  Vekior magnetizace M =M@ —hustota mag. dipol.
dipdlového momentu, dipdlovy moment {:=S PV momentu, magneticky olupo\ow momevﬁ = SMdV
celkova hustota naboje Qc=@+ ¢ Y celkova proudova hus‘fo‘faév 3& 4»,+4~M Y .

hustota vazangch naboju Qx,:-dw'ﬁ polarizaéni ,a” BA a maqwehzacw proud Zﬁ)‘(a&M
div(g,E+P)=¢  dins(e,E)=p-dinP=G “L(ti W) - 2 £E+P) -F R(ABD_ &+§£+MM e



Materislové vatahy —vektory polarizace i magnetizace zavisi na vnitini stavbé latky i na elmag. poli. Pro konkrétni
latky se Tato zavislost uréuje experimentalné.

V linearnim prostredi (idealni mékka dielektrika), které je homogenni a izotropni, plati v pripadé slabgch

(vzhledem k lokalnim polim) stiednich poli E aBvetany: P=2,¢E B:Z,E‘*-E,)L;E= € 4*1;\?-‘-8,&? =¢E

permitivita permeabilita S T By (e te i (e L
R ACT AN Sl WO N Mt H o BopleM=p (k) = = o
Rychlost elmag. viny v prostiedi M:ﬁ index lomu "\=W

V anizotropnich prostiedich jsou velicing elektricka X, a magneficka K, susceptibilita (a tedy i g, l.;.) symetricke
tenzory, v nehomogennich prostiedich zavisi na poloze, v nelinearnich prostiedich na polich E,B a dale mohou zaviset
na teploté nebo na frekvencise kterou se ménielmag pole.

Dale se omezime pouze na prostiedi a podminky 2a ktergch  1.seérie dis E = %_’ net 8 ’(kf%t;fﬁ@\
jsou E,#veé\né konstanty a tedy Maxwellovy rce. maji fvar: 11 cérie M{g*g__B[:O disB=0

Pro sfacionarni poleE a B dostaneme dvé nezavislé soustavy — jednu pro E(f) a druhou pro B,
Helmholtzv feorem — Bud F vektorové pole tridy C*na omezené oblasti Ve R® pak f=-‘3rad‘?+noi& kde

Pozn:

4 0 VF ) 4= 4 VxF()l ) F&) 2name div A =0
=17 o AV T 42 Rpy=57 =y AV - xd8 X

PG L»‘ITK - Sln-nl TTgmy IR S IR identity no’icxmd(f’=0
Redeni Maxwellovn’gch rovhic pomoci potenciali (11, série) -
N o N = 3 - po’remcua\w -*SA
dinB=0 & solenoidalni pole B nolE +éxnclA =rtoi(F_+ ) 0 < pole L
<=>37\=ﬂ()‘i,A\ vekforovy potencial E=TUAT—\ & HCF_-.(F(;;_,A) skalarni potencial E_—.—?mdff-%%

Kalibradni fransformace —pirivazeni dvojice potencial A$ k danemu elmag. poli E,B neni jednoznaéne.
Konkrétni vibér dvojice R, P popisujici dané elmag. pole nazgvame kalibraci pole a prechod mezi vtz ngmi
kalibracemi kalibyadni Transformaci. Dvé dvojice potenciala A, a K )P' jsou tzv. kalibraéné ekvivalenti,

o 5 o ool N N . _
pokud popisuji Totés elmag. pole nd R Bened X rd(R-R)=0 = jj\zA(ﬁ'b A\=A*¢31o-4»1\.(?t 0
-qued¢-2 =E - qped -2 0= gredi (i) + SRR - grod (o + ) p'- p- SDEL

Kalibradni tr. tedy neméni mévritelné velicing EB (Jsou kalibradne invariantni) ale méni pouze pavame’mzaa poli.

Reseni Maxwellovich rovnic pomaci potencialii (1. série) Tyto vovnice (1) jsoukalibracné invariantni
@5@ndmiﬂ*itk‘%[(:gmo\%g%):q‘ioddmx-lsﬁ Ep grad %r'fff.g%&; . Aﬁ’ftk—p"[kg»*‘gw disR+ Et'-a,i)
8- aif - dinl-qudee-28) - -dio(@) vepn Bh-ep Bt ag-gulh--§- 2 (dinRoga2t)

Loverzova kalibrani podinka (L.V.Lorers) | disRegpdf=0] (1), , woremovaaiibrace 20 -

Opravnénost Lorenzovy kalibrace — ke kazdemu regeni R,$ soustavy (1) které nespliuje podminku (2)

existuje kalibradné ekvivalentni veseni K%', kferée ji spliuje: nehomogenni vinova

0= dinsRrep &8 = din R dingod A +6p 261 S > AA- £ B = (qusR oep2f) vowice pro AN

Nehomogenni vinové (d* Alembertovy) rovnice pro potencialy: ma nekonecné mnoho Feseni

Specié\mé ve vakuu ( Eot*oz_i"- ) Tl{\'O rovnice JSOM invariantni vuci
AS- Etk—j:‘-gf gcrz—g d" Alembertiy operator kalibradnim Tv splaujicim podr}wi:xku
_ 3R 2 - (dalambertian A - homogenni vinova
AR it‘ EYL "’f‘b" DA“‘[-%?\ a.) A- ekaf rce. pro AGA)
3% _ o Kl 3o OD=A-a3p Jejich veseni tak opét neni jednoznaéné
MA.FEE‘ dusA+z 3L a napriklad v pripadé ©=0lze pozadovat:
Pozn: TJe—li Lorenzova kalibradni podminka splnéna v néjakém Case, ¢'=p Sins R'=0 (Coulombova
pak Je splnéna kdykoliv. Z vinovich rovnic a ree. kontinuity totiz plyne: - PR _ 7 kalibrace)

R0 ) £ B iR tn 2 = B im0 AR-gp =
AldisRrepsf) - EpspldisReensg ) =-p 51 :;:,3»



Rovnice elektrodynamiky v Minkowského prostorodase

. . ] >3 v
d* Alembertiv operator —je skalarni operator O =A- agAt ARt T a(cA\ 3- axt*ax" = -3“ %0,
pvi Lorentzové transformaci 5 . 3 _avs LA (K. 3 transformace
‘)IB=AB X Ae0(43) se nemeni ¢ oxt axFax” & axv &Y vovariantnich slosek
o _ <M inverzni 8=- l*"aa--/A/A A) O, =~ 9529, =00
" )b fransformace ° % ¥ %%

Styiproud —inspirujeme se proudovou hustotou f=@i a definujeme «—proud jako nasobek 4—rychlosti ut
skalarem (invariantem). Timto skalarem bude klidova hustota naboje §,=gy

()= 0,()= @ (y ) (Q,Q\C) ( }= 9_9) Nabo] je invariantni d.Q =dQ=?o\V avéak objem se
470 PR \R4E) \oR I méni diky kontrakei delek dv-idv a profo hustota
naboje Q = ie 3\3\, = 43S Jiz neni skalarem.

Rovnice kontinuity v kovariantnim fvaru 0= —9 d*’"tf" g(—c-}) Sf- gﬁ‘- —#— —43- 4‘ Mu=0

) _ 5 Styrdivergence
Styvpotencial —upravime d' Alembertovy rovnice tak, aby na pravé strané stal 4—vektor

T P —_y o Aoy 1 v=04,2,3 V= - Y
(=[€)  BFTEeCRneg aEsmp pReonp Vet {OR=pg
. v . ) ; < o ®
Lovemqva k/a\nbvacvn podminka Q= d""A"c’E% %+§Tm%=§%+g—g=%=aﬂ\* bc*Ab=
v kovariantnim Tvaru
Kalibraéni transformace v kovaviavﬁmim ’(vavu A.
AA v @ ° o_ 9\ i _ At a - (o3 snizenim indexu
CP“" ¢ - Ky S A= _‘Ce .(E:f a(c,(,\ =A- 6)L T ~A- X, A=A~ A oA dostaneme predpis
=~ _a oA X=X, pro kovariantni
A=A +CXIAA.A. A A * I ax* =A - BK —xE -y A# AC" axﬁ A s\ozkuot

Pozn: slozky 9, A jednoformy d.A———dx A, A Ay Jsou jiné, ne? slozky qvaohe\n’(u A = gt o, A

Maxwellovy=Lorentzovy rovnice (ve vakuu) Druhou sérii rovnic jsme v R>splnili zavedenim potencialii E'-cgmdﬁr 37-

1 série g- 11 <érie Bd MdA i\ozk% p;egxdovek‘(ovu;waq mdukce&B) —\(no’LA) - ‘&*%XAA*h
. E’ . %’0 odpovi ay skrze Ho qeuv operator Ba,‘ a&,, slozkam an Eqme rického
J'lb'ié é,,gi tk és J’(tA-E *J"‘O Mame’feolq B‘ 3 ,a,,% Poolobwe Jako pro uhlovou rychlost £3;= Q_E,,),koam

v R jis véak virazy ’w,pu aA A, predstavujici $Tyivotaci nelze zfofosnit
s (Pseuolo vek’(ovem —zavedeme tenzor elmag. pole
Zapiteme pole E a B pomoci Styrpofencialu:

o Bl S0 o[BI - B e

» dAn_dMNy _ AN oA _ _9As, 3A LY A _
B, =[radAl, = a»{ S TS0 SR TR a0 S ox ~

. kontravariantni
Tenzor elektromagnetického pole

Ex Ey E lozk
o S
[y v

ﬁv=axt‘ 3% = &A o) At" Styvrotace (F \= "c‘f 0 -B. Bz (ch\= —6* 0 -B. B?
v {-E B, 0 -B E 0 -B
j Ti Ty 'Ft’\’:-Fvl'“ kovariantni| & " . @ B. *
Je anTisymeTricky . e _ cloky _Ec_z -B, B, O Ec.n B, B, 0

zvednuti index FF=% 3" Foe= ' -AF
Lovenfzova fransformace F‘*(;g\_Avt AGF (x) (fenzorové pole) (je kalibracné invariatni)

Kalibragni transformace F L =0"A"-"At = 0¥ (A -&"N)- 8 (A'-FAY = 3t A'- °AF - 3/37\*% F



Dualni tenzor — élyrrotace &tyrvekioru je antisymetricky
Efyrtenzor 2.vadu, Hodgetv operator z néj udéla opét

Hodgelv operator — prostory AV a NN uplne
antisymetrickjoh Tenzoris Typu () a (mp) na vek. pr.Ny,

antisymetricky Styirtenzor 2. Fadu F*‘: 1 € FW maji stejnou dimenzi a pokud je na Y, dan (pseudo)
aa 2! Tanpy metricky Temov% aorienface 6,pak jelze kamomckq
RTY 1 *ApY _ zfofoinit pomoci zobrazeni w3z AR(y ( ) — (V*)
kde Levi—civitiv symbol v 4=dim. pr. € - eW‘«t“’ 2vaného Hodgetv dualni operator aole{:movameho

je uplné anfisymetricky a spliuje €= 1=€""

1
- 2_.' exltﬂ) F—t&v

predpisem RO, s = &‘UJH ..... g, . N PR W

kde X—‘_"
44,...)A,,\ U(»@ ) ...,ﬂm) e“,..-,Am

Zzvednutim indexti dostaneme 3

0 B, By B. ok jsou slozky metricke formy objemu v bazi (,@:,...,IM).
- E, ERY
(F)=| 2 2 i O Rt e € P =5 F“MF") 2(F*-CF)=F"=-B,
- == 0 - o)
' C C F*M_%r%ﬂ % %ﬂFM_ F
-B.-Es Ex 0 v oo .« E %  BL
¢ ¢ Prechod od Ft‘ Kk FX oolpowola zaméné & —-B a B—~ &

Maxwellovy—Lorentzovy rovnice

oY OFY 0y F™ 8 [LEi\ood 4o o i i ehie® o i T = i co = g A @
O -t epf | T 0r B =B B e 5 B -pep - pfS- R
OF” _ OF°, 4, OF® oF®_ @ (E)\, (B, 3By _4 E, [ 4R\ —ou i
" ¢ ~ax 9T Tav (c,n( B By am &5k (""LM‘ froger
Qf_f=avy*b"=o
B L
Loventzova &tyrsila %:(rm.)ul’hk" (A) = (g::, (Kv)={;|—__-m) kde F=2(E*7@xB) je Lorentzovasila

(woF+ it F- 12 F ) = 0 (Fe CFH o) - F o)) = 2 F,

Kt= 2 F*u,

= 3‘Fx =3‘1(€+I?Ix§)x=ﬂ(f % E. *j‘”ﬁBn'j‘”‘BZ) =2

K= g‘-ﬁ-?ué‘-ﬁ- E=2 E—-(;«E\ =2 (E)pm) =2 F%,

Relativistické invarianty elektfromagnetického pole
I, - F‘}=%,.\,F‘“”=o Pozn. Hadamardiv soucin mafic (ABl;=A B, ¥ij
w_n(z2_E Dalgiinvarianty jsou bud trivialni nebo zavislé napv. FaF#°=-1,
1= FuF=2(B"-& L , N ¢ .
t 2.5 Podle hodnot téchto invarianti 1,1, 20 lze rozdélit elmag. pole do deviti f7id.
I,=FuF =4 < Napviklad 1¥ida I,=0=1, 1]. E=cB,E LB odpovida elektromagnetickeé viné ve vakuu.

Lagrangetv formalizmus v teorii pole —pole resp. soustavu poli popiseme pomoci sady hladkgeh funkei
Gl , 0=42,..,m —obecnjch souradnic poli na prostorodasu
Motivace — na pohyb jedné nevelativistické Castice na pwmce lze nahlizet jako na priklad pole na 1—dim.

. VTR T Wil
PVosTovocvasu ?dPOVIdajICl hdlf)fovn SasTice: - §-1mxx UL = S 2"“(‘?%&) Ulwr) Ik r/
Akie pro &é\shoe S[%(L\'_PSL(O,‘.(M,@A.(M,/L\d\/i Auky . :
% A % : i
Znaceni: =d,q,=—1 ' i 4
Akce pro pole T~ %% X A A

o o | Staon- gsz(o,“ ), 36,00, 22 )dY*

Specialné pro

Vi=4eh, cAdy OF

S.«“icudv S (Secw) dA

4 Y

L

objemovy integral pres Etyrrozmérnou oblast s objem
elementem d¥*=dydx'detds® - CcLded»ad!i cdAdy

2 hustoty Lagrangeovy funkce , .
(lagrangianu) £ 2(%'%‘”)‘ )

Hamiltontv princip pro pole: Skutecny Gasovg vivo] soustavy poli se déje s takovou zavislosti g, na X pro
kferou akce S nabgva stacionarni hodnoty vzhledem k variacim spliujicim podminku
pevhngch koncti, ktera znamena nulovost variaci na hvamiciéV’objemuV“ 1j. Sq.(xl‘)}av =0

0-85- g& S0, I8V =2 3*[ R R AL 3 [ SeSour 50

E
a?a,v

9«) gx (a%v)é%]dv’i

=%§ aq.:ax ao,u\]é%d" ¥ §6x (3% 34) dv* "cg[a% ¥ (ao,”\]s%d“ 4§ 397 ‘{f

Divergendnivéta (4—dim. Gauss)
Lagrangeovy rovhice pro soustavu poli v Minkowského prostorocase

of

d (393
39

% aorq,v)

i =0 Yoenm

»=0




Nejednoznaénost lagrangianu — lagrangiany $€=2’(%,c’”,x") 2 =2+ aG,.. ke &= G (9%.X") vedou na

stejné pohgbové "pevné

55-33=51 SaxrcW*—‘éXe“dfr-‘S 5%”? =0 pro 3q| =0 iopce:

rovnice

Nalézt lagrangian pro dané pole je obvukle slozita uloha pii jejims veseni se vyuzivaji principy symetrie a

jednoduchosti. Nap¥. v STR jde 0 poziadavek Lorentzovské invariance lagrangianu pro vlastai
plynouci z invariance akce a infegrace vzhledem k d¥*= JdV* J=deb(af)= dad ( ) “A ;’OVe:j?‘O”
ranstormace

Akce pro soustavu nabitich Sastic a elektromagnetického pole —zkoumame dva mezni pripady:
1) soustava vzajemné neinteragujicich nabitgch castic ve vnéjsim elmag. poli — neuvaiujeme inferakei mezi
¢asticemi ani jejich vliv na elmag. pole

Pro ¢astici s klidovou hm. am, a nabojem 2 Pro soustavu N Eastic s klidovgmi hm. mya naboji 2,
> & % L1 - - P
L=-me - 2le@o-BRAL) ™ L=Z-m1-Z - T 4[90-F AR, L]
. . Lwm hmota Lm interakce hmota pole
Diracova delta funkce & Jje zobecnéna funkce na R " . { . .
_ Ve skuteénosti jde o zobecnénou funkei,
s vlastnostmi dx1=0 ¥x=+0a Sé(*)&x =4 co% je spojity linearni funkcional na prostoru
, , R f2v. festovacich funkei (fce. tidy €s
Plati pron Sé(*\g("\d"‘ "'{(0) “Sa(x'“\{(*\d*:g(“‘ X3(x)=0 kompaktnim nosicem) vice v RMF.
R 2
Ve 3D mame: s3- = \_ S A Prostor (R =L f:R°=€ | Mofdx <voo)
6 (R-)‘(u)-a(x X.)B(la-)ao.\é(ﬂ:k) §}6 (l‘(-ﬂ,){(rdd‘l -g(’t°) S:;l?:z:::::w <£ %> S:l{(x\a(x)dx {M(%kc
Nabojova a proudova hustota pro bodové naboje: frq @ fg=0 mm_. (R = R
L2 - N - - Al i . S
?(ﬁ,/“ =¢§4‘Qb«,53{ﬁ-ﬁw(lﬁ d,“(ﬁ_)'i) =wZ=42d' /\T,JD 63('ﬁ_)-(0‘(,{“ dualni prostor je vétéi a jsou v ném zobecnéné fee.
Interakéni lagrangian: PR, A A4
=
N N - N . N o
Lmg = ~Z AP+ 2 8RAR, A =-2 g, Xos?ﬁ-m P, AV +“2__4&N¢-X5’(ﬁ-m A, Dy =

LP("'»

X 2 2, 8 @-7) PR AIY + X 2 o 8, S®-R)-AG.hdy = —X AT - Jr A AR A= X-g\'“A,,dv
Ty .j"/_v_,z \—-——--—--\——————‘ “’}E_J
PR 5‘("‘"{) g

11) elmag. pole buzené zadanim rozlozenim nabitgch éastic a jejich rychlosti

Chceme aby akce pro elmag. pole S{ S 56’{ dV* byla stejna ve viech inercialnich soustavach a nezavisela na
2volené kalibraci pole. Hustotu Laqvavgeovqf funkce 594 pro elmag pole hledame tak, aby byla:
1) nejvyse kvadraticka v polnich proménnieh E, B, Ay, 8 WA=Auy (Maxwellovy ree. jsou linearni)
2) velativisticky invariantni — invariatni vaéi Lorentzové transformaci (kvu\i kovarianci polnich rovnic)
3) kalibracné invariantni (nezavisla na parametrizaci pole), napr. A A A VA" nejsou kalib.invariantni
Kvadratickgmi v polnich proménnieh jsou invarianty RuF* (skalar) aFle (pseudoska\av)

Lagrangian pro:

4 v_ A g Afny_4.z2_ 4 32_4 1
— pole bez z2drou 2‘3=-4_—£I‘ Fl,.yFH =‘4?°2(B1’@.E )—iE Ez"T(oBz- f&.ﬁz’ I{"“.Flz
~ pole se zdroji LA Ap X)=F Fo Pt = R0 A = Z (A A (B - ) = R A
== A (0 v, e 3 (Aua-Au) g, %3 Fg¢]=__ 5™ - SN Fatfe e
aAfz [k(é)hd:qmF 3_-7‘\) 4-[*16#\17; F E» 4-[&,[(6’5t“ 5“5”),: f“’% ¢ QAW!)
=- A (FM_FP LR I Yo BT= AV I 4
B 41‘-( FP+F jﬁ T hpe (2F 2F ) I c“F 1.série Maxwell=Lorentzovich rovnic
22 +A, 7 _d (858 02 _ 9 (4™ _ (M o oFT~ . 2 cod2
i B st 0-55(35, ) - 58, SlEFT) A o (S ep voro
Akce pro soustavu nabitych césﬁc a elmag. pole 11.série je )it splnéna—potencialy
: odtud variacemi ziskame
S:ZLE (-rm,,C)i -5 c\A cg F,.vFWcW** S M* 8%, 8A,=0 roe. pro Sastice v EM poli

S hmoTa(ma’fTeV) S& pole (field) Sw{ interakce 5At“ 5Xi=0 1. sévie Maxwell—Loventz



Z4kony zachovani v Teorii pole o
Zachovavajici se &tyiproud je Sfyivektorova velicina K" (40,0 X") s nulovou &tyidivergenci § ﬁ =25 =0

ax®
Ke kaidému zachovavajicimu se étyrproudu existuje Tzv. zachovavajici se "naboj" K(L\=ZS RdV=vonst.
R x0=c4
4 ¢ [ °

S 3 ov= M#djv { & °\<f” S }“*&r S A d'gm / Ln = 0= S v+ [Fay = KK

Ve =chy B Rpo=ch,  pAeoech, ¢ ¢

- <C/i A x V\f\ koule o poloméru R infegral pres plast 4 —rozmérného valce v limité infegrace pres d{ x°
“% d d prostorové nekonedino — ok prostorove &asti A plochou v
aYa = VRM,UEAUVR,:A,. 4 %’m 3 nekoneénu zadas Al-Aa — predpokladame, %e je nula dfr P3N
(< O (= R d {é“‘__ (-4,0,0,0)dY dg‘;‘,_ (1,0,00)dV o
chexsch, xe

Napviklad pro ¢turproud (3‘,.“):(4?‘}") plati vovnice kontinuity 3”!‘:0 zachovava se naboj Q(A):S,Q(ﬁl,{\dy
)

Teovem Noetherové: Ke kaide spojite jednoparametrické grupé transtormaci, kferé pomechavajn akei
SSf(Q,Nqu )aY* invariantni (1). jsou symetriemi akce) existuje zachovavajici se ¢tyrproud k.

Pozn. s’raCI aby transformace byly kvazisymetrie 1j. aby zachovavali akci a% na hvamcm glen §'= S+S( Yd, i
1). hustota Lagrangeovy funkce se muze lisit o Styrdivergenci £'= £+ A e ) ar

Misto invariance akce vzhledem k fransformaci

budeme v dalsim potadovat invarianci lagrangianu: 2(%()(«»))%“)(”)‘)(.») = 2@’&“‘”)»(}'«»*("")')(»)

1) Vnitini symetrie — fransformujeme pouze pole (napriklad kalibraéni Jﬂ(amswfourmaoe)

Transformace ?L’%*EL.. Yoem KeR xXV=x" v=04,23 C}L-—‘L A(qurtle) Qﬂft:%»

. N TP ax+
"oosunuti pole” konstanty  prostorodasové souradnice P ox
2 2 parametr transformace £eR

' » se neméni
Tnvariance \aqva nglanu lagrangian pro Tvamsfovmovame pole oznadime jako 2de napriklad:
YEeR if(qa(x“),%,,(x“),x”)=2(qa(x“’) q‘ (X", x") = .ff(qa(x ), Ga,u(X"), X"£) 2(%9(,0) x»):g(%‘(xv) x)
invariance znamena, e hodnota a_‘f oL agg' " (32 ax“’ dP -
lagrangianu nebude zaviset na 68 6%8& £=°+ OGuy. O L .0 0% BE |c., ath’ t ax““(a% )1‘ o3 '-'ia J‘)
parametru Transformace € sTacl nam to pro g=0 pohybova rovnice pole  zachovavajici se 4— pvouol
Pokud fo bude platit pro ¥4, eR, oem pak dostaneme Xt = == af , YoeM zachovavajici se éyiproud

39,
P’ maici viznam hustoty ctyrhybnosti

2) Prostorodasové symetrie — Poincarého grupa tr.Minkowského prosforocasu a jeji reprezentace na polich
dpovidajici d A(x"-£4”) v_
translace X=X +e L’ v=04,23 ?yaizf. ;3;? %("w“%(""‘ Goup 33? ’g"a;f‘ Gop “3F— = GusOr= Yo
invariance lagrangianu
0=9L| -2 g L 3F 2q, (afe} o
O |y 09adE g ‘3%,. 43 £=0 ‘3"».41 plati=li fo pro véechna &5 v=04,23 Pak mame

derivace explicitni zavislosti lagrangianu na prostorodasovich

2de napriklad: 2(g, (™, NE)) = £(g, ("), %p(x"))

(aff) axy
o \OXY BE

kanonicky tenzor energie—hybnosti :Tp

souradnicich (). jako piikonsTantnich souradnicich pole ) ,.._ I
oL a2 _az oZ » A& _9 (a? ) _d [
0 ‘axh)uﬂ 5?‘ a7¢ %ﬁ)" 89‘\’ ?/D) 6 ax ax\c a%y % }l 3?”;-9 QQ,tlv axy 69’ S (}q)t; 5 &:\

Kanonicki tenzor energie—hybnosti gz;u WC}M,— 50% je sada 4 zachovavajicich se Etyrproudu
@,V

T?D %# % ?Q‘P % v%

pro kferé plati rovnice 9,Jp = O Ypn=0423

zachovavajici se *naboje" predstavujici zakony zachovani energie a
hustota energie hustota toku 0_4 j“f“’d hybnosti v feorii pole
o, 4 energe Y % -t » ‘G, Q‘?f*w% . podoboni predpis jako
{TW) _ (NJ < ) > » /pvoobecmou energii
gl © = S [% a%o%" & Sf)d{ cS )dv
hustota ht{,bmgsﬂ hustota Toku hybnosti d{r =(dv,0,0,0) x"-(A & /us' rusTota energie

Pozn. pokud bychom zkougeli (misto JYra\/\s\ace) Lorentzovy tr. X*= A, X" pak bychom museli védét, jak se budou ménit
obecné souradnice poli qa(x*) = RIAY, Xex) 1. znat prislusnou reprezentaci R Lorentzovy grupy.



symetrickg fenzor energie—hybnosti pro elektromagnetické pole a zakony zachovani
Kanonicky fenzor energie—hybnosti obecné neni symetricky a pro elmag. pole neni ani kalibraéné invariantni,
proto je) nahradime Tzv. symetrickym tenzorem energie—hybnosti, ktery jiz kalibracné invariantni bude.

konstanty kosmologicka gravitadni

Pozn. Symetrii fenzoru poiaduje obecna teorie relativity, kde fento fenzor stojici R,., %Rg,.‘,*-j\%p KTy

na pravé strané Einsteinovich rovnic predstavuje z2droj pro zakriveni prostorodasu R'ccmo 1en20y Rp=a M- A5 T Trls
=3 Res T 1(3«3» 3ger-d.qulg”

Zakon zachovani energie a hybnosti 9, ')t‘ =0 zusfame v p\aTwosﬁ pokud kavxovnckq fenzor :Y nahradime
symeTrickgm Temzovem Q. kde Ql* =-Q.5” nebot o yQ Q=0 pak 3.7 %0
:Y(“ ax? vsu‘;m vavﬁisg.m. v

neni kalibradné
invariantni

Pro volné elmag. pole (bez 2drojit) mame Tp aA Aep.-étkﬁfl Po A@pFW OE%Fwé;

. VP N
PVlcTemm QQ_P_ (u ax@(At‘FvP)_ (Ag«.\'Fw*'At"avFo?)- t-t A Fev ziskame T v_FFt‘? F?v lu° E%F?éév
1.série Mawvell ©
Symetricky tenzor energie—nybnosti pro elmag. pole Tr“=t';('%eeFP? s E?vaGFM)

1Sy S Sa - ve vakuu
ME%C ns=5(ED+RB) = -}EE*« {-\,H hustota energie elmag. pole D=¢E

je kalibradné
invariantni

1

2
S=E«B hustota toku energie elmag. pole— Poyntingiv vektor —\ﬁ*j
3 DxB = S.,p-,,ﬁxH =48 hustota hybnosti elmag. pole =

St
o slozky ve vakuu
Maxwelliv tenzor napéti @ =-{ EoD+HoR -3 (ED+AEM ] @ =~ L& EcEy + bty -$8(EE S pa®)]

je Tenzor hustoty Toku hybnosti —jeho vadky jsou vekfory hustoty Jfoku jednotlivich slozek hybnosti

s

Pozn. U vektori E DB ﬁ,§,§ a fenzoru G na 3—dim. prosforu piseme indexy slozek pouze dolu zatimeo
u 4—vektor 4" PPAY W atenzor F T na Minkowskeho prostorodasu musime rozlisovat jejich
kontravariantni (molexq, nahove) a kovavnam’ﬂm (indexy dole) slozky ot
oo _ 22 B4\ 4 2 =24\ _ 4 = 4. TR hustoTa
T2 A P TP £ g R ™) = A B £2(8-8) -1 4(B-B)= fei dn = o

energie

Tt =%( %?GFO?FLG 1 %M.FMF—N)_ 4 (FoxxFLh)___( %_,\,( E"MB»=‘4—C L&QEkB‘Q:L (EXB‘ __ E ﬁ)

P*_-E = - AMBI Powhmquv vek’(ov g
. o .. . o - hustota toku energie
4 A - AO o -> 1.
T =F,(-3%F“"F3‘+%%*5¢F““) =& (-guF P -guF Pt ‘-6;32(5‘-\; )— P
. . . a ) 2 2 l..l,ﬂ"' °
<A (B bty eitme -4 B-E))-— & (- BEE; + (3 3mm Sim 5 BB~ £ 5 (8- 5)) =
e N ) \ Maxwelliiy
=-&EE +tuoBfBué’ia’ " 0B85 - 2 9 (» (8- c‘) [-£°E"Ea’ + Pty - 956 +t*°B =6 4 fenzor napéti
Lokalni 2akon zachovani energie a hqbnos’fi Pozn. ExisTence hybnostielmag. pole bylaexperimentalné
1) pro volne e\maq Po\e (bez zo(vojll a_l.pv aT =0 potvrzena objevem mechanického tlaku zareni (Lebedév 1849)

Yl
()]
% = j(cu.;) 2 gi =C (gk—f*'diws)=0 lokalni zakon zachovani energie

ATY_ 9(cgy) , OB

3¢~ och ok O lokalni zakon zachovani hybnosti .z e hustora
2) pro soustavu nabitich Sastic a elmag. pole \ze odvodit 2 T —-J kde 4" F%,=| “e Lorentzovy
5T A 25, 5 e 3- Elyisily

oo @
A a(c,g C ax —(éI+d"”s) ) E ¥ (Poyntingova véta) <K"=1Fbuv)

OT_ (€90 , 98 _ _(oR . L R =_J* 3G
v _ alch * ek (@E*Q‘XB),;—’J Srovnejte s pohybovou rovnici kontinua. (?a £+——*«!)

Maxwelliiv fenzor napéti umoiiuje spocifat silu, kferou elmag. pole plsobi na maboge v daném objemu, ve
stacionarnim pripadé elmag. pole ——%— 0 mame dG**__J a odfud S&dv-- ;4



