TEF2 —Tenzovovg pocet —Tuhé téléso  —Mechanika Kontinua —sTR —Elektromagnetické pole a viny

Pozovovani/Experiment Hypotéza/Teorie Visledky — Inferpretace  Porvovnani s vealifou
Méreni Model + Matematicky popis (Math.)  Predpovédi ovérovani/ vyvraceni

Fyzikalni veliing  velicina x = {x}[x] Je hodnotou {x} = skalar, vektor, tenzor,...

a jednotkou [x] = slouzik vztazeni veliding k realnému svétu
lafina: scala=¢kala, stupnice, scalare =¢kalovat  vector=nosié, vehere-nést tensio = napéti, tenere-driet, fendere-tahat, napinat

variare=ménit se, contra-proti, co=spoleéné s

Zakladni fyzikalni jednotky SI — jsou definovany pomoci stanovenich hodnot 1 zakladnich konstant
Sekunda s (&as) je doba trvani 4142 ¢31 10 period zaveni, které odpovida prechodu mezi dvéma hladinami
velmi jemné strukfury zakladniho stavu atomu cesia 133 ktery je v klidu a pri feploté absolutni nuly.
Metr m (délka) definovan fak, aby rychlost svétla ve vakuu byla ¢ = 299792458 ms—?!
Kilogramkg (hmotnost) definovan fak, aby Planckova konstanta byla h = 6,62607015.10 34 kg m2 s~!
Ampér A (elektricky proud) definovan tak, aby elementarni naboj byl e = 1,602176634.10~ 1A s

Mol mol (latkové mnozstvi) je definovdn tak, aby Kandela cd (svitivost) je definovéna tak, aby svételnd
Kelvin K (termodynamickd teplota) def. tak, aby Avogadrova konstanta N4 = 6,02214076.10®mol ™", w&innost monochromatického zéafeni o frekvenci 540.10'2Hz

Boltzmannova konst. k = 17 380649. 10723 kg m2 S72 K—l . Jeden }nol ()1)5::1111:]«3 pljo,su(‘, {NA}u elementarnich entit byla K.4 = 683 cd sr Wl = 683 1m WL
(atomu molekul, iontu, elektronu).

Tenzorovy podet

2akladem je vealng vektorovy prostor Y koneéné dimenze me|N na kterém budeme definovat veliging.
Tuyto velicing maji reprezentovat objekty v redlném svété a proto jsou nezavislé na volbé baze (baze
reprezentuje volbu souradnic, které zavadime pro jejich popis). Budeme tedy zkoumat, jak se méni popis
velidin (slozky, souradnice) prizméné baze (T). pri Tzv. pasivni transformaci)

Baze prostoru Y matice prechodu od baze § k bazi §
> - T _ = = = i N i T ¢ - -
=2, L) E=(4,. 0) |[L=L3;| ¥R g-(s J)= 1= (&), (&), ) € GLim)
formalng € =€8 E&: E; ($.4)'7,®l ViR =14 sloupec matice $-S - (ﬁ.'))e
1) skalary Aem A=h objem, hmotnost, naboj, energie, prace, teplo,. ..
2) Vekt ~ ~y o $~4)*_ i el rychlost, zrychleni, hybnost, dipdlovi moment, ... x-o s
) Vektorg FeV | R2=(3 Tun E® Y omtvavariantni — Transformuji se profi 2méné baze v \4
- . = ~ 1 > ~L = A . A~ 1 -4 & — - - N‘ - K’-‘
R - W <P LSy = et 8 |69 wesor @t @y
. . . . = QA
(5= (57, 855 = (SO, fd = (1, 36 = s = Rl = $7(®)e

Dualni vektorovi prostor YT k prostoru Y je vekforovg prostor Y*= {g“-V""R\d“A'L Lrwarind § = L(VR)

=1y vadni ] on3 43 i 7 ,;..-‘-_/'\/1?3
i—tg sou’vaolmcovq, fu»f\kcloma\ v &loazl £ 2=0r L(F)- 3= L4
2% = 21 (F) =0% 2TV = o3 3 = % Dudlni baze g¥=(g", .., g") k bazi €
Funkcional sweY* v bévzid g_* eog(i}):dggi(i}) =y 53=0U&- (ou)zs S CORRY (g\e‘# = (0,....Un)
i~ = souradnice a
<°£=d~’;£=dd;£ , -~ - - i - A ;// ~
< < vbazi g* &= op (L) = Q(QASJ\:§(1L)$6=QJA$S (g_l\g,s&,,...,wm)

Kovek’fo:q 3= . 52‘ V}eﬁ\ linearni funkcionaly, 1—formy, obecna hybnost, ...
wey ¢ 4 kovariantni — fransformuji se stejné jako baze v

zména dualni baze \é‘? FB 2= F(E SN =8 TR 24 = (59, 05 28 - S22 | cortvavariantvi

2,292, |
. IR Tansroce Aesttom =~ BRIV RO ¥ epew LA, 1Y 2 Al
A= ST = (o ™ A LN\ e =t =
P . $ _ (3 O) $ { :(% q) N "5"5‘ ', ‘ EE;“ R S M= [A ]13 = <’éi»A(’\;)> [fo];x =LK ,A(?‘)ﬂ) = {x AR (IA&‘A(K,»- My
r =\02 o 37 ;‘31= 43t ‘Qzﬁu | | R L Konvence: souradnice vektoru v bazi B piseme do sloupce
7 )* \ 24239, slosky kovektoru v bazi B piseme do radku.
|




S (B) = o 2 (T = oo 25 = st 8y = oot = 4, By = (n (R, = b om “‘ W

L)V =R je nedegenerované bilinearni zobrazeni (jednotkovy tenzor)

Vekforovy prostor VY koneéné dimenze a jeho dual V¥maji stejnou dimenzi a jsou Tedy navzajem izomorfi.
Izomorfizmi mezi nimi existuje nekoneéné mnoho aviak 2adng 2 nich neni nijak vgznaéng (kanonickg) —
“nezavisly na volbé baze*, proto tyfo prostory nelze bez dodatecné definvané struktury (napv. skalarniho
soucinu nebo nedegenerované bilinearni formy na y) jednoznacné (kanonicky) zfotoznit. Prostory a jeho
druhg dual (v**)iz 2totoinit lze, nebot mezi nimi existuje kanonicky izomorfizmus nezavisli na volbé baze:

&:V—’(‘Jﬁ)* definovang vatahem {(7\?)2{1 =pu(%) VeV obdobné lze 2totoznit
o \JUWE
2totosnime, tj. polosime 3—5&(3) pak {0, N =9\_J(R'ﬂ=£(mg_J = M) =< B, > \\//“:._;Yy*'“

Zatim tedy mame pro popis velidin k dispozici nasledujici ob jekty:

aweY® W V>R (@ =4, B> | linearni zkonstruujeme linearni zobrazeni kieré bude
ReVay™ BV'>R Ble)=(Bw) 20brazeni zobxfgzova’r/wce vektori a kovektori soucasné
do R multilinedrni formu — fenzor

AreR Arp— AeR

3) Tenzory

Tenzorem T Typu (Q) na prostoru Y (kontravariantnim radu 4 a kovariantnim radu ) nazgvame multilinearni
(linedrni v kazdmém argumentu) zobrazeni T: V4' =V xVeYE. V" —R ¢islo b+§ nazgvame

) v .,
G —krat  pkeat vadem tenzovu T
Slozky tenzoru
Tenzor T je linearni zobrazeni a proto je jednoznaéné uréen svgmi hodnotami na bazi prostoru V°r které

nayvame slozky fenzoru T vahledemk bazi €. Tenzor T fypu [4‘\) na prostoru dimenze mma mt*¥ slozex
T‘“ é" T(Z,,... ,0,_,, 2. l“) VoA ijn- 5 €M kieré se piizméné baze g —>§ A.:E;$pl
prvek baze prostoru v§
Tvamsfovmujl podle vztahu

T T(E, T 2B TGN, B, 8, 6 5 20) =
= (S")s‘z ( '4)3 T(ﬁh’ Qj‘?) ,ﬂ_!f) S‘hi 3‘&&?: (5")3494 ( 4)”1‘ '—::: £ $“’~1 31\‘;

P?. moment sefrvacnosti T, = §\°m(x:653-x3x&)dv elektrickg kvadrupolovy moment Qa-h’-§(3xa’x,§-§é*x;)9wdv

Pozn. existujii dalsi Typy velidin, napriklad 4) Tenzorové hustoty
Tenzovova hustota T typu (zﬁ vahy NeZ e velidina veprezentovana (v bazig) mr Yrealngmi Sisly 31‘ 5y
tzv.slozkami, kferé pii zméné baze %=1,85 Transformuji predpisem

Reprezentace grupy G na vekforovém prostoru W je homomorfizmus grup

2: = (d‘A_ $)7l (SM)S‘& . ($'4 ¥ 3’;:" 4 3“’2‘". S‘e‘? Q: 6 ->CLIW 2 6 do grupy GL(W) reqularnich linearnich operatori na W.

9# Velicing |ze 2adat i jako zobrazeni ¢: Bv) —> (W, @) 2 mn. vich bazi na V do
tz2v. prostoru komponent spliujici 4"'“8 =Q(g4)ed kde RgE =£S
Tenzorové operace ¥Een(Y)
Scitani tenzoru stejného Typu (!;) a nasobeni ¢islem o.e R — po slozkach .
- - - - - { A - L 4 NiéY Vie@
(T"'Q’R)(N},. . M%d" . d"') = (N4. M&}\d’ . d"')fG\R(M.---\/"ty‘Q.---,Q") v-g{j,évﬁ Vééf
‘.4 .
ve slozkach (T+0LR)“” é’ "Té ’ &RM é’? TN O SRS VR
Mnozina véech tenzort Typu (f}‘) naV fvoii vektorovy pvos’fovT{‘(V} dimenze mt'Y
To(W) =R skalary Tiv) & @ivy) 2 @y linearni operatory nay vebova y*  T@eTim
TeTHy) slozky vekforu
1 ~

TV =V* kovektory — T3(V) bilinearni formy nay

= )= 7 0N =TT 0 ashay = . T2 At
T =Y*"=V vektory TaWV) bilinearni formy na y* T @) =T L w;2) = T, 0y = 0y Tin" €R

slozky kovekforu T(., & e T7 (V)



Tenzorovg soudin je zobrazeni @: TEW)xTAV) -*Tii’:,(v) definovane predpisem

(T@ R\ ( Bﬂ N‘H-b) dl‘ d)%’") = T( [?)’4‘, B",‘?—" 9;,4‘ ). R(/G%“ M?*p‘gfa*l. 3 2{«-’! )

Vu:eY Vxea,m
V'dv*é\l* Vé&fd!‘(
ve slozkach (T®R\5" dgom —Th 5'1\ Rt dpon Vi,

. . - e/\
A?’A A?H A?*A "'L‘VA "B“'"’a"’u m
—Je bilinearni, asociafivni, mekomu’(ahvm

«~— homogenni prvky
Pozn. Vekforovy prostor T(v)= @ T“(v) fvori spolu s tenzorovim soucinem (rozéivenim pomoci linearity)

@ TV TV~ TV asocta‘ﬁvw algebru nazgvanou fenzorova algebra vekforového prostoruy.
PP, Vnéjsi soucin pro 1—formy @'a g% = 2’0 @ - e g

Kontrakce tenzoru je zobrazeni C:’=Ti;(\(\—>Taf.4(V\ uréené vgbérem dvou pozic o.eé} Lef

4 S = & vaf - —s Aoeeee Y
T—CT = Z;,T(""fﬁ"“"“'é_"“) (Rl iy = 5»- -\- e *

Tenzor se nazgva symetricky (anfisymetricky) vzhledem k dvojici argumentu nebo molexu J(e\noz Wpu,
pokud se p¥i jejich prohozeni jeho hodnota nezméni (2méni v opadnou). T e = =T = =T I

TN

Te=li tenzor typu (g)mebo (f;) symetricky (antisymetricky) vzhledem ke viem G, antisym. =
dvojicim svych indext nazgva se uplné symetricky (uplné antisymetricky).

Invariantni fenzory  Bud Gc BL(m) podgrupa.
Tenzor T se nazgva G- invariantni, pokud se jeho slozky neméni pri 2zméné baze ,?;:l: $‘; Y36
Tf: -Ta‘ “ Pozn. SOtm)—invariatni tenzory se nazgvaji izotropni tenzory.
Je—liz2 komex’ru zvejmé, o0 jakou grupu G jde, pak misto G -inariantni rikame pouze invariantni. Napv.
v mechanice je touto grupou grupa orfogonalnich transformaci v STR Lorentzova grupa a 2de GL(n).
— tenzory nultého vadu (ska\a’m) (& By=aunt  Th =§x__\.g‘ vySisleni fenzoru na yekTovegh C'T= mo=dimny
L < + ’ akovektorech nezavisi na bazi! !
— fenzovy prvniho vadu (vektory, kovektory) — pouze nulovy
— jednotkovy tenzor f{\eT:(v) definovang predpisem (8,g):= gu(R) 1= 5; 2 =5 ﬂi@i;
je (a% na nasobky cislem) jeding nenulovy invariantni fenzor 2. ¥adu
— mocniny jednotkového tenzoru a jejich nasobky Gislem o1 (a dale permutace a lin. komb. a8;S7 «pdidk )

Tenzory 2.¥adu — |ze vzhledem k bazi § reprezenfovat maticemi M S M= (M),
Bilinearni formy (bf) ¥ na M = My 2@ g5 e To(V) M=(M; (M(!.,,,R ))efR

u matic jejedWO 2da puseme indexy

- . - . N - = SN . : T -

M (AR =M(M‘,Q;_,N*lj) = a0 M(fg,ﬂs) ='U:I°AM,;5 = M/;'zﬁé = {/U)g M {N)£ nahoru &i dolu, zalesi pouze natom,
, . . , . . ktergzindex iaktery hg

Pomoci bf M mizeme definovat zobrazeni M,:V-»>Y*a M_:V->Y* predpisy ergzindexi je pruniaktery drung

MRV = MRS o kferé kazdému vektoru f viradi kovektor M{R) = M(B,)
MRV =M T RV P M) = M(., )

Na koneéné dimenzionalnim prostoru Y plati, se je—li jedno 2 téchto zobrazeni izomorfizmus, pak je
izomorfizmus i To dvuné a bilinedrni forma Mse nazgva nedegenerovana. A M, je Transpozice zobrazeni M,.
Bilinearni forma MeT:(y) je nedegenerovana, pokud M(&,&)=0 VeV > &=0 T). dekM=#0

Zvedani a snizovani indexit — pomoci nedegenerovaneé bf |ze ztotoinit prostor Y s jeho dualem Y™

S5 =M@) =MB) ay-= Ml(m)ﬂ = MU, ) = M(T, 153 = M(L,, §) b = My o snizovani index
ev”
: 3§ 1= (M) | : ici M=(M.) Pak MM M. =8  dul(MM)30
Oznacme M%:=(IM™); prvkyinverzni matice k matici M=(M) Pak M™ My =35 MY+
a M*= M¥Z,0Z,€T,lv) Je nedegenerovana bf pomoci niz dostaneme wo* = MM, zvedani indexi

.oy LIS . o o
Po ztotoinéni V s V nazgvame ay; kovanavﬁmmu a p* konfravariatnimi slozkami vekforu %

Obdobné pro tenzory Mu‘TA mch -T R =M" TA M prizvedani asnizovani indext musime zachovat jejich poradi
2a tedkadole pred j Fika, 3¢ | je a3 2. index



(Pseudo) metrickyg Jfenzov% na\ je nedegenerovana symetricka forma 4ET5V) Q3= (8,5 9is =9
symplekticka forma wona 'V je nedegenerovana antisymetricka forma coeTSy) ol B)=- co(, &) Gy =0
Kaidou bf M =Mj3£‘®‘nj €T 2Ay) lze vozlozit M=M> MPna symefrickou MS=—;_-(M,§-+ M) 2o 2 = M(m:g‘@gj
a anfisymetrickou cast MA=_2_(MA_§_M3‘)£A®2 - Mm&;@g
Pro katdou symetrickou bf M*€TTW) existuje (polarni, ortonormalni) baze \l, ve které ma jeji matice tvar
Ms=(Mf’3\= chwk(A,...,J,-'f,...,-/l,0,...,0) e A+ A= s=0 - nedegenetovanost
n A A

A+o 40 - pseudomelricky fenzor

Kanonicky tvar mefrickeho fenzoru 9‘=(9‘5\=(7‘3)=(w4‘,""'4'-i;5:£4) A=0— melricky tenzor (skalarni soudin)

Pozn. Pro kaidou symplekfickou formu o €Ty} existuje baze, ve kferé ma jeji matice tvar wb=Ji= (0 1,
Symplektické formy existuji jen na prostorech sudé dimeze m=2» 4,0

Pozn. Ke 2fotoinéniy av*se poutiva symplekticka forma go v Hamiltonovske mechanice a metricky tenzor g
v STR a Newtonovské mechanice

Orientace vektorového prosotru

Baze £ a £ = £8 vek.pr.V, jsou navzajem orientované sounlasné (pokud duh $ o) nebo opacné (dak § < 0)

OrienfaceV, je zobrazeni ¢, kieré kaidé jeho bazi € priradi Sislo £4, fak te V¥ $€GLM) o(ES) = ﬁf‘ﬁlc’(&)

Baze £ se nazgva kladné orienfovana, pokud o(§)=+4 nebo zaporné orientovana, pokud o(€)=-4
OrientaciV, lze 2adat vigbérem nenulové n—linearni uplné antisymetricke formy O e TalV.) tak, se 2a kladne
orienfované baze oznadime ty pro né: O(L,,...,X,)>0 azaporné orienfované baze 1y pro né? g(i,..., X, )<0

Pozn. Realny fyzikalni prostor mechaniky neni apriori nijak orienfovang a jeho orientaci je pofieba néjak
7 2volit (napriklad vibérem pravidla prave &i levé ruky). Zakony mechaniky jsou Otm)—invarianni.
% V prostoru R™ se standardné voli orientace Tak, e orienatace jeho standardni baze je kladna. Teho
orientaci pak fyzici pomoci souradnicového izomorfizmu prenasi na v &ims jej orientuji podle toho
jakou si zrovna zvolili bazi, zda pravotodivou if%% ¢i levotocdivou 331\&31 —jejich baze je tedy

v . , v . .o s v , - . v .
vidy orientovana kladné a inverze os neni jen %2 ménou bazeyale % i zménou orientacey

A&koliv se Tento pristup fyzikit jevi jako mafematicky hrubé nekorektni (viastnost prostoru zavisi na vibéru jeho baze?) je docela prakficky.
Umoziuje jim Totiz v mechanice rozeznat pseudoveliding nejen podle jejich chovani pii aktivnich v, ale i pri pasivnich tr. (piikterich by se
jinak transformovali stejné jako obyse jne velicing) azachovat Tak do jisté miry dualni charakter téchto transformaci 2 grupy ogm).

Naprikla pro vektorovy soudin na prostoru Y, pri akfiviim zrcadleni §@)=-& mame  (S&Ix(SE) = (BIx(-E) = gnk #-(@8xL)= S(K»\E)=S(E)
co? znamena, e zvcadleni nezachovava orientaci (* nekomufuje s vektorovim soudinem* ) a neni fedy symetrii orientovaného prostoru.

Z hlediska velicin to znamena, fe visledek vekforového soudinu je pseudovektor. Zatimco pasivné pro vekforovy soudin c‘=£,pa;ls

v pravofocivé orfonormalni bazi € azrcadleni &;=-a; mame —E‘=i*..h(-&‘.\(-];’\ =£%’c‘ija- afedy EA.=—£%'6'J; v levotodive ON bazi € =-¢
co? znamena pouze to e v levotodivich ON bazich plati pro stejng vekiovovu} soudin jing vzorec. Pokud viak prizrcadleni soudasné

se zménou baze £ > ~§ zménime potajiiorientaci prostoru s -g dostaneme stejng vzorec &= EMKAI& pro (fed ale ji% jing) vektorovy
soudin i v nové bazi € abudeme moci fvrdit, e slosky pseudovektoru ziskaného pomaoci vekforového soudinu se pri féfo inverzi os neméni.

Chien Wu (1956 ) — pozorovala pouze pravotodiva anfineutrina pii betarozpadu kobaltu  wCe—> SNk +Q7 Y+ prekem  poruseni parify

Pseudotenzory
jsou tenzory jejichi definice zavisi na orienfaciora To tak, e pii 2méné orientface o~-o 2méni znaménko
napr. velicing definované pomoci vektorového soudinu (ten zavisi na orientaci) 8.,--8, B =-B,
uhlova rychlost magnetickaindukce
Inverze os (parita) — je jako pasivni Tfransformace (vzhledem k vise uvedenému) prechod od baze
(ve fyzice) £=(Z, 8, 0,) k bazi §= (-8,,%,,---, ) spojeny se zménou orienface prostoru o —-a
— narozdil od ostatnich GL(n) transformaci ji nelze vealizovat spojitgm prechodem
Afinni prostor
je uspovadand trojice (A,9.Y) kde A8 Je mnozina bodu, V je pridruzeny realng vektorovg prosfor a
. AxA—Y zobrazeni spliujici 4, ¥a,heeA Qo) +pRer+plca)=0
. 1, YoeA A @AV @i )=6%,.) J?na&o.
Znadeni: dimenze A diamA = dimV je=lidimenze n mizeme ji vyznadit dolnim indexem A,
Y= Z(AV=A zaméreni afinniho prostoru (volné vektory) Wb = ol =R, = k-0 |ze odéifat body

YoeA ¥ReY T, beh R=@ M) =¢l,b)=L-0 = b=E ) =:0+R lze pridist k bodu vekfor



Pr. linearni varieta (A5+Wo,W) , A3eY, WeeY vektorovg prostor (V,0v)

Afinni (primo&are) souradnice bodu ke A v soustavé souradnic <o, (Z,,.... L) jsou |x‘(k) = 24(%-0o)
Q=or(fb-a)=o+ Bi(ﬂ:-c\z pocatek e A £ baze Z(A) R
) polohovy vektor bodu & (vazang vektor umistény v pocatkue) (‘ﬁ(ﬂ,\\f(;m)ﬂemm

usporadana n—tice

Symetvie prostoru A — transformace (bijekce ALS A ) které zachovavaii jeho viastnosti
- afinni zobrazeni &;A - A fakove, ze existuje Fe (A R) a vhe A¥Seh plafi {(Lff&] = <f(Jl:)*'F(r«?)
-5 hec)= 1+ h-e) = fl FIRID) <> K00 = Kif)+ i) el (F5)=F = Fe GLGm) > 117" 91472

"
) ) Alf(m) =R % GL(m)
XU =2 f-0) =2 (Jlovib-ai-o) =2 (aT-5+H0-01) “£lflr-ot+ £ (FUh-0) = Xta+ £FRWEN = X o) LEGN A=Kl FiRb {5110 lace linearnitran s 1(‘ ormace—grupa & L)

(IF %, (f{(j - (rFx +x°) grupa franslaci — abelovska grupa (R™+) % polop¥img soucin grup
G 4 4

Krivodaré souradnice
prosté zobrazeni ¢: O »R oblasti fLeA normovaného afinnino

------- TR Xk
prostoru A, kleré je spolu se svgm inverznim zobrazenim spojité

N ‘ Gt

- “3,(.@:) 1& =ﬁ(x\

Prechod mezi primocarimi (afinnimi) souradnicemi x*a kiivoéarymi )
% %’ 4) ‘f‘

’~

souradnicemi je dan m funkcemi §4. R~ R Tridy alespoin ¢? dangmi e
predpisy XL:i‘%“i‘(g‘.---s'aM) Fienm kde M[%\*O na p(n) = a.augir(xh%&(x‘,,,_‘ Q)

Protoie zobrazeni & nenilinearni a globalni, nejsou souradnice y& slozkami vekforu ale pouze prvky
usporadane n—tice N :(94,...,;8'“)" a mimo argument funkce je budeme povaiovat za jednosloupcové matice.

yeR™jsou sice vekfory v R ale jejich scitani nedava (diky lokalnostifL*Aa nelinearité zobrazeni ) 2 hlediska piivodniho prostoru smysl
— séitat lze slotky vektorti, ale ne souradnice bodu:

A -Ta souradnicova plocha §.beA | %k(ﬂ,)ﬂzk(ﬂg)--;aﬁ} jdouci bodem £, je nadplocha na ktere je yh konst,
& -ta souradnicova krivka § LeA]| }a‘.(b)ﬂa;‘(ﬂ,o\:»zi, Yiemuiats e ?v&mkem m-4 souradnicovich ploch
P RN g =g i b g ) Tz L) L= o+ X () L e A
Teéné vekfory k souradnicovim krivkam tvori v bodé 4 kovariantni bazi €=(Z,,..,Z,) zaméreni Z(A)

Loye U2 i PO -1 _ L X el - X)) 7 - Xty | = = OXod' | 2 R > i B
jh(o} dat o T»0 T - 'g-t,g\ T 'Q" - F&\oﬂi - a)a.h I%-:Z, = a'ajh “’24 = ,Q,i $*&.\ —14&

~ = lokalni primocaré souradnice"
Tacobiho matice transformace x=Ray je mafici prechodu od baze & k bazi € $"k(,a\ v

Obdobné lze pomoci vinéjgi derivace souradnic wR: A= R definovat dualni tzv. kontravariantni bazi

~ ~ L ki
Te—li dan skalarni soudin, lze kovektory dualni baze ztotoinit s gradienty k souradnicovgm 4&3 = d'*k)g: %ISXA ;: % R,‘:‘Q'
plocham a jsou=li souradnice ortonormalni jsou Tyto gradienty pravé fecne _vekTow, k souradnicovgm krivkam. (SA(M)* ‘
Nékdy se znadi T = g;] L= dx‘l *
Tenzorova pole o b

Tenzorové pole Typu “t) na afinnim prostoru A je (zpravidla hladké) zobrazeni T: A— T;‘(Z(A\), kfere
kazdemu geA privadi TemovT(MeT;‘(z(A\)

Transfrormace tenzorovich poli pri 2zméné souradnic slozky fenzorového pole v souradnicich

Qi Thf o ™ i ox =X YRS N ) %R Te
X X RO-R) $g dusso vy TEE - (F) (@ TS0 G- (5
skalarni M A-R /‘Fn(;ﬂ:"f/‘(x) = predpis pro transformované pole '\’F\(;a\ﬂ‘f‘(i(g\)

X 573‘21 5%-"
,I ¢
)k'.'
ferted” vektorove F: A= Z(A) ’F:‘('a\ = (%%;)Fé()() Vietw (]?('é\)g - $‘4(F‘(X))e

Pr. vozloieni feploty, hustoty, skalarni potencial, silové pole, fenzory: napéti, deformace, metricky, elmag. pole

Transformaci souradnic S: XY nazveme symetrii fenzorového pole T pokud plati Tf:::i';(g\ =-Tf::'_if?(ré\

1). jeho slozky jsou pred i po transformaci stejné funkce a pole je vidi téfo transformaci invariantni.

Pole Vv souradnicich

Napi.  Transformace  skalarni pole symetrie vektorové pole symefrie
=A = ~ ~ Lp~ i $ X GI‘L >
HTHO=S0 oo = unyi T0y)= (%) FRon=Fp = F(y) = &P

oznaéme %%=($"Y,; V(S = U(x) Fisw) = (87, Fi




Newtonovska mechanika —plati pro rychlosti vece (jinak STR) a dostatedné velke rozméry téles (jinak kvantovka)
Absolutni Eas — univerzalni parametr, véude stejné plynouci, spojite, rovnomérng, jednosmérng

AeR a jednorozmérng, nezavisly na pohybujicich se télesech ani fyzikalnich jevech
Absolutni prostror — soubor mist, kde se mohou nachazet hmotné body, homogenni, izotropni, 3—dim. a
(Eg,(f.(Eu%» eukleidovskd, neni ovlivnén prifomnosti téles ani fyzikalnimi jevy které v ném probihali

afinni prostor se skalarnim soudinem a-E=g(a,Z) 4eT2(E) (Je pouze pozadim, na kterém se tyto jevy déji)

Pozn. 0d absolutniho prostoru adasu (objektivnireality) Newton odligoval relativni as viimang (méieny) jako dobu néjakého pohybu
(napr. periodického) arelativni prostor uréeng viimanim (mévenim) vadalenostiavzajemné polohy téles — zarodek vataing soustavy
NewTfon faké rozlisoval absolutniklid a pohyb (vzhledem k absolutnimu prostoru) avelafivni pohyb vzhledem k ostatnim télestum.
Naproti fomu Leibniz zastaval nazor, e prostor nemasmys! jinak ne jako relativni poloha téles adas jinak ne jako relativni pohyb téles.

Symetrie eukleidovského prostoru
—Jako aktivni transformace jsou afinni zobrazeni zachovavajici vadalenost bodii 9la )= Ih-ol={ib-o)(h-o)

Pla )= ?({m,{(ﬂm = |i{(£\—4(cqﬂ=ll Fib-oM=\F(b-o)-Flh-0) = Fe ®(E) Je ortogonalni operator i
I,=¥(£)=((0'+(L-cr)) =4(a’)+ Fib-s)+0-0 =0+ F(h-o)+ /{(o-)‘cr =g+ F(ﬁkhﬁ{,,, “~1ranslace «\@ 4
- —
. . Q. . i
x‘({(L\\= )(‘(4(5\\* F ;X‘UL\ kde £F£=(IF})= FeO@) rotace a zycad\emh :

. .
Eukleidova grupa E(3)2 R*x 0(3) ¢ A&gm LR

maticova reprezentace (\E_T §°)((§)£)=(F(R)§J°) e Rt

—jako pasivni Transformace zachovavaji metrickg fenzor 9 (vzorec pro skalarni soudin) a slousi k
prechodiim mezi preferovangmi (kartézskgmi) soustavami souradnic a profo se typy velidin v mechanice
obvykle klasifikuji podle Toho jak se jejich slozky méni pii geay-Transformacich

pokud je dana orientace, pak FeSO@)

Kartézska soustava souradnic (KSS) {o,€=(L, & £)p £ je ortonormalni baze (pravotociva x levofociva)

skalarni soudin v KSS a-Z=3(a,E)=5‘~&a‘-,Q.é=o.‘L ). mefricky fenzor ma v KsS fvar 9is= 8 %ﬁ(%z?:)
diky Tomu jsou v KSS kovariantni a kontravariantni slozky stejné w‘:g‘.&m:éi&ws:ﬁi navic kovektory a

vektory jsou pii g@)-Transformacich nevozlisitelné a proto budeme v mechanice psat viechny indexy dolu

Prechod mezi KSS 0,65 =~<G=0+n5 E=E£8)> $e0@) souradnice ii(m=($'“)i5(x3(ﬂ,\—x&(‘6\3=$3'(Xﬂ:\’X;(‘Eﬂ)

Vztaina soustava —tuhé hmotne 1éleso viuci némuz popisujeme polohu a pohyb zkoumangch téles
+ metoda méveni dasu (obvykle pomoci periodickych jevii — hoding)
+ KSS je)iz pocatekiosy jsou pevne spojeny s Telesem (Tuhé mérici Tyce)

Kinematicke veliding — definované vzhledem ke vztazine soustavé reprezentované kss 4o, (X, 8, %, )

polohovy vektor f=l-o =)(A:Q: ('ﬁ)i:x relativni poloha ﬁlc = ﬁb' Re=A-o-(c-a1=4-c

okam3ita rychlost =7t =x.1, (B),= X yohlost g, =M,- 8, B A
R [ e o> ay | 2, =0,-8 A‘

okamiité zrychleni G=F=R=XI (D)=X zrychleni g, = Gg-ae E

Vztainé soustavy budeme reprezentovat pomoci KSS v afinnim prostoru. Dilezity bude velativai (vzajemny)
pohyb téchto soustav (nikoliv jejich pohyb vici prostoru), proto p¥i prechodech mezi nimy budeme vidy
brat soustavu ze kieré prechod popisujeme za nehybnou a pohyb druhé vztahovat k ni.

1.NZ Téleso (hm. bod) na které neplsobi viisténe sily (pravée sily u ktergeh lze urdit plivodcee) se pohybuje
rovnomérné primocaie Tj. v KSS pro néj plati  x (hy =y d+xy = fulb=ns,, & KUy=0 v ¥
Inercialni vztaina soustava — soustava v niz plati 1.NZ (1). pro bezsilové hm. body §(4)=0)
napv.spojena se stalicemi, spojena se Zemi (je pro déje s Trvajici << 24h)

Transformace souradnic mezi vataingmi soustavami = (R@)), — X=(Rb)lz (L) = R - (&)

o, (L,7,,5)> 7‘&""%&("3‘ %;(3)) Tde—li o inercialni vetainé soustavy, pak musi pro
(5(”'(@1‘@“,@1\» X = §(x- x(®) /$. kazdy be.zsﬂo.\_/u} hm. bfaol platit Xwy=o0 <= k=0
G =0+i30 $X = X~ X(3) /aq =7 ¥XX  BX+28X=-X@ = X =0 $U=0
2 ok - Ly e d N = WA+K. BNz GeWA+ X pocatek se pohybuje
,Qi(,i\ =g $i(/{) X + X = X -X@) /ﬂ RSUY = WAL, GUby= oWl X, rovnomérné primodare

Sy ec3) $X + 255(- + 5;).( =X - X@) $=konst. j; =Z«‘$ij osy mohou byt natodene, ale neotadise



Galileiho transformace <{o,£>— (&=c+\>’<7,{+f,,§=£$> Galileiho grupa  Gel(3)2 R*<E(3)= R* x(R>x (7(3))

K= 80 (x5 - wid- %) f"nE(](Br)R3 y Maticova reprezentace pro aktivni Tvamsfm(rrén)ace
o~ 3 Mo & A=
T-A-A, ek S o (x)_[sxewdox) UL
T X=(R), X=(R) SLANAT A e R
ai = A o0 ! $€06)

Galileiho princip relativity — zakony mechaniky maji stejng fvar ve viech inercialnich vztazngch soustavach.
— inercialni vztainé soustavy nelze mezi sebou rozligit mechanickgmi experimenty v nich provadéngmi
— pohybové rovnice uplné, izolované mechanické soustavy jsou ve véech inercialnich soustavach
navzajem ekvivalentni (maji stejng system veseni) jsou tzv. invariantni viéi Galileiho Transformacim

Kovariantni  — viechny &leny rovnice se transformuji stejngm zpisobem vehledem k uvazované grupé
tvar Transformaci souradnic, véechny veliding se Transtformuji uréifou reprezentaci této grupy
rovnice — vovnice zapsané pomoci Tenzort (nezavisi na volbé souradnic)

2.NZ Zména pohybu je umérna viisténe sile a nastava ve sméru primky, podel niz sila pisobi.

v inercialni vztainé soustavé vekfor vektorovepole  diky zapisu pomoci vekiort je o3)-kovariantni
;;*C:J(ij“f ~mi=F « :J;Te”a malh) = F’(L(,nl,{) navic je Gal(»)-kovariantni, meboT prn Galileiho
s , -
Tokam3ité zrychlen skalar pro jednoduchost tr.§ = konst. $X =X-X@ > Tl R-RE)
m setrvadna= m gravitadni — princip ekvivalence 0TR  neuvaiujem sily RE) = A+ XYy =03 3= dey,vacg v riiznich Vs

24vislé na rychlosti a tedy v @ Ey mastejng tvar M\&(LFE(L(A\,A)
v neinercidlni soustavé m¥ =F +Z, 2danlive (setrvadng) sily
m%=m[§X +28% + $%+ @] =F =8F /§=8'  5=4 /3 $8+85-0 §5--5%
mSSX +m2 SEX +m X + mS k@ = $F =F &7 =(-88V = -§5-§5=-a antisymelricky
Antisymetrickemu fenzoru 2. vadu na B, lze privadit

pseudovektor (pomoci tzv. Hodgeova operatoru)
predpisem (v pravotodivé ON bazi) & &= &, &ﬂ&

/m'X" =ﬁ—ﬂn§5i(&) -2/m$r$5‘(' —m§$i %*

oznacime g5 =-$$ tenzor uhlove rychlostiv bazi &

jde o matici, mélo by se psat &3 532(*’ i’z)! ay,-n-jg 259&-0-* 2..0.1
Uhlové ryohlost slozky pseudovektoru ~ (an)H & = (_?.d wc‘:‘ cc’:“) ?ﬂg‘?ﬁ:;?ﬁka
Ao ~ . 4 . ~ N OJ“ = 42 o
n, ’—'1 Eijo O = %£1AA($$),, thlove vychlostivotace &8y &Sy W3 -0, 0/ nezavisle prvky

Viéi soustavé de,€y v bazi €

Pusobeni antisyumetrického & Tenzoru na slozky

upravime leny rovnicex: -m$ K@) = ﬁ Sefrvacna sila lib. vektoru 003'3,, %ﬂk‘af‘%‘,ﬂggr‘(ﬂxq)
~ o § Manlcove Tenzorové — metricka forma objemu:
_2/’n$$x 2m CI-’? E COVlO\lSOVE\ Sl\a - - uplné antfisymetricky tenzor @eT 5(E,)
e o ara o e we o e T e u,a = -_(L,Ja Kler na pravotosivé ON bzl 0L, L, ,)=4
$$=($$\-$$=-w- $555=-+5585=- +& fxg-g'l.,008,5.)

~
P A =

~mBSX =-m(-S + )X = mSX-MEOX = ~m B kX - m A« X)) = R +F, Eulerovarodstiedivasila
#Vektorové mB =T - m&,-mm2 B« - mExR- M al T aR) = F - s - B - -mBa. PO ((Ea)fz e=dl

€),=€=0

. , , . . (3

Symetrie Newtonovich pohybovich rovnic mi*= PR
Symetrie systému rovnic je Transformace (bijekce) jeho definiénino oboru, kfera zobrazuje kaidé jeho Feseni naeseni. Pri pasivhi

interpretaci teto transformace to znamena, se symetrie systému rovnic je fransformace, ktera jej zméni nasystém ekvivalentni
(). systém se s’(ejmou mmoimou vegeni). Budeme nyniuvasovat pouze (pasivni) symefrie dané zménami souvadnic: *=X*(u A) eC

_ _ o, R g 3Xna (SRR 4 BRM | e, (R o IR oRRo., IR® IR o, IR
x X (53 *3 /ﬂ (}a A) a;x* 'j aA X" = a,am ( u aia,a )% (B!I]“al.)é’ aLﬂ) a'an l‘& a'z;&a H % 235::\6"}3 a},a
vo D - 4 Laxh_p 4
[g% X a,;a 'R }3 a»;‘al.% a/L’ J Fh (x M/ ax’* =% )k ekvivalentnitiprava ggiara S%; .
2il [ 35* ., 3R ) transformace bude symetrii, pokud pro libovolnou
"“'3 "“5:'%‘ [a,g*a ks '3 35“‘5}.}3 oh* ] 5-?5 Pt (x,4)= F (,4) rychlost vypadne polynom v zavorce nalevé strané
WJ

| ; ) - st ; asoucasné bude symetrii vektorového pole vpravo
polynom 2.s upmev% 0 Vrz = linearni franstormace 1j. buole—\i?’ﬁejmou funkei od I‘a.&jakOFRde.L



Mechanika Tuhého télesa vazby |JL&-LA\ = |l = konst, A,f
Tuhé T€léso  —model realnéno télesa, nepodiéha deformacim
=l . Ny , 4, oA
—aproximujeme sousTavou hm. bodi o neméngch vadalenostech s
, o . v . v . 0
—ma A=6 stupvt volnosti( 3 translacni + 3 rotacéni) 3 ; L
Ve o= s
R =Rk inercialni VS VS hmotného stredu VS pevné spojena
3, (laboratorni) (fezicfova) s Télesem (télesova)
{c,£=(8,5,8) —> 4{o'),£=£) —> {&=c'D), EN=E5(A)
franslace &'(4)=or+R(A) rotace f 3$3*(;1) $(HeS0(3)
UL = R U (o) X (&)= X(h)- X(s") K= TXL) = (X XE)
z inverze X(R)=$XL)+ X&)
Body félesa & indexujeme Feckgmi indexy a pro jejich souradnice X =x(f,) v riizngeh VS
Plati g = %, = $%,+ S %, + k@ = $$ Xt X@E)= Qx Ky +X6) = Qx (4, X@)+4@ Transtormace
body félesa | Jsouv \B —o.) nezavisi o rychlost W= 0N=0
soustavé {8,€Y v klidu navolbé podatku &*=8 * v £e\E> H=Fws HN-=-50

Tenzov uhlové rychlosti co = -§F  je anfisymetricki o =(-§F) =-$F=$F=-w Dk §§=1 /:ﬁ
Priradime mu pseudovektor uhlové rychlosti, tak aby platilo -coX, = §8 X, = 0xX, VxR’ $5+-38=0

} . - T ed
Uhlova rychlost 11 slozky pseudovekforu uhlové rychlosti $$=-3%
-1 =1 Ty oface félesa (VS (&, ) vici dive bylo ) "“E (%),
0, 2 LT i . ($$ ) r ) 4 4 ¢ 73°\ L.
4 27HATAR 2 THA 2| inercialni vs {c,EY v bazig .

slotky vektoru [l v bazi £
Pohyb bodu &, télesa je slotenim franslace pocatku «'=8 a rotace kolem tohoto pocatku

%,= O x (%~ X@EN+R(@ = QxR+ X(e) Voue N => Uhlova rychlost nezavisi na volbé podatku o a je stejna
Kineticka energie Tuhého télesa pro vsechny body felesa

& 1 02 _ 4 ( ' : Vo4 Wity o 4 s\ _
T=27mi, = ZTm, D xXe K@) = T 5 w0, X6 + 20, (0 x X)X + Z 7, (e =

(_D. X X:*,)1= ($ﬁ X $iw)1 ,=\($ (ﬁ ® )Tw))1= (ﬁ xs('a.,)i = 6,; 3 Lﬁj YME, il Mﬁpx,%: (551 Jlm- '55,,\ r);g\ ﬁéiqﬁ,im

€50(3 / ~ ~ o~ \=
skalarni soucin mizeme psat i pomoci Tvawsp‘fz\ces ( ) = (632 X,;’A-xd'éx"‘l)ﬂj Qﬂ
=47:Z: "“w)'((c‘;\*'[ﬂ % (Zm& X:ﬂ]' X + %;Mw(é”%,g’iﬁxﬂ)ﬁj ﬁ, =§- M x(@ + M( QxR Xe) + %Igzﬁ;ﬁg
—— — \ J
) =
M MR Ijp fenzor momentu sefrvacnostiv félesové soustave
Véta: Bud &= hmotng stied télesa, pak _Ampt+ AT ® f. | kineficka energie translace HMs
) (HMS) T 7 MR+ 7 L £, 00y, + energie rotace vici HMS
Dk. Xx(M=R R'=0
Tenzor momentu setrvadnosti T§§=Zm*(53kfﬁ-')~(%)~(%) maticové an [(X X\’ﬂ X, X ]
~ — “ L ska\avm aTemovovq, soucin
I»: 5?(,()(55”‘)(}—)(3)(&\ dV pro spojifé rozloteni hmoty fenzorové i= gm\*[(ﬂa, H.;M n¢® ﬂ,;]

Transformace TS* = I‘QMS,%S,M; $es0(» T=8§T'S TW =$(1\T[§(A) v sousTaveé HMS zavisi na Case

Tenzor momentu setrvacnosti je symetricky ]’_k Lﬁ a proto diagonalizovatelng v ON bazi £=ED  DeS03)

osy télesove sousTav% OOIPOVIOIaJICI vekforim J(e’fo baze se nazgvaji hlavni osy setrvacnosti ﬁ- o 8
a diagonalni dleny § :[1,1:“]_3 hlavnimi momenty setrvacnosti (dvé vinky se vynechavaji) F-prp B 0012 g,
Nediagonalni slozky T se nazgvaji deviadni momenty.

Rotace B =|8Im vzhledem km energie v soustavé hm. stredu <€) Elipsoid sefrvadnosti (v hlavnich osach)

k pevné ose i jdouci  T= zh Ja™ 7 Tayi A zlaml =X Tx=T Lix.= IR Z T d%z
v, Ayt

pocatkem v <3,€> moment setrvadnosti vehledem kosem 4= \Rf* I. = Ia'ﬁ‘



Poen. steinerovavéta — posunufi podatku félesové soustavy do jingho bodu télesa F+&k R =T+ &
1=Zm R AM-RooR.] =I+w2m[2(ﬁ;&)2 -Req-GeR,]*M[a-81-Ged] = I+M[(2R-8) T -Rea-BeR 1M [@-BT-Gac ] =I-M (&-a1-3ed)
-8
Pohyb tuheho félesa = translacni pohyb jeho hmotného stiedu ((e,8% — o', £Y) neznameé Ry=2
sloieng s votacnim pohybem vici hm.s. (s €y — (& TUW) §Y=2?

1. Véta Impulsova v inevcialni soustave P = F™ P= Z:,mw'ﬁw = MR MR=F®

)

2. Véta Impulsova v soustavé hmotného stredu [ = N"(n\ <« prevedeme ji do soustavy télesove

3
A

W - S £ - > )
(L‘)" = grvmr(,,xr() =( Z’m"n"x (£ R"))f = Z €45 Xj Engm e Xum =Z My, (éuéjf dnD30) Xa X Sle=
v Vo _ _{ _ ;—»c‘<—yb:ﬁi£‘v
= Zm““(é“'z X“S&J —xw;.xdd)ﬂl - Iln = (IQL "(I-Q-),: « i—Taslotka S
Moment hybnosti v soustavé HMs =108 (E’)£\=L‘=]I'Qi=$i $T$ﬁ=$iﬁ= (1) F8 40-0
{_\ "'@iﬁ_) =7$'i_'(")_+ $i’f}_+$i‘ﬁ TNM: EX;xE,,'m -3 ($wa$E(n\) - $(§waﬁ(n;) G /s;r
\\o o

e . et A o AVL.
§5Ta+SsTa =8N .,

S«(EQ)+Th=N"

Eulerovy setrvadnikové rovnice v hlavnich osach setrvaénosti Tzﬁ;. + g; E,L.xaﬁf[}ﬁ* = Nf“ Yi=4223

Eulerovy setrvadnikove [ = £~z o m
I;L}ﬂ}“' i}&ﬂ&IMﬂJz:NA

P <

=-&=%x rovnice ¥i=123

Eulerovy uhly vlnky se obvukle vynechavali
H osy .
Lo ~AWMd O
€~ (ym ) ofocenio swkolemosy . €£=€ 3w S(eu\=(»imau - o)
£~ () o o !

D ofodenio g kolemosy ¥ €= £ B $(p)= (1 c«il& :mls)

0 amp HR

£H~ (X“.fa“. n\\) } / )
En (i."‘{,.ﬁ) ) ofocenio 7 kolem osy r =g Sy

. Gny -mmp O
A ) = mafice p?echoo[u~ A )-‘-( i e3P o)
£=3N=3MN =€ I I B o &t ban A A

~ ~ .+ 4 A L - J M
(O,%,N) pravotodiva soustava (0 ’?; '§z) = =-§f$=..= (o ¢ imﬁ ,/:Z:z +:m£mic;?y)
1
Jinak (Euler) ° °
- = I 1 - fo] - N L AAU‘\ —~ d.JMAMQ‘*.ACﬂ
f-ofeofifh s @2k (E.)f(mﬁonf ) Q=(¢Awsm9\ g
_ . - . -») o - A (o) - v
(B)g= sl B+ A(ZNe+§(Z)z = CooB sbeosfs +

RINARLN = projekcendo roviny Xg Je kolma na N %(-“}’3‘)'-"’"“'3‘ Aim@-y)= s
Pohyby: Precese qw=an(h)a [ konst. Nuface B=RA) A oup konsT. Roface pphy A v konst.

Setrvadniky volne (N®=0) —vegifelne analyticky
1) VO\W% S‘FéViCkb} (I‘=I,_=13\ setrvacénik Euler vce. Iéflé-;o Vé:{ﬂ‘} = _Q_(,{\-_: konst.
2) volng symetricky (I,=I,,$13) sefrvacnik

I,A,+(1,-1)0,0.=0 [ I +(1-I) N, 00=0  Teseni

. c (T-1) ..
LA, *(L-I) 0,0, =0 = A= =500 A+ @GLY 0 -0 A= Awie)
It_(')_2+(’_[ -Is\ _{)_39_4 =0 =I,0,=0 =74.Q3(4)=kows’(. ! I: ) 0,00 = Aam(vA+G)
3353 JV-:()S 3l =3 \.——\;I;J -D-s('ﬂ= kOV\SJf.

3) volng asymetricky (‘.[4*'_[’_;{:]34&];\ sefrvadnik — veseni pomoci eliptickgch funkei

Setrvadniky té2ke (N®#0) —vesitelne pripady: vyvaieny sefrvadnik s nehybngm té3ictém (Euler)
symetricky setrvacnik s pevinim bodem na hlavni ose rotace j pod té3i¢tém (Lagrange)
symetricky setrvadnik  (I,=1,=21,) s pevngm bodem v roviné Ay (Kovalevska)

Pozn. kuplnému vyreseni ulohy o pohybu Tuhého télesa je Treba 2 1. VI spodist R(AY, najit reseni eulerovich
sefrvacnikovieh rovnic §i(4) a nakonec vyresit soustavu 0DR1.vadu ], -2-'1 G 88);, 3 najit tak §Uh)



Mechanika kontinua

Moole\q, hm. bod (zanedbatelné rozmery) — tuné téleso (neménné vadalenosti) — kontinuum (spojitost)
: =3 A=6 A=3N-=>+®

Spojity model latky — objemy dv (pripadné plosky dS) v latce uvaiujeme Tak malé, aby v nich
bylo moiné jeji makroskopické vlastnosti povaiovat za konstantni a soudasné fak velké, aby
obsahovaly dostatek elementarnich ¢astic (atomi) kfergmi je latka Tfvovena 1. Tak aby napr.

hustota Qv daném misté latky nezavisela na fom jak konkrétné objem g4y zvolime.

e
Sily plsobici na objem dy telesa (pruzného, plastického, fekutého)

1) objemové — pusobi na celé téleso, zavisi na objemu a napv. hmotnostni &i nabojove hustoté,

dF2 Jdy Pro 2voleng objem a zpravidla i celé féleso vnéjsisily, napv. fihovasila oy hustota fihove

N objemova celkova objemova sila celkoviy moment sily £=§‘%

{(ﬁ,ﬂ hustota sily na téleso F2\d S =SIdV objemoveé sily M®= n,£ dy
v

2) plogné — sily kfergmi plsobi na objem dv osTaTm (sousedni) body télesa, predpokladame, e pusobi na
4F? vadalenosti radove stejné jako vadalenosti sousednich atomi ¢i molekul 1. mezi body lezicimi

ds na opadngch stranach plochy ohraniujici objem gy, vnitini sily plsobici v télese
I — . L e 4y
i celkova plogna sila na téleso F# Sd]:’“ 3.NZ. akce a reakce: plosné sily uvnity télesa
/I_" ay s se navzajem vyrusi

celkovy moment plogngoh sil M*=§R.&F* = Sﬁx'T'dS kde ds =148} velikost plogky
dS = #188| =RAS normala mivi ven z objemu : T vektor napéti — sila aF*vatazena

(f-)_% . -
Plogna sila F™ 2avisi na poloze, Gase a zvolené plogce 43 dF=Tds  na velikost plochy dS

%
dFR.4,d3) = dF¥R.4,8)+ 2k A% +0 (181 = g, ENIS; =g, @Amds —Tayloriv rozvo) podle
4 A 355 [yeso A e N ¢ ) . 2

pres nulovou plochu @ \_,-»—---—-' moc malé malé plosky u o Gl T

sila neplisobi 6.’5,(’1-M :
Tenzor napéti —tenzorové pole &(# 4) definované v kaidém bodé kontinua dF= 8.dS;
Pohybova rovnice kontinua nebo = G;m;
Celkova sila pisobici na objem V télesa, slozky: Pozn. %4

divergencni véta Gauss, Stokes

@ m d 26,
F=FK+ { dy + %GﬂdS { &V«-S Gla dy= S{ + ax: dy §dm =§nm divevqemceS%—i’& dV=§G,;éd.S;
na e\emem’(avm objem \'4 pusobn sn\a AF = 4 ,,_L‘\)dy Vides ¥ @

zmema mbmos’n elementu dm=gdy s Sasem se méni hustotai objem Pohybova rovnice kc;ln’nmua J{
o _ ivergence fenzoru
ik ) dm v saugay St Qo B | e 2

sltejna =
Ce\kOVL} YY\OYY]@V]T Pl:(SObiCi ha Objem \% 2. ve’(almpu\zova M hmotnost kov\hmuaobjemuv
20y

N; Sﬁwx,fkd‘l *’5 Eipk; By d, = S EigakifdY + S Eiek;Gy) Y = Sﬁw[xbifd& aaxpn]dv d/.S Ein X, gcm= S&a& (5 X;05) dm =
-Je EpX0afdv = Sag'ax uk et -Pog)* Epgydy=0 7 spojite funkoe £,48,=0 o i .

v WTO__) diky libovolnostiv 0= SLMQELa’(é*h (5 Kéalwx Gy x‘L»f,
Tenzor napéti je symetricky = je diagonalizovatelny — hlavni osy a h\avvn hodnoty E-= d*ﬁa(daﬁzﬁs

objemova dast pozor jde o tenzorové pole, hlavni osy i hodnoty mohou byt v kazidém bodé kontinua jing
3= Stopa tenzovu The=26¢,=-34 (nezavisi na bazi)
G Gy G o GM-TRBG By G ilovs Mva/ fah 1l
G=|C B &y | = %Tné’ﬂ o o _M o 64.By,8,3 NOrmalova napeti >0 Tah <0 Tlak
&,; Gs Gas o & & %ns G GG napéti smykova (fangencialni, strizna)
1 3 v vy . , .
Pozn. nékdy tenzor napéti symetricky byt nemusi (napv. pro necentralnisily)
Eulerovy hydrodynamické rovnice — pohybove rovnice idealni (dokonalé) tekuting
Idealni tekufina — neplisobi v ni smykova napéti, fenzor napéti ma pouze objemovou cast G=-Afl Tre =-34 420
— dokonale nestladitelna = idealni kapalina, dokonale stladitelna = idealni plyn 9% __5 %--(Vp
popsana vektorvgm polem rychlosti proudéni B(F,A) a skalarnimi poli hustoty ?(n D a flaku ,f\(n,/h oy

oW o, oM = ~
" ®&-3E = £ ({-9p)

smykova casT a™

Rychlost pohybu dastice kapaling Will=&FRERW,L)  o;= aL 3% 575k - ("’V)N‘gi
K uréeni viech neznamych funkei 24 Je Treba pridat rovnice kontinuity a polytropy.




Pruzné kontinuum — Tenzor deformaci
Téleso pod vlivem sil muze ménit svixj Tvar — podléha deformaci. Deformaci nazgvame elastickou resp.
plastickou podle toho 2da vymizi resp. zistane po tom co prestanou pusobit sily které ji vyvolaly.
Skutecna deformace je vidy casteéné plasticka. Dale uvaiujeme pouze elastické deformace, priktergeh
napéti nepiekroci mez umernosti A< mez pruznosti, pritainosti 8, pevnosti C—klasicka feorie prutnosti
Zména vzajemné polohy dvou (infinitezimalné) blizkjch bodii félesa A a B translace A,

‘;,,M's

prodlouzeni
votace Bkolem A

) oM O Ax; , O —
B Xrd - (e dx) =g edun = g+ a”‘dx& o5 (axk axk]d&* z(ax,.*gf)d%ﬁ#n(‘hdx\,;* €. Ky

& * oM

AR - \,_,._,_‘ — -
A dit vekfor posunuti 4 o2 amhs%me’rncka symetricka cast=-tenzor deformace, zména
. v g enzor cast Gy =€, malich deformacie;y, — vedalenostia,B
o el Gy 84, (s dnotoser L d=€,d

o . ) , ', X, = % K, 0Toceni 1, =€ QX

2koumanim zmény kvadratu vadalenosti 3%y i A= (P s R

e - - M e (2, DUy, Dhp M s

R (df+dR) = d i+ 2dit-dit + di3? dn‘*de&g‘; K+ ax&%%‘d*a&xx =4+ (3"3 My axfgx'f‘)dmdx;- dit*+ 2€,,dxdx;
lekame Qi o OMy) , 4 Mgt *moc malé* 2¢;

‘, L Oy oMy,
tenzor deformaci: ei; 2(6)5 4.a)( ] 2% 9% , jsou—lizmény vedalenosti male (vzh\eolem k makroskopickim rozmériim),
pak jsou malé i parcialni devivace 5‘-5‘ akvadraticky &len lze zanedbat

Vgznam slozek €5 fenzor maljch deformaci

1) diagonalni, necht (d"‘\z (&x,‘) dR%=dr + 26,40 = |di|= \—m 47| =4+ €,) 147 €, = JSR1- 14! :f/ee\as’fr;véwyluproj::uzem
2) nediagonalni — smykova deformace, zkoseni gi viSi souvaolmcovw osam & '

Tenzor deformace je symetricky a tedy diagonalizovatelng v ON bazi — hlavni sméry deformace (hlavni osy)

: objem malého kvadru € = diog(e,€,6) 2 hlavni prodiouzeni (hlavni hodnoty)
¢ vhlavnich osach V'= o’ = (18 Yo (1+E) & (s E)c = abe [4+ (€ Enr Ey) + €850 + €8, + Tl AN V[4+Tu e)]
> 1‘ e —t w—""‘\,—:——

i* stopa tenzoru (nezavisi nabazi) Tr(€) 0

pro male deform aceTn(e)

velafivni 2zména objemu (kubicka dilatace) 2 =Tale) = V Y invariant fenzoru e e deviator

vy . — ~
Tenzor malich deformaci lze rozdélit na Sisté objemovou a ¢isté smykovou ¢ast €= -Tn(e\S +ley -4,

Rovnice kompatibility deformaci — poiadavek aby spojité téleso po deformaci zusTa\o spoMe er

L}
. 4 : . . .. Y
wamm%xegx =0 ¥j2-423 —lze je odvodit za predpokladu, se o jsou tridy €32 e %, on a’;’:‘

Hookellv zakon — experimentalng 2 jisténg vatah mezi napétim a deformacemi v pruinem télese (pevné skup.)
Predpokladejme, 2e tenzor napéti g,(e,f,A) v daném bode a éase 2avisi jiz jen na olefovmam Pro malé

deformace e ho mizeme apvoximova’f Taylorovigm rozvojem 8,le, D)= (0% 4) + ‘8 e”«- Oller) =€, 8,
slozky Tenzori musime brat ve stejngch souvadnicih pred deformaci moc ma\e
‘& C'Aa&leﬂ profo se musime omezit na malé deformace, aby se sloky sigma, dosud neni deformace () C".W.
podifane v misté po deformaci, od posadovanych femév neligily neni mapéﬂ >

Tenzor elastickijch koeficientit je tenzorove pole 4.vadu které ma diky vedlejgim c‘)*’-

C

3, L T = quk (8'1“5‘1"35)
oy 28
;}gg(l‘l.i)" aeu e=0

F4) a hlavni symetrii CN'C (36 —=24) Jen 21 nezavislich s\ozek 2 ¢ \
' e
Pozn. hustotaenergie pruiné (e\as’flcke deformace dw—5~-d.9-- 6‘3 aae C;b-u’-a’eﬁgx
pro homogenni izotropuni kontinuum nesmi Gy 2aviset na volbé smeriitj. jde o izotropni Te\nzov a profo

C. e = 0950+ b3, 3+ S C*a“ Cm—>,0_, ¢ = C‘a,,, 7\3‘35&“#( 4 Sje * S, ) Lamého koeficienty A

Hookeuv zakon 2 kubicka dilatace fenzorové sméry hlavnich os fenzoru napéfti
8, =N, Cp *{k(er"e;ahhé@;\'n(e\ v Ipey = NS, 28 G =AU +2pe atenzorudeformace jsoustejne
dul pruznosti k
e --AV5 ., _ébl\_—-—-a‘& i g, o ] moadu pvixizmos-l\fsmig u_ ;
LR ’t* T 2p(3he2p) Y P TR@) =8,=ATd; «2u8, =(BA+2) T =-34 > T =V =373

v isobi slove =@, = RN e ==
pr. \neclfﬁr‘= pusobi pouze normalove napéti By*0 Tr(®)= 6“ 34\ Q, = G & €= €=~ T G
Younguy moou E= Su plameay Poissonova | odélneé prodlouzenia pricné zkraceni
pruinosti v Tahu e, Mp konstanta eu e P 2 12

PY. pro véestranng izotropni flak @,=@pu=6y=-4 -f\{l=7\'0'1?*2 Z g definujeme modul stlacitelnosti K"L =+l T

Lamého rovnice —pro homogenni izotropni pruzne kontinuum &= NTE) 3,72 o =g L (am %\
KLY = %0V A (x4 55, 3 anﬁh b= oy 3y x5!
L 3 O I = [+ (o) V(V-B)+ wAR Shy )+ AR+ VTR
0= if'g)\f Vo { (9 (9-) - % = st (L[ﬁfa—&fga [’AV qm*HA”‘*VW“\)‘_\

Piri zkoumani statiky a pomalich deformaci mizeme predpokladat, se deformace probiha izotermicky. P¥i rychljch ole{ovmac\ch (vinéni) se teplota jednotlivych elementi kontinua
nestind vygrovnat a povaiujeme je spise 2a fepelné izolované a pohyb kontinua za adiabaticky. Koeficient lambda fak musime nahradit jeho adiabatickou verzi =N 4,



Specialni Teorie Relativity

Bradley 1121—aberace svétlastalic, Huygens—vinova teorie, Pojednani o svétle 1687, Fresnel—1821svétlo jako pricné vinéni éteru

Fizeau 1851—strhavani éteru proudici vodou—zavisi naindexu lomu (disperze—na frekvenci svétla) —viizné étery pro riizné frekvence

Maxwell 1862 —svétlo je elmag. vinéni o rychlostic = 3.40%m st , rychlost Zemé vahledem k slunci 30Jamin , rychlost slunce v galaxii 220%mis

klidova soustavaéteru = Newfoniiv absolutni prostor, Michelsontiv —Morleyliv experiment 1eg1—méreni rychlosti zemé vidi efem

Maxwellovy rovnice 18s5—ne jsou invariatni viaéi Galileiho Tr. , Voight 1gg1—invariance v\move rovnice M‘ c‘;izl—o x=x-wh i'-/i iy’é =¥ - ;\‘3

Lorentz—1ge1 potvrzeniexistence elmag. vin, 1892 —elektronova teorie
—linearizovana verze Lorentz tr. bez gama faktoru, kvéten 1904 —Lorentzovatr. invariance Maxwellek (Einsten nedet) V:

Larmor 189¢—Lorentzovatr. (Lorentz nesetl)

Poincaré—1g4g synchronizace hodin pomoci telegrafnich signalii, 1900 vliv pohybu hodin viaéi éteru na synchronizaci, pravy a zdanlivg ¢as
—14072 kniha Véda ahypotéza predpovida opusténi éteru aabsolutnino Casu

—1405 spo)il souradnice adas do Styvvektoru, ukazal, se Lorente. tr. tvori grupu, jsou natodeni v Eyazachovavajiinterval, skladani rychlosti
Einstein(14.3.1879) —urednik na pafentovem uradé v Bernu (u nadrasi, proto priklady s viaky)

—30.6.1405 K elektrodynamice pohybujicich se téles (3ostranek, sadné citace) —Lorente. tr. ze dvou zaklad nich postulatii, kontrakee délek,
dilatace &asu, skladani rychlosti, relafivita soudasnosti, invariance Maxwellek, 22Q, priéng Dopplertiv jev, aberace, pohyb. vce. nabité &. ..
—dalsi 3 ¢lanky: Nove urdeni rozmérii molekul (Dizertace), Fotoefekt (Nobelovka), K teorii Brownova pohybu (navrh na Nobelovku)

STR je formulovana pro jednu Sastici ve vinéisim elmag. poli, neni kompatibilni s gravitaci (vznik 0TR)

Principy STR

1.N'Z: Existuje inercialni VS, viidi které se kaidg volng (bezsilovi) hm. bod pohybuje rovnomérné primodare.

volng hm.bod — hm. bod na ktery nepiisobi 2adné skutedné (pravé) sily

Vztaina Soustava (VS) — fuhé féleso + soustava synchronizovangch hodin + kartézska soustava souradnic

Princip specialni relativity: Viechny fyzikalni déje probinaji ve véech inercialnich Vs podle stejnjch zakon.
—Fyzikalni zakony lze formulovat ve tvaru, kfery je ve véech inercialnich VS stejng (Tzv. kovariantni fvar).
—Experimentalnim zkoumanim fyzikalnich déju nelze inercialni VS navzajem rozlisit.

Princip konstantni rychlosti svétla: Ve vakuu se svétlo &ivi vidi véem inercialnim VS rovnomérné primodare

konednou rychlosti ¢ = 299 T2 458 ma! (nezavislou na rychlosti zdvoje nebo pozorovatele)

Specialni Lorentzova tr. =1r. mezi inevcialnimi VS s rovnobézngmi osami a vzajemnou rychlosti ve sméru osy x

Predpoklady: Tv. meziinercialnimi Vs jsou difeomorfizmy tridy € 4 5 pocatky zvolime tak aby v (I) =A(A.)
Z:/\m(,i‘x) (1].bijekce, které jsou spolu se svojiinverzi Tridy C*) U Casech A=0=ksplyvaly 6:5 y
G=Mlhy) 442> + Tnevciditavs  dv J%. 2 izotropie prostoru a ( ) (A) (‘):::
= = === —> "AR
R (N =MUAX) /& /& volne hm.body & 0 & af 0 A B vovmocevmos’ﬁsmevwénm 2 85k
=7 transformace je afinni zobrazeni (’”’A[ ) (i) "R
0
(x-vd) Jrety | Pozn: Pozadujeme—li navic, aby udalosti soudasné v
Z:y (A- grx) 4 jedné soustavé byly soucasné i v druhé soustavé
N
%1 Hen -4 dostaneme aGalileiho tv.
Loventziv Faktor

Hermann Minkowski (uéil na polytechnice v Curychu, kde v roce 1900 studoval Einstein) —véiml si symetrie Lorentzovy tr. vehledemkx at a
toho, %e inferval obsahuje prostorové i Casové souradnice aspojil (1908—1904) prostor adas v jeding 4 rozmérné kontinuum—Minkowského
prostorodas. T).z postulatfii STR plyne nova geometricka strukiurasvétaspojenas kvadratem intervalu, ze které plynou velativisticke jevy.

Znadeni: Einsteinova sumace probiha pres dvojici indext, z nich? jeden je nahore adruhg dole, Fecké indexy od o do 3 latinské od 1 do 3
Minkowského prostorocas — pseudoeukleidovskg afinni prostor E,q = (ik",%w) (pseudo) me’rvickq fenzor

body prostorodasu (svétobody) reprezentuji udalosti . ( 4022 -@™)
havakterizovane ¢ lohou — &tyFvektor polohy x* ySHU U o SO CET A
charakTerizované casem a polohou — étyrvektor polohy x N b 10 0 04
. , < M Vv 4zl
kontravariantni S\Oikl{, snizovani indexd X b Pa%vv: obecné jde Fouzecsowadmce
° A v ° svétobodu v afinnim prostoru, v PR
( 'L) il CX xt-’%kvx (XP)= );4 = :X Sfyvvektory jsou ze zaméveni, proto PYOSTOYOC&\SOV% dlaQYam
X')= = Al o 3 bychom spraviné méli rikat Styvvektor
X; ‘k zvef[am.‘lrdexu ) x3 R posunuti 2 podatku do svétobodu o CA'
X 8 x = X, kOVaYIaVITV\i S\Oiklé souradnicich (ct,x,y4,2) Interval je ds*2

je kvadraticka forma

prostorocasovy interval Ay —prostorodasova odlenlost dvouudalosti 0L ens

—obdobavzdalenostiv eukleidovskem prostoru, definuje geometrii Minkowského prostorodasu tenzoru oritomnost
4 S

(BAT= Gy BXBX" = AN, AX = [ 84V~ (A%~ (0T - (anF = C(aAP= (807" = (e Db -2) €AY relefvn

—&asupodobng (AA)"‘)o kauzalné souvise jici udalosti, lze naji 1Vs ve kferé jsou soumistné N]

—svéTe\m (A);)’E 0 spojuje udalosti spocivajici ve vyslani a prijeti svételného paprsku

-p rosto VuPOOIObVl% (ALY <0 udalosti, kferé nemohou bit kauzalné spojeny, profoie pro né existuje 1VS ve kterém jsou soucasné



Pozn: Galileiho 1r. na WAL Loventzovy fr. na KA
= x-wi Osage-c] Je dana rovnici
A-4 0-% = plx-why= p(x- Wy > ch= Ex
osak jedana  osa R4 je dana rovnici

————— === rovnici 0= x-whk Y- W o W
v necarkované 1VS 0=Ch=plck ex) P cA=Fx

7y

_0A=X
7" udalosti soucasne

1

T

§ x/v Sarkované 1VS
7~ Relativita
souéasnosti

"N Nudalostisoudasne

1 I udalostisoucasné
v Carkované IVS

X=X zachovava AL a Ax zachovava (A= c(bAY-(Ax)" - v neSarkované 1VS
Lorentzova grupaG(4,3) — symetrie zaméreni Minkowského prostorocasu E,, (VON. b32i) 4 & 0 o
Lorentzovy transformace — regularni linedrni zobrazeni zachovavajici metricky fenzor G =9 = (g 40 g)

ito.___Al‘ xv 1 A=8" imvavia{ce transformace = oo o-A
v ' Pasivni: N ¢ ¢ - >
spliujici relace orfogonality Qoo™ G = %?s$ﬁ$y /IA‘,‘/IS‘:»( Yry 3ev/A7~/A‘2
- . - R
Gev=Ges Ko X, g=Ag A AkTuxiM|. zachovava)i mTe:va\ i e .
¥y=042 R=Ax ¥XxeE, BMN=g0=XgX=(a8)=g(XI)=X'gX=(AXIg(AX)= XRg A

Pseudo—orfogonalni grupa 0(43y=1{ AeR*| A%Aﬂﬁc&;wa(&:'\.%:”} Je podgrupa GL() (soucin mafic, 4,)
A Be OU3) (ABY%‘(AB)=S§K%‘A§B=®3B=%‘ = (AB)e U3y inverzni prvek Ng = 3/}5\‘ /A‘=9}‘ﬂ3}=9rﬂ3*
Struktura 0(43) ma &tyii komponenty souvislosti ( maximalni souvislé podmnozing)
. N dek A =4 vlastni Lorentzovy Tr. —podgrupa S0(43)
dgj_%\=d.)_/A M%M/A =M'3(M/A\l = (dekA) =4 <d.M.A=-4 nevlastni Loventzovy tr.

A G N K= (BT BT > (0= 43R o g L Be2 A oriochroniL.v. “podarupa 67U3)

et KRE-1 neortochronni L.1r. (méni smér Gasu)
Vlastni orfochronni Lorentzova grupa §6%(4,3)= S04 n0*(4.3) je komponenta souvislosti obsahujici jenotku
—je to normalni podgrupa g2) 1. leve ING={AB|ReGYa pravé GA={BA|BeGY tFidy rozkladu grupy

04> podle podgrupy 6=56* U2 jsou sfejné AG=GMA ¥AeGU3) a mn.viech levich trid spolu s operaci
(AG)-(BG)=(ARYG TvOri grupu nazgvanou fakforgrupa

Ot (43) 0(4'3)/80*(4.3\_—- $4,P,T PTY Kleinova qrupa
e inverze
0113)=S0 (3 uPSO(4,2) uT S6"(4,3) U PT SO*(4:2) P= dimg('\.'&-'i."ﬂ prostorova
T= d&o\%(-MAA) casova
Struktura $6+(4,3) — podgrupy PT = dlogc4,-4,-4-4) prostorocasova

Relace orfogonality %evngG/P?ng predstavuji (diky symetriipesn) 10 nezavislich rovnic pro 16 neznamich Ky

(velace orfogonality pro 4 sloupce matice 1), 4+3+2+1=10 rovnic)

—jejich vegeni zavisi na 16—10-6 parametrech a 6% je 6—dim. varieta v K= R*™
Fay fa)
—3 parametry odpovida)i podgrupé prostorovich rotaci = (:‘6 %) kde Be 30(3) 6’:(3)

—3 parametry odpovidaji specialnim L. Tr. (boostim) ve sméru os — tvi 1—parametrické podgrupy

Bypoo m’“t" -Nmdp 0 © prostoracasove Rapidita =V Sasticové fyzice pro
A= g 201"
o o

. - hyperbolické rotace
_Aém’np wc;*# 3 ° Ny grupa SOMUA) popis pohybu (akfivni transformace)
o o oA o o oA

NpaNp =Nt fah=p=Y  psto prroo
Pozn. Matice odpovidajici boostum jsou vidy symefrické (naopak to neplati). Slozeni boosti v rizngch
smérech neni boost ale boost a prostorova (Thomas—Wignerova) rotace. Viechny boosty grupu netvori.

Lorentzova grupa 0(43) resp. jeji podgrupa $6*(4,3) hraje v STR stejnou roli, jako orfogonalni grupa 0(2)
resp. jeli podgrupa o) v nerelativistické Newtonovské mechanice — veliding (skalary, vekiory, fenzory)
se v STRklasifikuji podle Toho, jak se jejich sloiky chovaji pvi Lorentzovich transtformacich.

Poincarého grupa R*x 0(43) — nékdy Té3 nehomogenni Lorentzova grupa — obdoba Galileiho grupy 2 MECH
—afinni fransformace if‘zA‘vx"d," Minkowského prostorodasu zachovavalici inferval
— 10 paramefricka grupa Tvovena translacemi (4), zvcadlenimi, boosty (3) a prostorovimi rotacemi (3)



Relativistické zobecnéni Newtonovich pohybovich rovnic
—chceme na )it pohybové rovnice relativistické ¢astice v Minkowského prostorocase,

které maji stejng Tvar ve véech inercialnich VS (= kovariantni vuci Lorentzovgm tr.)

a Pro ayesc Prechazi v Newlfonovy rovnice,

Svétodara — kiivka v Minkowského prosforodase jejiz body jsou udalosti odpovidajici
pohybovim stavim éastice (obdoba frajekforie). Paramefrizujeme ji vlastnim casem
¢astice. Uvazujeme pouze hmotné Castice, kieré se pohybuji po Gasupodobnijch svéto—
arach. Katde dva body Takove svétocary jsou spojeny asupodobngm intervalem (app=(catit= (caAP-(A 4> 0

V kazdém infinifezimalnim asovém useku lze povaiovat rychlost &astice za konstantni, spojit s &astici tzv.
okamzitou klidovou inercialni VS a postulovat d A= hdC pak plafi: de = sl_A- -dA,S4 S0 % =)

Etyrvektory
—prvky zaméreni Minkowského prostorocasu — pri Lorentzovich tr.se Tvawsfovmuji jako &tyrvektor polohy

X B AcOUn  A-§' RE.o0E b LeL 8 vasoua **U(a ()
8

, , S\Oikq (xt‘): ;21 = %

—ke kazdemu ctyrvektoru prislusi x, X’ = g X 'x"= (c,i,-)‘i‘)(gA) U= = A - -yt ol \&
jeho invariant (obdoba velikosti vekfori) T7 ovo &tyvvektor polohny je o interval

—podle Toho zda je tenfo invariant vétsi/ mensi/roven nule rozdélujeme Styrvektory na asupodobné/

prosforupodobné/svételne

Dalsi clyrvektory ziskame derivaci clyrvektoru podle skalaru (invariantu) a nasobenim étyrvektoru skalarem.

X 9 o - N v ,
Etyrrychlost = d— = %ﬁ% = j‘(m) invariant au’=pl-B)p (5) =j"(c‘-n‘) =¢*>0 Sasupodobny
Y
Pozn. Viechny hmotné castice jsou sTejmé Etyrrychle® jen nékteré spotvebujivic rychlosti na pohyb v prostoru a néktere na pohyb v Sase.
Etyirhybnost ,f« STIE 3\ M\o,., ({\ invariant ,ft.f\t; G Ay i = o C* >0 Sasupodobni
klidova hmotnost m, velativisticka hmotnost = fimng = s relafivisticka f=mp =10
(hmotnost v klidove Vs) (setrvaéng odpor viudi urychlovani) -z hybnost -
o e da dufdd_ dut [ 4'RE ) invari b gt b AN
Styvzrychleni _dt‘ dLat-ddL = 3 BB invariant A, st = -4 - 40c (68)<0 ’
L . . . prosforupodobng
derivaci invariantu étyirychlosti dostaneme  — ypo - dud

ac 3 d,u.. & 3 L_ &
Ctyvzrychleni je *4—kolmé" na cturrychlost T dr d"'('“‘“'u )= # AT T M R s = T A M

. , £ "

RelativisTické pohybové rovnice kb= M = d./r_.d_A - snd (toto nenidefinice &tyisily, jen odtud urdime jak ma vypadat)
v f K dt dAdT 3‘0T§ -

Styrsila (K™) =(E,) prosforove slozky ctyisily ziskame z principu korespondence (£-0) ﬁ‘%{iz }F:R

Sasovou slozku ziskame pomool MrK pek®- }‘NK Hek®- §EF }Kaz%ﬁ/-& - (KH)=(%ﬁB)
#F

CT%VV%kOV\M M KP A(MOM) = dﬂﬂ, NJF: cﬁ.gka’%a_.:o
Relativistické pohybove %ﬁz & we0423 Sasova (

M —aT AT A Mo b
prostorové | & ( oA )___ F
rovnice sloska 3‘&1 ) %FM slosky 3167[ \X Sz 3‘

'\'koV\S't E=mc -}l/w\, ct= —”—!\-\l_;':
i YD Einstein (1905) rd

Kineticka energie E,=E-E = mn-m,C'= IYh.C‘('f* i(%) 1A +,_.)-,m°c = —;]:/m‘/ah %m\,,\,*(g)ﬂ,,_ Taylor ve (&)

VzTah energie a hybnosfi (,;1“) (;"ﬁ:‘i’) (%) invariant m}c1=/}.,{\”= (E)‘L‘rf:{: = Ez=,{\zc’“+mﬁc"

Energie & (m.C \ = E _
e dTI( 4-?%)‘6’:”“:1‘31' = E=

Energie a ¢turhybnost fotonu's frekvenciy  E=hv 41=§-=$.!’— (h) 9“’(3) 1R1=4 invariant f‘fef‘f=o

C [«

Srazky a vozpady éastic—srazku povaiujeme za bodovou a &astice mimo oblast srazky za neinteraqujici
—spliuji zakon zachovani ctyrhybnosti, vyuzivame invarianty

Hmotnostni defekt—rozdil mezi soustem klidovich hm. jednotlivich casti soustavy (nukleonit) aklidovou hm. soustavy (atomového jadra)

Vazebnaenergie B=(E Ex)- B <o itépeni téskich jader B0 fize lehkigeh jader *H deuteron (te3kg vodik) MG =N 4+ i %ﬂm,.wm,.



Lagrangetv a Hamiltoniv formalizmus pro relativistickou 8astici
Zkonstruujeme akei pro volnou bezsilovou hmotnou ( me>0) relativistickou Sastici, tak aby

1) byla stejna pro pozorovatele ve véech 1VS = invarianfem Je m’revva\ resp. vlastni ¢as:
(1j. invariantni vaci Loventz. 1r.) da=cdt= C-—' c\l,(.._ dA=c(4 ca Aur- )dd
2) pro e« Prechazela na nerelativistickou 50 definujeme ji Jako vhoolvw, wasobek "delky” svétocary
akci Ay A A
s={Lda=] smndd "MLd =l e gt s c’~4 .)dA
4 A 2 2 "
. N ot
Lagrangeova funkce pro bezsilovou castici: S = g('ﬂ'\oc\db= S'ﬂ"ocld'c = §’Mecz -adh
4 (7} —N

. . obeowa mbwos’f L.
L, = ~moC l,(_%:_ fe ( . ‘Ir—,)z A 'i: oL, _m,S e zde stejna jako
ap T am “4-"‘5’; £ \]4 7 velafivisticke hybnosti

Pro Castici v poli s potencialem Lagrangeovy rovnice vedou na ve\a%ws’ﬂcke pohybové rovnice
22 A\ = -oct UG - ~d [ab) oL _ & LV A (MmN v e
LGRA =-m O E-UGh Bt 0= 5(55)-5; dA(\r_*”‘) 2% dk (\YF) "

Pro nabitou éastici v elmag. poli s potencialy =, Ay a R=ARA)
oL _ MmN "‘V nyni jina nez

Lagrangeova funkce | = "“°c1’l4‘— ' ‘i/(Cf &-A)  obecna hybnost ,f\‘ == \I__‘ olativictioks

Obecna energie vyjadreni rychlosti pomoci obecnich hybnosti

oL ""°’° = +q iR~ [m\,cr of(cr-nA)] V—;.“r‘f’ (£- in ““"“1‘: L S Y E)l*l

"R VLT e W-% ¢ mict+(F-9A)
Hamilfonova ﬂmkce pro nabitou éastici v elmag. poli H= c{(f‘-z?p\]l-*m‘ict ~9¢

Lagrangetiv formalizmus v teorii pole

Interakei mezi Gasticemi nelze v STR popsat pomoci potencialit (2 divodu koneéné rychlosti jejino giveni).
Proto je potieba soustavu interagujicich dastic dopnit o dalsi fyzikalni ob jekt (silove pole) s viastnimi
sTupni volnosti, kferg Tuto inferakei zprostredkuje. Toto pole resp. soustavu poli popiseme pomoci sady

hladkgeh funkei %l , 0 =42,...,m —obecnych souradnic poli na prostorocasu

Motivace — na pohyb jedné nerelativistické castice na primce lze nahlizet jako na priklad pole na 1—=dim.

rostorodasu odpovidaljici historii astice: 4 Mil)
v Lo P y " S=\4mit-umdd = S 1/'“(;*—2[2) Uy A ﬂ
Akce pro castice g Ady §

L g Sl = X HCRIEAVIWALVE i ;
) & Znadeni: G,=9,q,= e B 1

Akce pro pole SC 4 b intearal pred Sty . blact < b1
&(xv)]_ L 33( 0, v(x*‘),x‘“)dv objemovy inTegral pres cTyrrozmernou oblasT s ob jem
& (}a("”) * CS % elementem dy*=dedwd olx5=ccut:\xd»3dn=cc4.idv
Specialné pro 2 hustoty Lagrangeovy funkce — lagrangianu
V=dehchyey 9= Sm“" S(S%\’)“ £ =240, 96, %)

Hamiltoniv princip pro pole: Skutecny Casovy vijvo) soustavy poli se déje s takovou zavislosti g N2 X pro
kferou akce § nabgva stacionarni hodnoty vzhledem k variacim spliujicim podminku
pevhich koncli, ktera znamena nulovost variaci na hranici gy* ob jemuy* 1j. B%xl‘)/ =0

av*

085+ )¢ w7ar £ [ S5t S S0y 4] [ - (55, 30)- 33 Jonc

’%Sf 3qe Y (ao(”)]s%dv * §§1"(%%v'§%) cg[ao,., o (ao(u\]s%d" 4& a%v df

Divergenénivéta (4—dim. Gauss)

44\./'V~——'

Lagrangeovy rovnice pro soustavu poli v Minkowského prostorodase 2 5 (g;g’ \ ?Bi. =0 Yoenm
a)V
Pv: Homogennisfruna — jednorozmérné po\e% =M (4 ) na dvouvozmévmem prosforodasu
hustofa kinetické energie ¥ = _@Mi lagrangian a(%%‘) + %1_[%,%)_ ¥ =0
R

husfota potencialni energie M-z{T'Yn\. 2('"&.'1?1\':*‘/*:%@‘[21- %T,’aa. oy~ TH, =0 v\mové e



Elektromagnetické pole . ¢
Maxwell—Lorentzovy rovnice (H.A.Loventz 1892) Elekfricka intenzita E=E(ﬁ./i)=‘q‘, [ET=Vax V-volt
. sene 1. serie Magneficka indukce B=B(®,A) [81=T T-fesla
dmrE=§f diwB=0 L R 3 eoions
. o Hustota naboje ?- QA [9]=Cm® cecoulon
ol B- e t"j‘ rAE+55=0 Proudova hustota 6\ @(RM Qi [5”] Ami?  A-amper
Popisuji e\ekTvomaqme’ncke pole ve vakuu (nebo na mukvoskopucke Permitivita vakua  r.fu
— atomarni urovni) buzené dangm rozlozenim zvidel .Soucasné elmag. €,28,854 6™ F e
pole plisobi na naboje fvorici tato zridla Love\n’(zovou sn\ou F- q;(E*NxB) Permeabilita vakua ren
Rovnice je proto potreba doplnit o d (E+NxB) tx,-l'-‘{.QS’f'/fO'SHM\"‘
relativistické rovnice pro pohyb naboji: dA §4 - Véechny nisledujici inteayace probihaji

. . , , 5 pres nehybné objemy V aplochy S.
Gaussuv zakon— tok intenzity elektrického pole nehybnou uzavienou

plochou je umérng celkovému naboji obklopenemu touto plochou Y =§‘y§-d§= SdqudV= ‘é;&"d\“%

Maxwellovo zobecnéni Faradayova zakona — Gasové proménné magnetické pole budi pole elektrické, a to
bodové (nezavisle na existenci vodivé smycky) E;Liitﬁzfeho e %E df= SME d%= S '\idg:_gzgﬁ,&g:-%%
S

podké| uzaviené kiivky 8%

. . . . - . . agneticl Sni t lod [e1=Wb
Neexistence magnetického monopdlu — magneticke pole je solenoidalni (bes et nducni tok plochau oy

Whb=weber
2dvojit). Silodary jsou bud uzaviené kiivky, nebo zadinaji a kondi v nekoneénu. $- gB&S deBd-V 0

Ampériv zakon doplnéng o Maxwelliv posuving proud — elektricky proud a dasové pvo ménng S S

elektricke pole budi pole magneticke. SBdQ SRo{B o = S{laio /Lds*'Sl‘-’j\&s s, dL+F° 1 . F
AR

Maxwelltiv posuvni proud 3\ =¢ BE (olop\mem kvili sp\mem rovhice konmeW)

-

Rovnice kontinuity — zakon zachovani naboje Ubytek naboje -S dv= -QQV —IW_§ 5& 4 =Sd’”3‘ dv

vobjemuv

+M"’ =0 divergence naz. vovnici I.série
§ ) 0= dinrodB -, (g clw +o\w5~)--g~ [E.a,idwfwwg» sf*dw@)

Rovnice elektromagnetické viny — aplikaci votace na 2. ree. obou sérii a dosazenim za rotace 2 1. rovnic dostaneme:

AE- ﬁe,adl-—ymAQq«Q% 0= e reA T + S (el B) = gqrod dinrE - AF + .k, SAE; _
Aﬁ’#oioﬁ='ﬁ°““lf?‘ 0=rak el B - 1.6, 5 (ol B - ol = opuad dine B- AB + [*Eea/i‘ - Rl i
Nehomogenni vinové rovnice pro elmag. vinu. Pro®=0 a =0 mame Weberiv vzTah

homogenni vinoveé rovnice pro elmag. vinu ve vakuu — rychlost svétla ¢ = \‘____,.‘ =092 F92458ms*  [LE= é‘a

Maxwellovy rovnice v latkovém prostiedi (Maxwell 1865) —popisuji makroskopické elmag. pole v latkovém
1. série 11. série prostiedi — stredni hodnoty mikroskopickyc poli (2 M. —L. rovnic) pres
dinB=¢ dinB=0 "dostatedné velké* objemy a "dostatecné velke* Easy, které jsou

~ ab = - a8 mévitelné pristroji. Nabojové a proudové hustoty jsou pri stredovani
nedf-3P=F  rolf-3R-

rozdéleny na volné (Q é‘ vysTupujici v ziskangch rovnicich) a vazané,
které jsou zahrnuty v nasledujicich vaazwh

Elektricka indukce D=£,E+P (01=Cm Intenzita magnetického pole I_—|’=‘gT°-B.-M’ [RT=Amt
Vekfor polarizace P=P(r, ) — husTota elekirického  Vekfor magnetizace M =M A —hustota mag. dipol.
dipélového momentu, dipdlovy moment {T=S PAY  momentu, magneticky dipdlovi moment = SMdV
celkova hustota naboje @ =9+Q, Y celkova proudova hus’(o’(aé\, 3\ évp*j*n Y

hustota vazangch naboju ?&‘-‘-dwﬁ polarizacni 'a”_aP a magnefizaéni proud 4 4” =reh M

... -

div(g£+P)=¢  dins(e,E)=p-dinF=§, A(FO-M) é>€E+P) -F ,.((ABO_ 3;2}2’,,,‘01 M= e



Materislové vatahy —vektory polarizace i magnefizace 2avisi na vnitvni stavbé latky i naelamg. poli. Pro konkrétn
latky se Tato zavislost urcuje experimentalné.
V linearnim prostiedi (idealni mékka dielektrika), které je homogenni a izotropni, plati v pripadé slabgch

(vzhledem k lokalnim polim) strednich poli E a B vetahy: B=2,6,E  B=eE+e),E = LUXIE=E5E =¢E

permifivita permeabilita = e ) I
E=£6,=E+X)  (=RopnfiAky) M=x, H  B=p = () I =, A= p

Rychlost elmag. vlng v prostiedi ay =—4\‘;~€- index lomu m:XB,‘g,
V anizofropnich prostiedich jsou velicing elektricka X, a magneticka X, susceptibilita (a fedy i E,,t;.) symetricke

tenzory, v nehomogennich prostiedich zavisi na poloze, v nelinearnich prostiedich na polich E,B a dale mohou zaviset
na teploté nebo na frekvencise kterou se ménielmag pole.

Dale se omezime pouze na prostiedi a podminky za ktergch  1.serie dins E= % nol 8 -pESE =f"5"
jsou a,t;.veaMe konstanty a fedy Maxwellovy rce. maji fvar: 11 <évie M{g*g_B[:O dis B =0

Pro stacionarni poleE a B dostaneme dvé nezavislé soustavy — jednu pro Ef) a druhou proB(it).

Helmholtziv teorém — Bud F vektorové pole tiidy C*na omezené oblasti Ve R® pak F--lgmdf(-’i-ncil\ kdle
Pozn:

- VKF( \ . =
(p(n\_-.-L'I—.,TKVF( VIR gy S—F‘ﬂ—-ds A(m-,f,, TIE v XF‘“’ g PAMe i K=0

-7 =_= g IdeV]h‘T‘{; ﬂo’i%’(@d? =0

Reseni Maxwe\\ovqoh rovhic pomoci potencialii (11, serle) o -
\ \ \ potencialni g4 9R

dinB=0 < solenoidalni pole B wodE +SIR5&A RJ(E*T) 0= pole a*

@ IR=A[EA vektorovy potencial B=nalR @ Je=P,A) skalarni potencial E’_—.—?wdq:-%%

Kalibraéni transformace —prirazeni dvojice potenciala A$ k danému elmag. poli E)E neni jednoznacéné.
Konkretni vgbér dvojice R $Ppopisujici dané elmag. pole nazgvame kalibraci pole a prechod mezi viizngmi

kalibracemi kalibracni transformaci. Dvé dvojice potencialin & % a K §' jsou fzv. kalibracné ekvivalentni,
pokud popisuii Totés elmag. pole.

ndR=Bonod K rel(R-R)=0 2 IN=AFEA | R=R+qrad A
~qued¢-2 <E=-qued¢’-Zh 0= grod (4 + SRR - grod (o + ) p'- p- SDEL

Klaibraéni tr. tedy neméni mévitelne velicing E B (jsou kalibradne invariantni) ale pouze para meTvuzacn poli.

Reseni Maxwellovich rovnic pomoci potencialii (1. série) Tyto vovmce (1) jsou kalibracné invariantni
- " - 9= -
MenoinoiA+£#‘%-L(<Xzao\?+§f)=ToAdKMA-AA+ EtuzmA %T*El;.g—f; N AA-EC"T"["J""XM diwh+ E(u.a,i)
=4 _.- . - -.a_z‘_ = - -ds 3 + B ﬁ—
 =daok = disl-qad r- 1) =-tp-duo I e T -0 5 Np-gp 5 =-¢ - S1ldis R 5:3])
Lorenzova kalibraéni podminka (L.V.Lorenz) de*‘Et&-ai‘ (7_)beyem"@%:ﬁ?&f@;i!!ﬁ;iﬁ:y;ﬁ spliuji

Opravnénost Lorenzovy kalibrace — ke kazdému reseni A,$ soustavy (1) kferé nespliuje podminku (2)

existuje kalibracné ekvivalentni reseni R' ', ktere Jl spliuje: nehomogenni vinovs

0= MA-»E[L%% d,,/uA-i-d_\N%noAA_i-EtxaA E[‘a,i & AMN- Et‘ap '_(A‘”A*'Eé"é_(f\’ rovnice pro AGA)

Nehomogenni vinové (d* Alembertovy) rovnice pro potencialy: ma nekonecné mnoho feseni
Specialné ve vakuu ( Eot*f%{st ) Tuyto rovnice jsou invariantni viéi
AP - eﬁ——ﬁ——gf Ucf”"'s% d" Alembertiv operator kalibracnim ’w spliujicim Podmimku
K = - (dalambertian) A _ homogenni vinova
AR _itk FYk "'t"b" DA"[“oj\ (5 A- ‘c’[*aA‘ rce. pro AGA)
3 _q v O=A-a3p Jejich redeni tak opét neni jednoznacne
d"‘sA+£l" dwsA+531=0 a napriklad v pripadé ©=0 lze pozadovat:
Pozn: Te—li Lorenzova kalibradni podminka splnéna v néjakém case, -0 dusR=0 (Coulombova
pak Je splnéna kdykoliv. Z vinovich rovnic a rce. kontinuity totiz plyne: - PR __.T kalibrace)

el BE) g B R By (R Ay i)
AldisR+u5f ) = Ep Sp(disReepnst)=-pr 51 :;:3») 0



Rovnice elektrodynamiky v Minkowského prostorodase

, - - )
d* Alembertiv operator —je skalarni operator D =A- ag& ——gx:&x‘ S - 3 axt*ax" = —3” %9,
p¥i Lorentzové Tva\nsfovmavm, 50 _ova L KT 3 tyansformace
‘iB:AB X Ae0(1,3) se nemenl ¢ ot oxtaw” & axv A & ™ vovariantnich slozek
o _ <M inverzeni 8= l“'a d, =- NN A) O, =~ 9529, =00
" )b fransformace ° % ¥ %%

Etyirproud —inspirujeme se proudovou husfotou =@ a definujeme 4+—proud jako \nasobek 4—vyychlosti ut
skalarem (invariantem). Timto skalarem bude klidova hustota naboje e=57

()= (N»”ﬁ("(é‘ ) Q,Q\C) ( - [gc Nabo) JemvavuamedQ—dQ-?o\V avsak objem se
=% \pRL\Q 4R Qw) (;») méni diky kontrakei olé\ek dv=-Ldv, aprotohustota

d4a
naboje @ = & J‘dv = 4% jiz neni skalarem.

Rovnice kontinuity v kovariantnim tvaru Q= —9 CLLI\J‘I\: g(—c—% Sﬁ‘— gﬁ‘— —-J“— —43- Ju Mu=0

) . Styrdivergence
Styrpotencial —upravime d* Alemberfovy rovnice tak, aby na pravé strané stal 4—vekfor

R I e T e L L M CL Y

R :
Lovenzova kalibraéni podminku = de--C,Ef %+§m%=—gﬁg+g€;=g—f‘;=aﬁl\b bcAAb=
v kovariantnim tvaru X

Kalibraéni transformace v kovaviavﬁmim J(vam

3A w_ P o °o_dA TG aA. = & shizenim indexu
CP“" ¢ - oL A=t .éf a(c,(,\ =A- a)L . ~A- X, A=A~ A oA dostaneme predpis
=~ _a_OA X=X, pro kovariantni
A=A +CXIAA.A. A A * I ax* =A - BK —xh=-y, A# Acp. axb A s\ozkré

Pozn: slotky 9, A Jednoformy d_A———dx d, A dy Jsou jine, nei slozky qvaohe\n’(u A = 3!“’5 A

MaxweHovq—Loren’fzovq rovhice (ve vakuu) Druhou sérii vovnic jsme v R>splnili zavedenim potencialii E'-cgmdﬁr 37-

I.série g- 11.série Bd ngidA ?\ozk% p;egxdovek‘(ovu;waq molukceEB) —\(no’LA) - Ahg(x A‘h
l. T 5 ®= odpovida)i (skrze Ho geuv operator B Esni slozkam anTisyme Hcke 0
E B=0 fenzoru §, By - OAx _ A, aA EVY napr. B-a_Aa_a_Az;éz
- ag BX, BX& 1 0% OXa 3
]'lb’ié 4125 t;, é‘ J’uA-E "‘J’"O MameTeolug Bi=3 ,a,,ﬁﬁ poolobme jako pro uhlovou rychlost ;= Q_E,,),koaw
c VR Ji% véak virazy Typu aA aA predstavujici Etyrrotaci nelze 2totoinit
s (Pseuolo vekTovem —zavedeme tenzor elmag. pole
Zapiteme pole E a B pomoci étyipotencialu: A‘--
L% _dA,._ __9. oA N _aN Ao AT @A«_%_Q]_
E"- 555 SIx ( ) 3(616 [ oxt ] C[ a)d axo]‘C[axo Y% -th;M

» dAn_dMNy _ AN oA _ _9As, 3A LY A _
B, =[radAl, = a»{ S TS0 SR TR a0 S ox ~

: vortavarianti
Tenzor elektromagnetického pole ontravariantni

Ex Ey E losk
e DEBE) N 08 6E
1% v

ﬁv=axt‘ 30 = &A aAt" ¢tyvrotace (F \= -& 0 -B. B, (ch\= < 0 -B.. B?
Fto= -pt A - B & B. 0 -B

je anTisymetricky = - ovariantni
y ¢ ¢ S o o SO -Ex -8, B, 0 Ex-By B, 0

zvednuti indexi F¥ =%“°3’";FG=6 A -p

LOY@V]TZO\/a TVaV]S‘FOYmaCe F‘A(x\_At& AG F? (7\) (tenzorové po\e) (jeka\ibvaéméimvaviaTm)

Kalibraéni fransformace F't=otA"-"At = 0H(A-A)- 8 (A-FA) = EA- A - M*M\ F



Dualni fenzor — Styirotace Styrvektoru je antisymetricky

Styrtenzor 2. vadu, Hodgetv operator 2 néj udéla opét

antisymetricky &tyrtenzor 2. vadu F*=_i e F¥
2! Tanpy

KA
kde Levi—civitiv symbol v 4=dim. pr. g"¢’= €npv
je uplné antisymetricky a spliuje €pm=1= o

2vednutim indext dostaneme pr _21' M
. b

O B B B g
E v)=-4
(F*)=| B 0 & ¢ AU SO
-B, Ex 0 _Ex
t T C F*M_%or%w
'Bn -—EC-I % 0

(ema s €2 =1 (Fu* -4 F”) z(F’g‘( F3)=
=3 %ﬂ Fo=-Fa

Hodgeiiv operafor — prostory ARV a AV uplné
antisymetrickjeh tenzort typu () a (mp) na vek. pr.N,,
majistejnou dimenzi a pokud je na Y, dan (poseudo)
meTricky Temovcg aorienface c,pak jelze kamomckq
ztotoinit pomoci zobrazeni 4 ANV, ( ) — (V“)
2vaného Hodgetv dualni operator a olefmovaneho

=1
predpiserm *‘mﬁd) g &IU"H‘ ' &w“‘h SIS

kde X—‘_"
44,...)A,,\ U(»@ ) ...,ﬂm) e“,..-,Am

jsou slozky metricke formy objemu v bazi (,@:,...,IM).

23 _ _
= B,

-

‘ Prechod od F“" k F*‘“’oolpovnola zamé\né E ., 8aB~
Maxwellovy—Lorentzovy rovnice c

t"’ ov ok
oF " _9d oA = _ disE = I
S g I - e e e K AT S R A
OF” _ oF®,,, OF" oF?_ 3 (Ex\,dCB), 8Bn_4 9E,_( (R copi
aF*tw o 2  ox 0 2% 3¢ 3k ( )+ ’a 5);:3 YN (RO{'B\ - [“’é"‘
S =9, F =0 %a
ox . (ot B) -2 51 = el
Lorentzova &tyrsila %_—(m\,;u!’hk" () = (g::, (Kv)={;;'m) kde F=2(E+®xB) je Loventzova sila
= §F, = 2@+ RaB) = (f S B+ a0y = R (W0 F A2 F¥-A2F ) = 0 (Fot CF Nt - F o)) = 0 F s,

Kt= 2 F*u,

K= g‘-ﬁ-?ué‘-ﬁ- E=2 E—-(;«E\ =2 (-%\(-J«A;hz Fu,
Relativistické invarianty elektromagnetického pole
I,- Ft}:%quth Pozn. Hadamardiv souéi'm matic (A-B =A.B, ¥ij
I=FoFt 2(@,_; Dalsi invarianty jsou bud trivialni nebo zavislé napv. FyF°=-1,

U 2L Podle hodnot féchto invariantu 1, 1,2 0 |ze rozdélit elmag. pole do deviti trid.
L= Fth*t""= 4 EC—B Napiiklad trida I,=0=1, 1). E=c®,E LB odpovida elekfromagneticke viné ve vakuu.

Lagrangeiv formalizmus v feorii pole —pole resp. soustavu poli popiseme pomoci sady hladkgeh funkei
%), o=42,..,m —obecnjch souradnic poli na prostorodasu
Motivace — na pohyb jedné nevelativistické Castice na pvmnce |ze nahlizet jako na priklad pole na 1—dim.

prosforodasu odpovidajici historii dastice: 5= §-1mxx U =

Akce pro Sastice

A gD

SL‘O,,.(MPSL(O,‘.w,%(/i),/i.\d\/i

Ay

Akce pro pole

& %(x‘“)

S[q]= %S L (967,86, (), )y *

Specialné pro

V* <QL4.CA >xY

S= S.«“icudv 3(596\’) dA

4 Y

L

A.S 4,;2"“(1%) Ut A T{M)ﬁ/

b b A
objemovy integral pres cmvvozmemou oblast s objem
elementem gy*= ddxtdatdx® = =cdhdxdydr = cdddy

2 hustoty Lagrangeovy funkce

(lagrangianu) £ -2(%'%"' <)

Znaceni: %v ”%-é‘l‘_

Hamiltoniv princip pro pole: Skutecny Casovy viyvo] soustavy poli se déje s takovou zavislosti G N2 K& pro

kferou akce § nabgva stacionarni hodnoty vzhledem k variacim spliujicim podminku

pevngch konct, ktera znamena nulovost variaci na Vwamicié)vi'l objemuy* 1. So'“(xl‘) =0
N

0-85- g& S0, I8V =2 3*[ R R AL 3 [ SeSour 50

E
a?a,v

9«) S (a%)é%]cw*

=%§ ao,.,'ax ao,”\]é%cw * §ax (8% é%)dv ‘cg[a% X (aq,..\.\]s%d“ Ag a%&frn f

Lagrangeovy rovnice pro soustavu poli v Minkowského prostorocase

Divergendnivéta (4—dim. ﬁauss)

of

w55

5% (590 =0 Yoem

)

»=0




gaG

Nejednoznaénost lagrangianu — \aqvamqnam ®-= 2(%'%%“ a ¥'= F kde G =& (%) vedou na

stejné pohybove A " { "pevne
rovnice 35-33=3¢ S 3xF CW* = BS G dfp = S 89’a.d£[A pro 60(“|av*=0 konce "
NalézT lagrangian pro dané po\e je obvykle s\ozn’fa uloha pFi jejim? veseni se vyuzivali principy symelfrie a
jednoduchosti. Napv. v STR jde o poiadavek Lorentzovské invariance lagrangianu pro vlastni
plynouci z invariance akce a integrace vzhledem k gy*= Jdy* J= deh (ot =dled ( )—«-,{ Lorentzovy
ox transformace

Akce pro soustavu nabitich 8astic a elektromagnetického pole —zkoumame dva mezni pripady:
1) soustava vzajemné neinteragujicich nabitich éastic ve vnéjséim elmag. poli — neuvaiujeme inferakei mezi
Sasticemi ani jejich vliv na elmag. pole

Pro éastici s klidovou hm. am, a nabojem 2 Pro soustavu N éastic s klidovgmi hm. m,a ndboji g,
> & % L1 - - P
L=-me - 2le@o-BRAL) ™ L=Z-m1-Z - T 4[90-F AR, L]
s o=
. . Lm hmota Lm¢ interakce hmota pole
Dirackova delta funkce § je zobecnéna funkce na R " . ( . |
' Ve skufecnosti jde o zobecnénou funkei,
s vlastnostmi dx1=0 ¥x=+0a Sé(*)éx =4 co3 je spojity lienarni funkcional na prostoru
, . R fav. testovacich funkei (fee. tridy €
Plati pro ni: Sé(x\g(x\c\x ={(O) SB(X'Q\g(x)dx=¥(o.\ X0()=0 kompaktnim nosicem) vice v RMMF.
» # )
Ve 3D mame: a3 o \_ 3o = Pty o Prostor £R") =LER= [ § Mfdn <o}
6 (n-)'(o)-d(x x,)é(}b-)ao,\é(u-n&) §}6 (n-n){(n)d‘(-g(u,) S:;\l:;:]:::::m <£ %> S;{ma(x)dx {M(a\ec
Nabojova a proudova hustota pro bodové naboje: Jnq @ Jge0 m"‘_, LR = 2100
y - N - - A e < T
?(ﬁ,/i) =¢§%é(ﬁ‘ﬁ’(1“ JL(FL)A) =UJZ=42$ M,,(A) 6(ﬁ“n¢,(/‘-“ dualni prostor je vétsi a jsou v ném zobecnéné fee.
Interakéni lagrangian: PR, A A4
=

N N - N s NP, -
L, ‘" -2_ LP(R,,4) +§4 2.8, AR,,A =—2_ 2 ScS (R, PR A QY +w2=4’q°"N"'X5 R-TOAR, DY =
LP("'»

X 2 2, 8 @-7) PR AIY + X 2 o 8, S®-R)-AG.hdy = —X AT - Jr A AR A= X-g\'“A,,dv
Ty .j"/_v_,z \—-——--—--\——————‘ “’}E_J
PR 5‘("‘"{) g

11) elmag. pole buzené zadangm rozlozenim nabitgch éastic a jejich rychlosti

Chceme aby akce pro elmag. pole Sp= S SB dV* byla stejna ve véechinercialnich soustavach a nezavisela na
2volené kalibraci pole. Hustotu LaqvameowI funkce @, pro elmag pole hledame tak, aby byla:
1) nejviie kvadraticka v polnich proménnich E, B, Ap, 3, Ax=Puy (Maxwellovy ree. jsou linearni)
2) velativisticky invariantni — invariatni viaéi Lorentzové transformaci (kv&\i kovarianci polnich rovnic)
3) kalibracné invariantni (nezavisla na pavametrizaci pole), napr. A A A vA“'”werou kalib.invariantni
Kvadratickgmi v polnich proménnieh jsou invarianty Ry, Ft (skalar) aFle (pseuoloska\av)
Lagrangian pro:

— pole bez zdroju 2{""4._1[‘ FthN=’4_4?°2(_Bu’@f2) = '{E £ "47(0_52= %8.?2‘ %H.,-\:lz
~ pole se zdroyl L(Ap Aps X =~ P~ 000 A =75 (A A (B - ) - JEGRI A
== A (0 v, e 3 (Aua-Au) g, %3 Fg¢]=__ 5™ - SN Fatfe e
aAfz [k(c)hd:qu T‘?'\) 4‘,‘9[6A'17t F s-;" If'[*a[(s’ét\ JFE”)F tw% j @Aqa)
-4 FM n _ M o™\ 2 _ A
B 41‘-( -F "‘aA ) 4[4 QF ~2F )— Tﬁ_ - [‘F 1.série Maxwell=Loventzoviych rovnic
22 +A, 7 _d (858 _gg__a_ Ty oy oFT- . 2 cod2
ang SR =4Sk " aAm) Shy SoBFT ) CF) 2 S Yoot
Akce pro soustavu nabitich césﬁc aelmag.pole 11.série je jiz splnéna—potencialy
: odtud variacemi ziskame
S:;;(—M@)i -—c\A cg F,.vFWcW** S M* 8% 8A,=0 rce. pro Sastice v EM poli

S hmoTa(maﬁev) 54 pole (field) Sw{ inferakce 5Ay~ SX.=0 I.série Maxwell—Lorente



Z4kony zachovani v feorii pole

Zachovavajici se éturproud je ctyrvektorova velidina ﬁ”(q,,,%w ) s nulovou Eturdivergenci § ﬁ g'&t* 0

Ke katdému zachovavajicimu se étyiproudu existuje tzv. zachovavajici se *naboj" K(M=ZS Rdv=konst.
RS x=ed
4 (»
0- S o ave- j,&“djk § Hag S K s S K [ L 0= {-%av + [Fav = ketyin)
Y O=ch, R+ PEx0sch, R0sch, .
VA= {edy Chrx Vf“ koule o poloméru®  integrdl pres plast 4 —rozmérného valee v limité infegrace pres d{ X
R =" dhzad prostorove nekonedno — tok prostoroveé asti A plochou v
aY:'= VRSA,UEAUVR,QA,_ 4‘“ %{» 3 nekonednu za&as A,L-/L — predpokladame, e je nula PR
(e (e (0 = RE d {éﬂ: (-4,0,0,00dy O\KL;\‘ (1,0,000dV d;;f/—;,
chexcech, X%

Napviklad pro ¢tyrproud (j‘e)z(c?‘}‘) plati rovnice kontinuity @ } =0 zachovava se naboj Q)= SF(""M"'W
)

Teorém Noetherové: Ke kaide spojité jednoparametrické grupé transformaci, které poweohavaji akci
32(%‘%\. W?)ady* invariantni (1), jsou symetriemi akce) existuje zachovavayjici se ctyrproud K.

Pozn. eraCI aby fransformace byly kvazisymetrie 1. aby zachovavali akci a% na hraniéni élen §'= S+S( )"d&k
1). hustota Lagrangeovy funkce se mize lisit o Styrdivergenci $'= ff+30@ (..5°) ar

Misto invariance akce vzhledem k Transformaci
budeme v dalsim pozadovat invarianci lagrangianu: 2(%(%”),%,«()(“’),)('”) = 2(%(3(”),%,.(X ), X*)

)

1) Vnitini symetrie — franstormujeme pouze pole (napriklad kalibradni transformace)

, , hovavaljici se tyrroud
posunuti pole = el ! =g 2ac .
Vo= % For™ Fore je hustota ctyrhybnosti
. . \ A \ v V) = v » =_a_2_ a_ a& 'S = a%
invariance lagrangianu .ff(%m(x ),X°) 2(%1*(" LX) 0 890~ 5 (a%") s 3%,
2) Prostorodasové symetrie — Poincarého grupa fr. Minkowského prostorodasu a jeji reprezentace na polich
translace ™ = XV + f.° transformace pole G (x™) = au(x® L i (x kanonicky fenzor
K=Kk rane v BolX12 ) Gop ) = qupX) energie—hybnosti
invariance lagrangianu 2("{;(1'”),% (X"))=f€(%(x") %H(Xv)) 7
~—~A————
oL AP _ag A . n_ oL _d (a.fe ) R [a.‘e _y
o ("""Ln o% ~ 59, Tor " 39,y Yo 6“ 3 T X 34uy |tk 87»» Yo = 350 | 5005 For 50&’}
Kanonickg tenzor energie—hybnosfi T = 9’%}* 5 % Jesada 4 zachovavajicich se Stuiproudu
o O o pro které plati vovnice @ Tt* =0 Yp=0423
T % %‘l‘ % # zachovévajici se "naboje’  predstavuji zakony zachovani energie a
hustota energie hustota toku -4 j‘*‘“dJ hgbnosti v teorii PO\e
A} A _'{T energie 'f‘ ?} L -cq, »  podobng predpis jako
('J"W) (Nf [4 ) X % Foe /pvoobeowou enerqii
o_41 S —a% _4
C% ,\ 4‘ “C Se [% 6?&#%"’ 3 2)d{° - a q’a 2)
t hustota Toku REX%=CA

R3A%=(A

hustota hybuosti .y oot A = (d¥,0,0,0) s hustota energie



symetrickg fenzor energie—hybnosti pro elektromagnetické pole a zakony zachovani

Kanonicky fenzor energie—hybnosti obecné neni symetricky a pro elmag. pole neni ani kalibradne invariantni,
profo jej nahradime tzv. symetrickgm fenzorem energie—hybnosti, kferq jiz kalibradné invariantni bude.

konstanty kosmologicka gravitadni

Pozn. Symetrii tenzoru pozaduje obecna feorie relativity, kde tento tenzor stojici Ruw- %Rz'wa-j\%p KTy

*
na pravé strané Einsteinovich rovnic predstavuje zdroj pro zakriveni prostorodasu ricno tenor ream-amerse-me
R 3R T8 =1t 4gea-3,9u1¢”
Zakon zachovani energie a hybnosti g, \)# =0 zusfame v p\afwos’ﬂ pokud kanonicky tenzor :Y Y nahradime

symetrickgm Tewzovem Y pde Q =-Q.5” nebot yQ Q=0  pak 3T
-QJ" =0
:Y(“ oxf vsw van/mswl. v
neni kalibradné

invariantni

Pro volné elmag. pole (bez 2droji) mame TP aA Aep.—étkﬁfl {.:. A‘,[,JZ'W /Aoﬁmeé;

P X ,

prictenim QQ_»_ —F a_x@(AvFvP)_ (Ag.\'FmAravF ?) “AMFW ziskame Tt;v=[—1;F"? Fev+ ;'{7‘-0 E%F“”g;
1.série Mawve\\‘o p . |

Symetrickg tenzor energie—hybnosti pro elmag. pole Ttw=t-:a ('%%FP s ﬂgvaGFM)

Je kalibradne
invariantni

S, Sy S, o ve vakuu
ME% ......... ns =5 (ED+R-B) = —}gE»fl{-\,H hustota energie elmag. pole B=¢E

1

2
T=E.H thustota toku energie elmag. pole— Poyntingiv vekfor — B=poH
=58

S @
=1 G! GJ - - -
; Ga Gz ’ =DxB = £,p- Ex =é$ husTota hybnosti elmag. pole Cz:é—-h
2 Gy Gz Bn s Ny
slozky ve vakuu

Maxwelltiv Tfenzor napéti @ =-[€®B+’\-‘|®§-%(E‘-B+R-€)7(\] G,(,“:-[EoEILEJ *Po“‘i"‘,s‘éédé(fo#*t%"‘)]
je tenzor hustoty toku hybnosti —jeho vadky jsou vektory husToty Toku jednotlivich slozek hybnosti

I e Y

Pozn.V (1¥i)vektori E,D,B H)?'S a fenzoru G zde piseme indexy sloiek pouze dolu
(odpovidaji kontravariantnim slozkam prislusnich ctyrvelicin).

00 o =2 =9 Y hustota
s AP -4 B 1085 A B e e
T = L geF TP L o P F )= ,(F‘*F"")=%,(-%*-(—e‘“B,\)=tf—,c eMEyBy= A (BxB): = 4(EH),

F°*=-E Fh= - MB! Poq,m‘mguv vekTov g
TQ__( g%rxvrad_,_#%ﬂ&é Ff¢) = ( guF peogie _ ~9n A PR _%2(5__ )- hustota toku eme;—quezz
=1(-£~.“ g, -(B= BV A (AEE il S 5B S 5 R
Maxwelltiv

= 1
£ E; Ea +F°BpBQ - FOB':BA 9_ BL ( C‘) ['£°E"E8 +’konHa‘ "‘%5“3‘(&’ 1*#03 1 % Temzov mapeﬁ

Lokalni 2akon zachovani energie a hqbnos’fi Pozn. ExisTence hybnostielmag. pole bylaexperimentalné
. o v aT _ potvrzena objevem mechanického tlaku zareni (Lebedév 1849)
1) pro volné elmag. pole (bez 2droji) p,Tt= 5 =0
aT™_ am . 4135 (am

5% = sen ' T 5_x = 7+d@u§)=0 lokalni zakon zachovani energie

AT_ 9(cgy) , OB _
ax’  Alcly ox*

2) pro soustavu nabitich Gastic a elmag. pole lze odvodit gj):\):_i kde 4” F“‘" v 2 (L QF + g-xB)

=0 lokalni zakon zachovani hybnosti

je \nus’ro’ra Loventzovy &Tyrsily
% A C Ix E E ¥ (Poyntingova véta) <KV‘= ,u.)

OT_ 9(cq) + 98t _ _(oB. TR =_J* ‘ PR -9 .36
o - aeh M7 (@E'«Q\XB)‘:——J Srovne)te s pohybovou rovnici kontinua. (?a,; £+——*A)

5%,
Maxwelliiv Tfenzor napéti, kierou elmag. pole pusobi na maboje v daném objemu, ve stacionarnim pripadé

elmag. pole g%ao mame g_iiﬁ=_4" a odtud S&dv G,Ads

oy -
OT°_ b 405 _A(dwr, 4, 8).- 4%



