
Rovnice elektrodynamiky v Minkowského prostoročase

Princip relativity (stejný tvar fyzikálńıch zákon̊u ve všech inerciálńıch

vztažných soustavách) lze matematicky vyjádřit kovariantńım tvarem rovnic

(všechny členy rovnice se transformuj́ı stejně při Lorentzových tr.)

Př: T ′µ = K ′µ T ′µ = αµνT
ν αµνT

ν = αµνK
ν/(α−1)σµ T σ = Kσ

d’Alembretovy rovnice - nehomogeńı vlnové pro potenciály (ve vakuu)

□φ = − ρ
ε0

□ A⃗ = −µ0j⃗

Lorenzova kalibračńı podmı́nka

div A⃗+ 1
c2
∂φ
∂t

= 0

chceme tvar ve kterém bude na obou stranách rovnice vystupovat čtyřvektor

d’Alembert̊uv operátor □

skalárńı operátor, zaṕı̌seme ho pomoćı čtyřtenzor̊u a ukážeme jeho invarianci

□ = ∆− 1

c2
∂2

∂t2
=

∂2

∂xi∂xi
− ∂2

∂(ct)2
= −gµν ∂

∂xµ
∂

∂xν
= −gµν∂µ∂ν

x′µ = αµνx
ν xν = (α−1)νσx

′σ g′µν = αµρα
ν
σg

ρσ

∂′µ =
∂

∂x′µ
=
∂xν

∂x′µ
∂

∂xν
= (α−1)νµ

∂

∂xν
= (α−1)νµ∂ν

□ ′ = −g′µν∂′µ∂′ν = −αµρανσgρσ(α−1)κµ(α−1)λν∂κ∂λ = −δκρδλσgρσ∂κ∂λ = −gρσ∂ρ∂σ
= □

čtyřproud

Náboj je invariant dQ′ = dQ = ρ dV a d́ıky kontrakci délek dV = 1
γ
dV0

proto ρ = dQ
dV

= γ dQ
dV0

= γρ0, kde ρ0 je klidová hustota náboje.

Inspirujeme se proudovou hustotu (⃗j = ρv⃗) a definujeme čtyřproud jako

součin invariantu ρ0 a čtyřrychlosti uµ

(jµ) = ρ0(u
µ) = ρ0(γc, γv⃗) = (ρ0γc, ρ0γv⃗) = (ρc, ρv⃗) = (ρc, j⃗)

Rovnice kontinuity v kovariantńım tvaru

0 =
∂ρ

∂t
+ div j⃗ =

∂cρ

∂(ct)
+
∂ji

∂xi
=
∂j0

∂x0
+
∂ji

∂xi
=
∂jµ

∂xµ
= ∂µj

µ
čtyřdivergence

∂µj
µ = 0

čtyřpotenciál

Uprav́ıme rovnice tak aby na pravé straně stál čtyřvektor

□φ = − ρ

ε0
= −µ0c

2ρ = −µ0cj
0 □

φ

c
= −µ0j

0 □ A⃗ = −µ0j⃗

čtyřpotenciál (Aµ) = (φ
c
, A⃗)

d’Alembertovy rovnice v kovariantńım tvaru □Aµ = −µ0j
µ

0 = div A⃗+
1

c2
∂φ

∂t
=
∂Ai

∂xi
+

∂

∂(ct)

φ

c
=
∂Ai

∂xi
+
∂A0

∂x0
=
∂Aµ

∂xµ
= ∂µA

µ

Lorenzova podmı́nka v kovariantńım tvaru ∂µA
µ = 0

Kalibračńı transformace v kovariantńım tvaru

φ̃ = φ− ∂Λ

∂t

⃗̃
A = A⃗+ gradΛ

Ã0 =
φ̃

c
=
φ

c
− ∂Λ

∂(ct)
= A0 − ∂Λ

∂x0
= A0 − ∂Λ

∂x0

Ãi = Ai +
∂Λ

∂xi
= Ai − ∂Λ

∂xi

Ãµ = Aµ − ∂Λ
∂xµ

= Aµ − ∂µΛ nebo Ãµ = Aµ − ∂Λ
∂xµ

= Aµ − ∂µΛ

(gradient ∂µΛ = gµν∂νΛ vs. složka jednoformy dΛ = ∂Λ
∂xν

dxν = ∂νΛdxν)

Maxwellovy–Lorentzovy rovnice (ve vakuu)

I. div E⃗ = ρ
ε0

rot B⃗ − 1
c2
∂E⃗
∂t

= µ0j⃗ II. rot E⃗ + ∂B⃗
∂t

= 0 div B⃗ = 0

Zaṕı̌seme vektory E⃗, B⃗ pomoćı čtyřpotenciálu. Nejprve připomeneme jak

tomu bylo v R3 pomoćı potenciál̊u: E⃗ = − gradφ− ∂A⃗
∂t

B⃗ = rot A⃗

Bi = (rotA)i = εijk
∂
∂xj
Bk B1 =

∂A3

∂x2
− ∂A2

∂x3
= B̂23 B̂jk =

∂Ak

∂xj
− ∂Aj

∂xk

Bi =
1
2
εijkB̂jk B̂jk = εjkiBi B̂ =

(
0 B3 −B2

−B3 0 B1
B2 −B1 0

)
B̂jk = ∂jAk − ∂kAj

Obdobně jako u úhlové rychlosti Ω̃i =
1
2
εijkω̃jk i zde jsou složky B⃗

ztotožněny (přes Hodge̊uv duálńı operátor) se složkami složky

antisymetrického tenzoru 2. řádu B̂. Proto je B⃗ pseudovektor.

*Hodgeo̊uv operátor ∗ : Λk(V ∗) → Λn−k(V ∗) nad n-dim. vek. pr. (V, g, o)

(∗α)j1,...,jn−k
= 1

k!
αi1,...,ikωi1,...,ik,j1,...,jn−k

, kde ωi1,...,in = o(baze)
√

|g|ϵi1,...,in



Tenzor elektromagnetického pole

Ex = −∂φ
∂x

− ∂Ax
∂t

= c

[
− ∂

∂x

(φ
c

)
− ∂Ax
∂(ct)

]
= c

[
−∂A

0

∂x1
− ∂A1

∂x0

]
(A1=−A1)

= c

[
∂A1

∂x0
− ∂A0

∂x1

]
= cF01

Bx = [rot A⃗]x =
∂Az
∂y

− ∂Ay
∂z

=
∂A3

∂x2
− ∂A2

∂x3
=
∂A2

∂x3
− ∂A3

∂x2
= F32

Tenzor elektromagnetického pole Fµν =
∂Aν

∂xµ
− ∂Aµ

∂xν
= ∂µAν − ∂νAµ

(Fµν) =


0 Ex

c

Ey

c
Ez

c

−Ex

c
0 −Bz By

−Ey

c
Bz 0 −Bx

−Ez

c
−By Bx 0

 (F µν) =


0 −Ex

c
−Ey

c
−Ez

c
Ex

c
0 −Bz By

Ey

c
Bz 0 −Bx

Ez

c
−By Bx 0


zvednut́ım index̊u F µν = gµρgνσFρσ = ∂µAν − ∂νAµ

je antisymetricky F µν = −F νµ

transformace F ′µν(x′) = αµρα
ν
σF

ρσ(x)

kalibračńı invariance F̃ µν = ∂µÃν − ∂νÃµ = ∂µ(Aν − ∂νΛ)− ∂ν(Aµ − ∂µΛ) =

= ∂µAν − ∂νAµ − ∂µ∂νΛ + ∂ν∂µΛ = ∂µAν − ∂νAµ = F µν

Duálńı tenzor

Čtyřrotace čtyřvektoru je tedy antisymetrický čtyřtenzor druhého řádu,

Hodge̊uv duál z něj udělá zase čtyřtenzor druhého řádu.

Duálńı tenzor F ∗
κλ =

1
2!
ϵκλµνF

µν F ∗κλ = − 1
2!
ϵκλµνFµν

Levi–civit̊uv symbol ϵµνρσ = ϵµνρσ je úplně antisymetrický a ϵ0123 = 1 = ϵ0123.

F ∗
01 =

1
2
ε01µνF

µν = 1
2
(ε0123F

23 + ε0132F
32) = 1

2
(F 23 − (−F 23)) = F 23 = −Bx

F ∗
12 =

1
2
ε12µνF

µν = 1
2
(ε1203F

03 + ε1230F
30) = 1

2
(F 03 − (−F 03)) = F 03 = −Ez

c

F ∗
13 =

1
2
ε13µνF

µν = 1
2
(ε1302F

02 + ε1320F
20) = 1

2
(−F 02 + F 20)) = F 20 = Ey

c

(F ∗µν) =


0 Bx By Bz

−Bx 0 −Ez

c

Ey

c

−By
Ez

c
0 −Ex

c

−Bz −Ey

c
Ex

c
0


Přechod od F µν k F ∗µν odpov́ıdá záměně E⃗

c
→ −B⃗ a B⃗ → E⃗

c
.

Maxwellovy–Lorentzovy rovnice v kovariantńım tvaru

I. série ∂Fµν

∂xν
= ∂νF

µν = −µ0j
µ II. série ∂F ∗µν

∂xν
= ∂νF

∗µν = 0

∂F 0ν

∂xν
= 0 +

∂F 0i

∂xi
=

∂

∂xi

(
−Ei
c

)
= −1

c
div E⃗ = −µ0j

0 = −µ0cρ

div E⃗ = µ0c
2ρ =

ρ

ε0
∂F 1ν

∂xν
=
∂F 10

∂x0
+ 0 +

∂F 12

∂x2
+
∂F 13

∂x3
=

∂

∂(ct)

(
Ex
c

)
+
∂(−Bz)

∂y
+
∂By

∂z
=

=
1

c2
∂Ex
∂t

− (rot B⃗)x = −µ0jx (rot B⃗)x −
1

c2
∂Ex
∂t

= µ0jx

∂F ∗0ν

∂xν
= 0 +

∂F ∗0i

∂xi
=
∂Bi

∂xi
= div B⃗ = 0

∂F ∗1ν

∂xν
=
∂F ∗10

∂x0
+ 0 +

∂F ∗12

∂x2
+
∂F ∗13

∂x3
=
∂(−Bx)

∂(ct)
+

∂

∂y

(
−Ez
c

)
+

∂

∂z

(
Ey
c

)
= −1

c

∂Bx

∂t
− 1

c
(rot E⃗)x = 0

(
rot E⃗ +

∂B⃗

∂t

)
x

= 0

Lorentzova čtyřśıla

d
dτ
(m0u

µ) = Kµ (uµ) = (γc, γv⃗) (Kµ) = (γ
c
v⃗ · F⃗ , γF⃗ )

Lorentzova śıla F⃗ = e(E⃗ + v⃗ × B⃗)

K1 = γFx = γe(E⃗ + v⃗ × B⃗)x = e(γ c
c
Ex + γvyBz − γvzBy) =

= e(u0F
10 + (−u2)(−F 12) + u3F

13) = eF 1νuν

K0 = γ
c
v⃗ · F⃗ = eγ

c
v⃗ · E⃗ = e(−Ei

c
)(−γvi) = eF 0νuν

Lorentzova čtyřśıla Kµ = eF µνuν

Relativistické invarianty elektromagnetického pole

I0 = F µ
µ = gµνF

µν = 0

I1 = FµνF
µν = 2(B⃗2 − E⃗2

c2
)

I2 = FµνF
∗µν = 4 E⃗·B⃗

c

(Hadamard̊uv součin (A ◦B)ij = Aij ·Bij, /
∑)

Daľśı invarianty jsou již bud’ závislé nebo

triviálńı. I1 = −F ∗
µνF

∗µν

Podle znamének těchto invariant̊u lze provést relativisticky invariantńı

klasifikaci EM–poĺı do dev́ıti tř́ıd. Př́ıpad I1 = 0 = I2 tj. E⃗ ⊥ B⃗, E = cB

odpov́ıdá rovinné elektromagnetické vlně ve vakuu.



Lagrange̊uv formalizmus v teorii pole

V STR nelze interakci mezi částicemi popsat pomoćı potenciál̊u (z d̊uvodu

konečné rychlosti š́ı̌reńı interakce). Soustavu interaguj́ıćıch částic je potřeba

doplnit o daľśı fyzikálńı objekt (silové pole) s vlastńımi stupni volnosti, který

tuto interakci zprostředkuje.

Pole resp. soustavu poĺı poṕı̌seme sadou hladkých funkćı qa(x
µ), a = 1, . . . , n

– obecných souřadnic poĺı na prostoročasu

Pohyb nerelativistické částice po př́ımce - motivace

S =
∫ t2
t1

1
2
mẋ2 − U(x) dt =

∫
⟨t1,t2⟩

1
2
m
(
∂ψ
∂t

)2 − U(ψ) dt

Speciálńı př́ıpad pole na 1–dimenzionálńım

prostoročasu odpov́ıdaj́ıćı historii částice.

tx1 x1

P

Pro částice Pro pole

t xµ

qi(t) qa(x
µ)

S[qi(t)] =
∫ t2
t1
L(qi, q̇i, t) dt S[qa(x

µ)] = 1
c

∫
V ∗ L(qa, qa,ν , xµ) dV ∗

Akce pro pole

S[qa(x
µ)] = 1

c

∫
V ∗ L(qa, qa,ν , xµ) dV ∗ kde qa,ν =

∂qa
∂xν

= ∂νqa

je objemový integrál přes čtyřrozměrnou oblast V ∗ s objemovým elementem

dV ∗ = dx0 dx1 dx2 dx3 = c dt dx dy dz = c dt dV

z hustoty Lagrangeovy funkce – lagrangiánu L(qa, qa,ν , xµ).

Speciálně pro V ∗ = ⟨ct1, ct2⟩ × V S =
∫
V ∗ L dt dV =

∫ t2
t1

(∫
V
L dV

)
dt

Divergenčńı věta∫
∂Ω

ω =

∫
Ω

dω

Ω, M . . . k-rozměrné variety v Rn, Ω ⊂M kompaktńı

∂Ω. . . hranice Ω v M s orientaćı pomoćı vněǰśı normály

ω ∈ C1(Ω). . . (k−1)-forma, dω jej́ı vněǰśı derivace (k-forma)

Hamilton̊uv princip pro pole

Skutečný časový vývoj soustavy poĺı se děje s takovou závislost́ı qa na xµ,

pro kterou akce S nabývá stacionárńı hodnoty vzhledem k variaćım δqa(x
µ)

splňuj́ıćım podmı́nku pevných konc̊u, která požaduje nulovost variaćı na

hranici ∂V ∗ oblasti V ∗ tj. δqa(x
µ)|∂V ∗ = 0.

Rovnice pole

δS =
1

c

∫
V ∗
δL(qa, qa,ν , xµ) dV ∗ =

1

c

∫
V ∗

[
∂L
∂qa

δqa +
∂L
∂qa,ν

δqa,ν

]
dV ∗

=
1

c

∫
V ∗

[
∂L
∂qa

δqa +
∂

∂xν

(
∂L
∂qa,ν

δqa

)
− ∂

∂xν

(
∂L
∂qa,ν

)
δqa

]
dV ∗

=
1

c

∫
V ∗

[
∂L
∂qa

δqa −
∂

∂xν

(
∂L
∂qa,ν

)
δqa

]
dV ∗ +

1

c

∫
V ∗

∂

∂xν

(
∂L
∂qa,ν

δqa

)
dV ∗

=
1

c

∫
V ∗

[
∂L
∂qa

− ∂

∂xν

(
∂L
∂qa,ν

)]
δqa dV

∗ +
1

c

∫
∂V ∗

(
∂L
∂qa,ν

δqa

)
dfν

Lagrangeovy rovnice pro soustavu poĺı v Minkowského prostoročase
3∑

ν=0

∂

∂xν

(
∂L
∂qa,ν

)
− ∂L
∂qa

= 0 ∀a ∈ n̂

∂
∂xµ

je derivace složených funkćı podle řetězového pravidla

qa,0 =
∂qa
∂x0

=
∂qa
∂t

∂t

∂x0
=

1

c
qa,t

∂L
∂qa,0

= c
∂L
∂qa,t

∂

∂x0
∂L
∂qa,0

=
∂

∂t

∂L
∂qa,t

Homogenńı struna

Jednorozměrné pole q1 = ψ = ψ(t, z) na dvourozměrném prostoročasu.

ρ. . . lineárńı hustota struny

T . . . śıla naṕınaj́ıćı strunu

Hustota kinetické energie κ = 1
2
ρψ2

t

Hustota potenciálńı energie u = 1
2
Tψ2

z

ψt =
∂ψ
∂t

ψz =
∂ψ
∂z

Hustota Lagrangeovy funkce

L(ψt, ψz) = κ− u = 1
2
ρψ2

t − 1
2
Tψ2

z

Pohybové rovnice pole

∂

∂t

(
∂L
∂ψt

)
+

∂

∂z

(
∂L
∂ψz

)
− ∂L
∂ψ

= 0

t

x

P

t2

t1
x1 x1

P

Vlnová rovnice pro strunu

∂

∂t
(ρψt) +

∂

∂z
(Tψz)− 0 = ρψtt − Tψzz = 0 =⇒ ρ

∂2ψ

∂t2
= T

∂2ψ

∂z2



Nejednoznačnost lagrangiánu L
Hustota Lagrangeovy funkce je pro dané pole určena až na divergenci

libovolného čtyřvektoru F µ(qa, x
ν). Lagrangiány L a L′ = L+ ∂Fµ(qa,xν)

∂xµ

vedou na stejné rovnice pole.

δ
1

c

∫
V ∗

∂F µ

∂xµ
dV ∗ =

1

c
δ

∫
∂V ∗

F µ dfµ =
1

c

∫
∂V ∗

∂F µ

∂qa
δqa︸︷︷︸
=0

dfµ = 0

Hamilton̊uv princip spolu s Lagrangeovými rovnicemi lze použit v prostorech

libovolné dimenze. Úloha nalézt lagrangián, který vede na rovnice popisuj́ıćı

pohyb daného pole je obt́ıžná a pro jej́ı řešeńı nejsou známa obecně platná

pravidla. Využ́ıvaj́ı se principy symetrie a jednoduchosti. Např́ıklad v STR

jde o požadavek relativistické invariance lagrangiánu, který plyne z

relativistické invariance akce a integrace vzhledem k dV ∗′ = |J | dV ∗

J = det

(
∂x′µ

∂xν

)
= det(αµν) = detA = ±1

Transformace poĺı

• skalárńı pole ψ′(x′κ) = ψ(xκ)

• vektorové pole A′µ(x′κ) = αµνA
ν(xκ)

• tenzorové pole F ′µν(x′κ) = αµρα
ν
σF

ρσ(xκ)

x′κ = ακλx
λ A′µ(x′κ) = αµνA

ν((α−1)λκx
′κ)



Akce pro soustavu nabitých částic a elektromagnetického pole

Akci pro soustavu interaguj́ıćıch nabitých částic v EM poli sestav́ıme ze dvou

mezńıch př́ıpad̊u

• soustava vzájemně neinteraguj́ıćıch nabitých částic ve vněǰśım poli

• EM pole buzené zadaným rozložeńım nabitých částic a jejich rychlost́ı

Soustava neinteraguj́ıćıch částic ve vněǰśım poli

Zanedbává se vzájemná interakce částic stejně jako jejich vliv na EM pole.

Lagrangeova funkce
• pro nabitou částici s klidovou hmotnost́ı m0 a nábojem e v EM poli

L = −m0c
2
√

1− v2

c2
− e(φ(r⃗, t)− v⃗ · A⃗(r⃗, t))

• pro soustavu částic s klidovými hmotnostmi mα a náboji eα

L =
N∑
α=1

−mαc
2

√
1− v2α

c2︸ ︷︷ ︸
Lm

−
N∑
α=1

eα[φ(r⃗α, t)− v⃗α · A⃗(r⃗α, t)]︸ ︷︷ ︸
Lmf

Dirackova delta funkce δ

Je “funkce” na R s vlastnostmi
∫
R δ(x) dx = 1 a δ(x) = 0, ∀x ̸= 0.

Plat́ı pro ni
∫
R δ(x)f(x) dx = f(0)

∫
R δ(x− a)f(x) dx = f(a)

δ3(r⃗ − r⃗a) = δ(x− xa)δ(y − ya)δ(z − za)
∫
R3 δ

3(r⃗ − r⃗a)f(r⃗) dV = f(r⃗a)

Pro bodové náboje je nábojová a proudová hustota dána vztahy

ρ(r⃗, t) =
N∑
α=1

eαδ(r⃗ − r⃗α(t)) j⃗(r⃗, t) =
N∑
α=1

eαv⃗α(t)δ(r⃗ − r⃗α(t))

Interakčńı lagrangián

Lmf = −
N∑
α=1

eαφ(r⃗α, t) +
N∑
α=1

eαv⃗α · A⃗(r⃗α, t) =

= −
N∑
α=1

eα
∫
R3

δ3(r⃗ − r⃗α)φ(r⃗, t) dV +
N∑
α=1

eαv⃗α ·
∫
R3

δ3(r⃗ − r⃗α)A⃗(r⃗, t) dV =

= −
∫
R3

N∑
α=1

eαδ
3(r⃗ − r⃗α)︸ ︷︷ ︸

ρ(r⃗,t)

φ(r⃗, t) dV +
∫
R3

N∑
α=1

eαv⃗αδ
3(r⃗ − r⃗α)︸ ︷︷ ︸

j⃗(r⃗,t)

·A⃗(r⃗, t) dV =

= −
∫
R3

cρ(r⃗, t)φ(r⃗,t)
c

− j⃗(r⃗, t) · A⃗(r⃗, t) dV =
∫
R3

−jµAµ︸ ︷︷ ︸
Lmf

dV

Hustota Lagrangeovy funkce pro EM pole

Akce pro pole Sf =
1
c

∫
V ∗ Lf dV ∗ má být stejná ve všech inerciálńıch vztažných

soustavách a neměla by záviset na zvolené kalibraci pole.

Hustotu Lagrangeovy funkce Lf pro EM pole hledáme tak, aby byla:

• nejvýše kvadratická v polńıch proměnných (Maxwellovy rce. jsou lineárńı)

• relativistiky invariantńı (kv̊uli kovarianci polńı rovnice)

• kalibračně invariantńı (nezávislá na parametrizaci pole)

Kvadratickými v polńıch proměnných E⃗, B⃗, Aµ, ∂νAµ = Aµ,ν jsou invarianty

FµνF
µν (skalár) FµνF

∗µν (pseudoskalár) (dalśı AµA
µ, Aµ,νA

µ,ν nejsou kalib. inv.)

Lf = − 1

4µ0

FµνF
µν = − 1

4µ0
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c2
E⃗2) =

1

2
ε0E⃗
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2
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2
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L(Aµ, Aµ,ν , xν) = − 1

4µ0

FµνF
µν − jµAµ = − 1

4µ0

(Aν,µ−Aµ,ν)(A
ν,µ−Aµ,ν)− jµAµ

∂
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∂Aκ,λ

)
− ∂L
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= 0
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∂Aκ,λ
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F κλ

)
− (−jκ) = 0 =⇒ ∂λF

κλ = −µ0j
κ

I. série Maxwellových–Lorentzových rovnic (II. série je splněna potenciály)

Akce pro soustavu nabitých částic a EM pole je S = Sm + Smf + Sf , kde

• hmota (matter) Sm =
∫ t2
t1

∑N
α=1(−mαc

2)
√
1− v2α

c2
dt

• pole (field) Sf =
1
c

∫
V ∗(− 1

4µ0
FµνF

µν) dV ∗

• inetarkce Smf =
1
c

∫
V ∗(−jµAµ) dV ∗ =

∫ t2
t1
(−
∑N

α=1 eα[φ(r⃗α, t)− v⃗α · A⃗(r⃗α, t)]) dt
Odtud se variaćı podle proměnných xµα (při neměnných Aµ) źıskaj́ı relativistické

pohybové rovnice pro částice v EM poli a variaćı podle polńıch proměnných Aµ
(při neměnných xµα) Maxwellovy–Lorentzovy rovnice.


