Teoreticka Fyzika 1 — Analyticka Mechanika

Mechanika klasicka  /relativisticka  /kvantova

— Newfonova mechanika (pouziva vektory )

Isaac Newfon — 1. dilo teoreficke fyziky

Matematicke principy prirodni filozofie (16817)

1. Zakon sefrvadnosti — inercialni vataina soustava
2.Z24kon sily iﬁ -? wa=F

3. 24kon akce a veakce F,, = -F; slaba verze ij
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Newtonovy pohyboveé rce. mitidy= Fifm,R(D,A)

K= 6,674 40" i By 57

Analyticka Mechanika

Kniha: Klasicka feoveficka fyzika,
1.58toll, 7. Tolar, I.Tex, Karolinum 201

— Analyticka mechanika (pouziva skalary)

Soubor alfernativnich formulaci klasické mechaniky
vychazejicich z tzv. principi mechaniky,

Gottfried Wilhelm Leibniz — 3iva sila m?=2T
Maupertuis, Bernoulli, Euler, d" Alembert, Laplace

Principy mechaniky =» pohybové rovnice.

Napi: " P¥i pohybu soustavy mezi dvémakonfiguracemi je
S= LT =<V minimalni, *

(Fermativ princip 1662 — &iveni svétla)

— Lagrangeova mechanika 17¢8

— Hamiltonova mechanika 1833

— Hamilfon—=Tacobiho rovnice

vihody — eliminace sily, snadné zobecnéni mimo oblast mechaniky (feorie pole, kvantova mechanika)
— efektivita pro slozité ulohy s vazbami, elegance, moinost uziti vyssi matematiky

Lagrangelv formalizmus — nejprve pro soustavu volngeh hmotngch bodi

Podet stupiti volnosti A =nejmensi podet parametrii nutngch k uréeni polohy (konfigurace) soustavy
(podet navzajem nezavisligch pohubii, kieré mize soustava konat — pouze pro holonomni vazby)

«pro soustavu NelN volngch hmotngeh bodi v 3—dimenzionalnim prostoru je A=3N

«konfiguraci soustavy (polohu véech jejich bodit) budeme reprezentovat jedingm bodem Xe IR
v 3N vozmérném euklidovském prostoru tzv. konfiguradnim prostoru
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Derivace funkce podle dasu: FRY>R, F-F&ZA _ _
4) parcialni derivace -37 %, XA jsou nezavislé proménné fce. F g-E" &:’; F(x,x,ifi)-f—'(x)&/l)

slosens funkce Easu parcialni derivace jsou

Fuy = FE, 3y A)
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Zacinat s popisem budeme vidy v inercialni vztainé soustavé (v kartézskich souradnicich).
V neinercidlni soustavé

bychom museli pridat
sefrvaéné sily anajit
pro né pofencialy.

Newfonovy rovnice (md,i"'i‘w=l—7—:, ‘v‘weﬁ —— n-n,;iik-=E VLE.’SF/ nebo IM:).Z=’?

s upravime levou stranu rovnic nm‘ii‘.= F Nie3N (1). bez sumace pres i)
A

A
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kineficka energie soustavy T(i')=é2mj5&§- ma v karfézskych souradnicich vidy fento fvar
"':l

-
» Sily viigténe (akéni) na praveé strané rovnic nahradime potencialy = silové pole (sila) F se nazgva:

1) konzervativni ?:}?{Z’) pokud JU=U(R) potencialni energie tak, ie E(f\= ~ %%@ MieR
2)potencialni F=F(F4) pokud JU=UIRA) potencial fak, ze Fxp=-20D  yy 3
¥

3)20becnéna potencialni = }?(i,i(“,/i) pokud U =URXA) tak, ze RN () +i 3V N
zobecnény potencial E(X’K’A)— %y d/i<'e§>'<j) VQEA

(souhrnné tzv. monogenni sily — Goldstein)

Pozn. prace konzervativnich sil Y " b AU A% % dUGE®RY) g
w=§Ewrd® =§ B pundd = -2 G- Fhan =- | $5E a0 f
y -8 o o

nezavisi na trajekiorii
- = - & - - ‘(B\
Pozn. v R® podminka il F=0 = F&A) je potencialni ='S_ULXU‘“]: U(J‘("\\’U(X'(M) g

P¥. -~homogenni tihové pole U(?)——M%)—Z - Loventzovasila (E.M. pole)

M VR A) = 9 (a4 - X AR )

~centralni gravitadni pole U =-¢— - N
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— . . . : . 2 =4 o2 - -
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Po vypodteni derivaci funkce L dosadime za X; neznamé funkce Sasu X;(A) a ziskame

tak obycejné diferencialni rovnice 2. vadu pro Tyto neznamé funkce.

Pozn: Lagrangeovy funkce dvou neinferagujicich soustav lze sedist a ziskat Lagr. fci. popisujici 0bé soustavy.
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Vazby, Konfiguradni prostor a obecné souradnice
Vazby - jakékoliv podminky omezujici pohyb hm. bodi nebo 1éles tvoricich mechanickou soustavu

<ho\omommi — vazby kferé sniuji podet stupiti volnosti, lze je zapsat ve tvaru 4&(?,1)=0, YheR
neholonomni — véechny ostatni (napv. %U?,f(’,AFO, X1« K )

<sk\evowomm (stacionarni) — nezavislé na éase (napv. ¥(i) =0, x‘+z,‘+ -L2%=0) ’
(Y

rheonomni (nestacionarni) — zavislé na case (napr. %(x,g,/i) = xmnmqmnho

<uo|véujici (oboustranné) — vyjadvene pomoci rovnosti =
neudriujici (jednostranné) — vyjadiené pomoci nerovnosti >, =

<ideé\ni — nedochazi k disipaci mechanické energie (Virtualni prace vazebngch sil je nula)
neidealni — dochazi k disipaci energie (napv. treni)
Pozn: zvedting holos=cely sklévds=pevni, Tvrdy
Pozn. Holonomni vazba je vidy udriujici. nomos=zdkon  vheg-Tede, plyne
Skyyté holonomni vazby (semiholonomni) — vazby afinni v rychlostech, které |ze nahradit holonomnimi
o

N ) T pokud je fafo diferencialni forma
ZAQA(?,A)X,; +h(XA)=0 /(M = 2 o (X A) dx,;-t},()‘(,/l)d,{:O exaktni ). existuje £={(>‘2,M, &J:m
XA =dx, = Q‘f a) pak je vazba skryté holonomni
ax; oA

Vazba je skryté holonomni pokud I p =R A4 #0 Alpo, _ Alpoy) Alpoy _ Ap k)
(integracni faktor pw=dd) a plati podminky: 3%, BFTY 2k Tax;

v. Valeni valce bez prokluzovani % %~-RP =0 / Sdi \g)sksdl ~SP%U:O
e —~—

’v‘x,;e.’fﬁ

9
<

(vzdajemna rychlost bodu dxs -RAP =0 dxs  d¢
dotyku je nulova) | “ X ﬁ(xsﬁr)ﬁ%*&—RQ’ =0 | je holono myi

P¥. Valeni kofouce po roving bez prokluzovani a naklanéni — neholonomni vazby  i-r$w =0 ‘*/’
r B REAmY=0 i
neexisuje g(wa“fﬂ\ho k) ~ %
iy
Holonomni soustava — soustava, kfera je podrobena pouze holonomnim nebo semiholonomnim vazbam

— dale budeme pracovat pouze s holonomnimi soustavami a zapisovat véechny jejich vazby jako holonomni

Vazbové sily holonomnich vazeb (Reakéni sily) — nejsou znamé predem (na rozdil od akénich sil)

ﬁ‘m\ = ‘?q—ﬁ eﬂf” pro jednu vazbu X(K,AFO v}*’ N"AV& Nx"ﬂg_é. V’Legﬁ
1‘ »~
fednaanormalovasloka 4{1/“:0 Lagrangeuv multiplikator A

holownomni ba ¢ hladka :F =0 (idealni) suréuje velikost vazbové sily
vazba o o , i |
i Ndrsna T+0 (fveni, neidealni) epredsfavuje novou neznamou

.
-

Pr. izofropni vieéné treni T =‘K|7\V£\é_‘ fei. A=NA)=2 kfera se objevi
( r v pohygbovich rovnicich
pro steN hladkgeh holonomnich vazeb Jh(iz./ﬂ:O plati F*®=57 7‘1%}{2"
Jeet G

Pozn. Nebude—li feceno jinak, pak holonomni vazbu povaiujeme vidy za hladkou.

Konfiguraéni prostor (varieta)...mnozina véech moinjch konfiguraci (poloh viech bodit) soustavy

M(A) = {)?GRSN{ /&(?,AFO ¥ heR T cRY dimenze M(T) - dimenze fedného prostoru k M(1)



Vazby jsou nezavislé, pokud nelze 3adnou 2 nich vynechat, aniz by se zménil konfiguradni prostor.

Pokud je (V%M...,V@n\ Yie MY, ¥4 linearné nezavisly soubor vektori, pak jsou vazby /g&(i./ﬂ:() Yhe i
. , v Vo . ;’—4\_-)
nezavislé a plafi M= 3N-n = A (pocet stupnti volnosti).

"obecné rovnice"

?Ji % konf. prostoru

Tsou—li vazby zavislé, pak prebytecné vazby vypustime a zbylgch 3%, 3a
it nezavislich vazeb zapiseme v takovém Tvaru, aby jejich : =5 ¥ReMil) YA
gradienty tvorily linearné nezavisly soubor tj. aby hodnost matice 3 .. ok

3K, " g

P¥. bod na povrchu koule a valce 2x 2%
=% : -
&(_)?) =‘A’;+ X:*I-XE_RI'; 0 VJ' - (ﬁiz) VJ?-:(Z;&) JSOULZ pro %=0
3
£<’>z’)=x1+XI—R‘=O
1 q{ -~ O 2‘/\4 .
= = sou LN na M
M = kruinice s osou z a sTredem v pocatku V‘/L(x\ (3) Viz (“‘) !

o

popiseme M pomoci funkei s LN gradienty Obecné souradnice ¢ X, =Ry

{i(i\_Jz(m:)@ =0 £&=> g(;\r_xszo A =3~/{'2=’( X3 = R Mmlp
X3=O

»soustava N hm. bodis weN, (nezavislymi) holonomnimi vazbami £MS<’,A)=0 MheR  (foe. tridy C)

Lagrangeovy rovhice 1. druhu (1775) -pro soustavu N hmotnich bodui s holonomnimi vazbami

. g R
iy = ERRA) Do, 2 | v e
&e=A * ]
%(ZA\——D Feh Fie3y w_ @ = 3N obydejnych diferencialnich rovnic 11.vadu amn algebraickych
O\\ 2@ rovnice pro 3N+t neznamych funkei X;(1)=2 AeaN, My(A)=2 Aeft

v inercialni vztainé soustavé (kartézské souradnice) ziskame
pridanim rovnic vazeb a vazebnijch sil do plvodnich rovnic

_&_(B_L_) _oL _ F(M\‘\' Zn-: n % +§:Tm Pokud vazby ne jsou hladkeé pak se Teéné slosky vazebnych sil obvykle zahrnou

AA\dK ! Ax T A ’Qa)\l e meai 2bylé nepotencialni sily. .
LR SN Poan LRRAN =L+ Dy & (3)-2k -
&(i,/fho Vier ViedN ozn. L XA, £Man ad\8%y) By,
/] X {l(x.g\-—-xﬂ o~ Qz(/ﬂ=o i = g +7L4%%§+71L%% =mg +0 Ity
(%j’zil/ IZ/Q(/!—) 0 ” m{. = 04—7\,%&4_47\221_ = O+ *‘9 :>7S:OWBL'
o =2 2 wvaD : =
4 ” N Y | S I A
Obecné (zobecnéné) souradnice % Aez’& — parametry, které jednoznaéné popisuji moiné konfigurace
S R 2 A soustavy (lokalni souradnice na konfiguraéni varieté)
X = X(7,0) KRR ! o N |
POZOR §=(q,..,.9) JiZ neni vektor, ale jen usporadana s—tice
A ~ . , e . %
Xi = X9y -q0,d)  £e3N  parametrické rovnice kont. prostoru (2 véty o implicitni funkei) A ('aa)zb
Vi (1

funkee tridy C' 2volene Tak, aby splnily vazby:

PN >
~ P¥. R vi =
&@,n =LiGend =0 ¥§Y¥L VAR Ny h
A f_\skawmsouém yi=4
~ 3 »r=2
[s; 3 .
0= gfi = By %__ye: = V,{& é‘z(’ teéng vektor k j—té souradnicove nadplocha
% * 8 Mk\?ivce lesici v nadplose {(,‘Z,A):O
[ normalovy vektor k nadplose i&(sz,/ﬂ;o
Pozn. zavislost na Case je dana vgvojem vazby, v pripadé «

skleronomnich vazeb bude  x, =X, @) YiedN



Lagrangeovy rovhice 2. dvuhu (pro holonomni soustavu N hm. bodii s W& N, nezavislgmi vazbami)

Lagy. rce. 1. druhu: Jﬁ(x D=0 ¥AheR| pievedeme do obecnich souradnic X, = )(((% A SN
SL(@_L) oL _E(nel’) zMJ’* ¥ie3N | Tim splnime rovnice vazeb $$,i) L RGN =0 ¥heR¥T Y/

dA\9Y%,

Zbylich IN olnfevemcna\moh rovnic vezmeme jako sloupcovy vekior a prenasobime matici &'

vde g - (ax ok V. )v,{?) je regularni matice vadu 3Nx3N

% % X pr Y Flvep)

baze tedného a \novma\oveho prostoru ke konfiguradnimu prostoru M(4) %j%
A ~ ~ , . )
N _d_(éL_ _§L] ax mers 4 2h 3%, prvnich s rovnic R
“) a%[ 1 ax;) DY, a? F ;7\& 3% Iy Vée;’i /f LSS
T en AR A=A {zh=0 o
0, Ve 5o =
g ¥

9 a\ L I 0 (hepy . )

?’)%[Jﬂ&) N ] :’-)_%LE " 47[ a_ii,_%_ dalsich v rovnic  ¥feR 2 / (@ )}m

Vzﬁx V{l = Gy prvky Gramovy matice souboru WL.MV{")
dol€ = dak(Cgq) 0 &> ¢ je LN soubor

ﬂm(g % [di ) A% ] %E(hepj Z Ny GM Z Mg Om = Nopn Ve / jZN

Tim je teéchto v rovnic V%Feéemo Dale upravime levou stranu pvvmich s rovnic. K Tomu vyuzijeme:

- 3 ~ . S>>
%: Alz%’%’i a?& “os %%f X=XGA &= dx ax % ax‘ % =K(§PA)

obecné souradnice avychlosti jsou navzajem nezavislé

}

4o % 2 9% 9% 2 s, % . L
8% =0 ) 37; 2% 5%2 +0= 59, 5‘}*-5% pravidlo kraceni fedek
3 _@_(9_’&): : i _ 8 (ax 9/*__8_&) 2 (dx) gy\
oI\ og;) = g0 * am% o, \ags "ol ) T age\ak ) o9,
a_:[a_(@;)_%] - a_{a_L>_ _aLba% _ 4 (atax%a_ady(a_&)_@uﬁz
2q L4 \8%/ oy Al 0k ) ag; x99,  JA\AK 8¢,/ Ak dhlag) BX gy
_ i_(iéﬁ)_%ﬁ Bk (BL ol
JA\aK; o9,/ 9%9 X 3g;  dh\ag;) oy
Lagrangeovy rovhice 2. druhu - neobsahuji vazbové sily (idealnich holonomnich vazeb)
(a[_‘ aL _ nem -jelich fvar nezavisi na konkrétni volbé obecnich souradnic
L Z)%) 8% 0& Viek -roviice pro proménné 9,43, dosazenim 9, =:(4), 5};=§,-(/l), éjiz;f‘.(,i)
dostaneme obysejné difv. 2. vadu
Obecna nepotencialni sila Lagrangeova funkce (v obecnich) - neni urdena Jednoznacné
@;"e"; %g”’“” L334 = L&G.D, XG7AL L= L+°’~ yOACHN
pFi Q;heﬂ:o plné charakterizuje holonomni soustavu s idealnimi vazbami
pr. ] vazby: ﬁ(ﬂhm-—o obecné souradnice P 4 vz aa
o Dpa wpetigaso  a-llieng o Lo
) = ={(1)corn ‘ 2
Ko T Dot A0F) emefiiest
% m ~ ~ 4~ A 2
=d (AL _ aL = Y
LRLD 0= 57 (w) il (m2U) <) (-malid) bint) 2 Qs f G + waJUP + AR AR



Pozovovatelné veliding (polohy, rychlosti, hybnosti, momenty, sily, energie ...)
jsou funkce 2b+4 proménnich C}’f}’,/i na fzv.

rozéireném rychlostnim fazovém prostoru TMx R kde TM=U T M 5,
Jr M -
Tecw bandl  tedng prostor kM v bodé b /7’. .

Kineticka energie v obecnjch souradnicich TG A

_‘. N : 3N ax X
(qu,i\ T 5?( . /n) Z f 9 Z/M (391 Ch 3/1.)( 3%( 9" 8/1) 2 2 m, aa?/*aa)inch%l

18 a% gk +_4_3" a%, % K ok, _ A+
T oL miag it T2 5] oyt Y Z ial ok = 2 Bag TG gt G
3 G.4) By(G.h) v(g,4) P.D.
»pokud jsou véechny vazby skleronomni pak ?(5}.5}) _:‘I 2 @) q/ﬁ’z je homogenni stupné 2 v rychlostech
s Q=25 . beons (kanonioks) hibnost 4 = 4@ Ay= 2 (7.3,4)
Obecna sila Wy 2% 5 Obecna (kanonicka) hybnos 4% -4.3(q,,q, ) 34, q,t;
(nemusi mit vozmév hybnosti)
A (aL (hep aL .
Pozn. LR2D : 7(89) & 39 <>/fa Q Pr. L= 4wl ~2 (- N) 4 = % = 2Ry # ik
A :
. K - aL /\ N . v -
Obecna energie E=E(@,%/{ Z a_%% Pokud JeThomoqe\n\m fece. 2.5Tupmeaxu rychlostech 7
(ma vozmév energie) 1 (véechny vazby jsou skleronomni) a 57_:0 Vieh pak E
i
a% % ’\ 8‘1'% % % S _A) =_/f+/0 je celkova mechanicka energie soustavy.
V'drr -

Integraly pohybu (zakony zachovani)—jsou 1.integraly pohyb. rovnic, fee.konstantni podél trajektorie

Funkee F(, 3.0 je mTegva\em pohybu pro systém popsang pohybovimi rovnicemi Rl 3. (H” 0, pokud
pro kaidé jejich reseni c‘, t;,,ﬁ (f2v. frajekforii) JeeR fak, e Fidy= F(Q,M‘}mh =C L.

(ac;c‘ az;q M) G L) 3 A
=z ,’%(D /
TN _///

Rr:ﬁu 0
e— . J
overit, ie F je 1.P. znamena resit LRlD > 9:=G{, ‘-W) Q'( b ©

/,
jako linearni algebraické rovnice pro o( a foto regeni dosadit do & JI

Funkce F=F(F¢:\¢,M jel.pP. & O=

R=0

C2

(421
Dale budeme predpokladat, se na soustavu neplisobi 2adné nepotencialni sily 1j. Q-) =0, paklze
néktere integraly pohybu nalézt na zakladé chybéjicich proménngch v predpisu Lagrangeovy funkce:

N . % .
1) das A L= L@ 1. %lf=0 — obecnaenergie E=EQqA) = hosl. je I.P.
A ~ /N A
ﬁ_g_(gg._*>=g;(aL) [ [ af\_at g a\.
Al dA a%% Sy 34 nr 94, % % ac, % =% out( ac;a\l &?J aL % =0
A / o vgkon sﬂ 0
Pozn. Obecna energie holonomni soustavy se skleronomnimi LR2D \‘Qg'*‘“ nepotencidlnion
vazbami a konzervativnimi silami je konstantni.

2.) cyklicka souradnice Yo kes 1. %1; =0 — obecna hybnost /ﬁkzva*(?;,?,/i\:ﬁw»& e 1.P.

je sou?admic;e\, na kfere

o & (oL (hep) _ Ay _
Lagy. FceA. L nezavisi H(afhj a% =0y =0 = v O . 4\*
Pozn. 3) %:0 > 5?* Qﬁm— 0 nenastava ' ~So



Teorém Noetherove (1415) spojité symelrie —» zakony zachovani
"Ke kazdeé jednoparametrické grupé transtformaci konfiguraéniho prostoru které ponechavaji
Lagrangeovu funkci invariantni (symetrie Lagr.fce.) existuje integral pohybu. *

Grupou G je kaida neprazdna mnoina spolu s operaci (souéin) *: 626> G spliujici:

4, Yo,bceG o-(h-eV=(o-f)¢ asociativita

9,32¢ G ¥a¢lG a-g=g-a=0. Jjednotka pr. (2,4) ([R/{o:,-). ,
tn§ Aim
3, ¥0eG ;a6 alo=oca'=0 inverzni prvek so(2) = {(_Mi c.»i) ‘EeiR}

Transformace (aktivni) &ehig(M) je 2de bijekce ¢f:M—>M fakova, te & a ()" jsou tridy ¢
Tednoparametricka grupa transformaci M je spojitg homomorfizmus grup — &:(R+) —>(Dif(M),°)

biedf ¢ =1d P = o8 ()= ¢*
Znéni, kieré dokateme:
Transformace (akfivni) Invariance Lagrangeovy funkce Vif} Vf-f, Y4 Ve
= L E C dﬂA— _?LA- . 3y, e S 25
% G =g foe. tiidy (5] L3340+ L350, ¥650,4 =LA
GlGo=g; Vb X \
o A . s I AL a_% ,
= 4:(§,3,9 = q’ij( 38 _&% = _?q % Veli¢ina :[(%%M = Zﬁ %( a&L:o je1.P.

D&kaz invariance L & ¥£¥3Yg v/
_aL __a_q& aL _a_q,‘l

O0=37 ; 3 - oF T ai\ag, ot 26,
o8 ({,Q’P’,A.s) % g lgo L% Gt lgga 20 % dAIPE] By 08 - ALA0 o O
o A N _raL & (oL a9 4 (9L ag
3 _a (de\_- 23 (%% 3 (3% \g, = 8 (%) G, = & (8% j = —,-_E,I(—’,ﬂ 5t | oA \2g; 9E
5 -5(84) - 23 0) - 2% aﬁ(gm L)/ Uralel] el
, . \ oL N, A (9L g _ 4
zeslabime poiadavky z Y& 0= g% =[%‘; :A(—?ﬁﬂ %% i/i K% %%\i—o) = %’Z(I)\
na £ =0 a dosadime 2 LR2D g0 G4 £ TR=0 R=0
1w RGN0 > T~ =0 Hied QED

1N

Y S =" = oL . - a _al_l . 14 [ Vi B — = 1
Pozn. (33,48 = '(3.4,4,0)* 2]£=o£ (e 0 —a—aizoa = fom. bdah L(§,9,4£) L(§.9,4)
Infinifezimalni verze teorému:
Transformace (Taylortiv rozvo) do 1. ¥aduv &) Invariance | do1.vaduv § AL \ﬁy"v‘/i
‘-~ o\ +§$ . Y= 0. . = %& = o .8_1'1 = @L —L =
% % £)= £ ot %*Yaf. Ya 3t le-o YJ(Q() 3¢ s OGe L+&C}YAH ’
_Sta = +Y £ . A \/
) kde _* vektorové pole tav. . , _
afa Ora Y CP generator transformace Velicina )Z; Je1.p
Pr. rotace kolem osy %, ol Infinitezimalné
XA
x: =X4ME_X2M£ =(g£_)£ O XME ch"'AE') ’- x: =X4_x28 A
X\Q = X4M£+ X2Cen& (@_}L‘,_) X‘z = X)_+X1£ 41-£ 0 oo
X, = % Y, =88 Jyo= (MuCort-Suping), = Yo X, = X X' <£ 1 OXX /EX*'E'(A o oj
(a’\) ooA 000
Pokud % =22 Jso Pozn. pivodni Transformace X'= LY ENX
1D > 5 N _ A'Ql:_ _ — = + §.k Lng ~AMmE O
L( IA_) L(xeJ/i) = 1 -4'=4 BbliY,L = f‘,Y‘ —-4,(‘)‘3)+413X4+0 L3 ,QJ(;'\, EIM 2 8 /A KA«ME con S Oj
(pro infinitezimalnido1.vadu v €) o o 4



Zakladni principy mechaniky —Jjiné matematicky ekvivalentni formulace zakoni mechaniky

Diferencialni principy —urcuji chovani mechanické soustavy (frajektorii) lokalné v okoli daného bodu

4, Princip virtualni prace (Bernoulli 1108—111)—=staticka rovnovaha systému N castic:

Ko
staticka vovnovaha (rovnovaina konfigurace) soustavy éastic nastava pokud XU =X() =X, = ( >

jsou souradnice véech ¢astic konstantni. Vi Reovek \ Xoan
= "fw: 0, %‘{m:() A 2—;“% %5(’,,0,1)=0 ¥1=> 32’2’0"” 0 = uvaiujeme pouze sily nezavislé na dase
= :'!? y > < aE o\~
& X=X xm 0, MU =F(%,00=0 i3 > miuy=2 ik xx)=2.§§(x,.o)x}u.\+é—x§(x,.o)xi(/i,\=0
. A=do =0 =0
(M X(A\ +X alL-A,) + 2 X(A" (I- 'L\ T =X X, omezime se ha analytické funkce, = ¢ 4 L 40 odpmauts Todn 450
0y volngch . . N ) mep\aﬁfo proTav. flaf funkce 4
(aNz) 0 =FR,0) & 0=F&0)3X Y aXeR" Vektor 8X=X-X, je (virtualni) posunuti
vqs\etlmce il (stadilo by py'o lib. bazi K 2 vovwova’jmé polohy X,
stadi libovolné male—infinitezimalni do bodu X

nemusi byt exaktni
Pozn. prace A= SF(x) dXje integral 2 difevencialni formy &A@ = Fi)dX po kiivee 4 (kdy dg=410de)

musi byt male (infinitezimalni)

Virtualni prace 5A = F(R’)o OX "'ZE‘BX-& Princip virfualni prace:
je prace sil pri virtualnich posunutich X, je rovnovaina konfigurace &> SAR) = Fl X0 8X =0
¥ax

Pozn. Variace funkce ,g {kxi j(;u—ax, ﬁi L)+ —-&ny +-— 5\%_37( M, 53( Y. —{ XA)+ 84(xm+2§’ XY +...
(izochronni 9A=0)

54 Limadron Eoad [{(xﬂSx M- /{(x L\-_\ 4‘ = éai

Tsou—li viechny sily konzervativni Typ polohy UIR) napr. Y U 13
- _ _BU(x) ak
F(X) =-VUR) = - 3% , b -stabilni minimum 3'U(X) >0 X, * N/

> AV <p 2 80 5 - Y >

= F. =-=='0X=- — X‘-_—’BU . 3>
BA = st X Z, %t *labilni maximum JLIX)«0 [\ /!\ le
a rovnovainé polohy X, )sou sfacionarni o / o, gy T
body SUR)Y=0 potencialni energie. rindiferentai  ostatni (8'0=0) — = |3
X X

dy vazanich — podrobenich holonomnim skleronomnim vazbam 4*{)?) =0 ¥heR  rozlotime posunutia
(LR1D) 0 =FR,0+ f;x,,o gn},v& &> 0=(F+ ZMV{} 3% ¥SXeR

sily do smévu tecného

a normalového ke konf.
viigténe sxh;,\ vazbové sily

. pr. M v bodé X,
(aksni) (reaksi ) {n(xﬁ =0 VA fn(xﬁ =0 Vhef SR=3T R F-Fr.iv
— It - - = =, L -
=> 0:( fu F"*E%V&)’(BX‘HBW’) _-_( FT*'FN)BX”'Z?I&V%)&' SXT+HE-SXY (y__" 271 V&) SXMN = x.\O) 5)&
- F - <o % =0 YoXTeR
ér"‘{x") =0 VAeR £=0 YheR

- o,
zvolime -Ry Jako sloskyF v bazi (V{M...N&J ax V{“
normalového prostoruk M v bodé ¥,
Princip virtualni prace

SAZ) =TROST =0  Yorer” Soustava dastic je v rovnovainé konfiguraci XeMeR" &=

K) =FX0)-0x = X< virtualni prace viigténgehsil je rovna nule  8AR)=0 &>
,‘&(?,P 0 ¥ken 65(’-ij(7,\=0 prace viisténgeh sil pri virtualnich posunutich ve shodé s vazbami
je nulova.




Posunuti ve shodé s vazbou /£(5<’]=O {(5(’35?): (X, )+—a’\%‘ ax +O’(l§5<’|‘)

LI ”’M
=0 o {?\\’v 7 el 0 T2
. , , . v male posumuh B - F
Virtualni posunuti — myslené okamzite S M 3 \
o ) j 5 (infinifezimalni) ”
infinitezimalni posunuti ve shodé s vazbou %s?

Tsou—li vsechny viisténe sily konzervativii FRy=-Yuw pak 0= 8A=(-vu+1,v/),)- 8% =-3(u -7\&4,) =-380
a Q\oha se redukuje a h\edémixézameho exfrému fum\;oe\ Udvzhledemk varieté M . oo
1.). SUR)=0 {&(x,\=0 Yher 8 U(x.\/r > ° Sabab' ni vazebnichsil®

=0 m evem’mi

Infinitezimalni posunuti holonomni soustavy s vheonomnimi vazbami L[i‘/i =0 ¥hek §=§($,A)
-moiné (vealne) O —4; dx; +~§!dﬁ dx; = g—%}fo\% *d,l ({m&x Asad) = ,{(x A+ %dmg«%&h
(]
- virfualai 0= 5¥ = —J“—éx. x, = %% 8, Jz-s%.4) = 4(x,/t)+5£'5x *
v M o (3R B_'X‘ lze ziskat 2 mozného posumu’fL _
- skufecné 0= d4 ( i)&/{' dx" - (&%?j N QA)CM' dosazenim trajektorie X; =X(A), Q= %(/{)
pr. | MiA) X, g(xhxz,)&) = Xf+xi—ﬁ/l\=0 Virtualni posunuti a virfualni prace
/CP 2y ,.-’M(b N R L S io ) 0 = 8] = 2x3x, 2%, 3, X "(Wf ) 3¢
K/ athes Vo SA=(Fav]iaR = F3R+Avd 5K = 08k mgdy,
— /l:\\. % MOiV]é POSMV)MJﬁ a PYéce (r gf ‘Q vaua\mpvace
Y1\ . U= Alm azebngch sil
\ Vy\lyv O = d£= 2x4d-X4+7-XzC}~XL’2;Q£dL d}( ( ) ld(f +( (F),e dL skufeé\;é py;c%e s!
X, dA= F+7tV£\ AR =F-dR +71V¥ -4 = 0-d, mgdx, + 2%, A% 2A XA X, = m\%o\x,ﬂ\zuell

PV. pro £=Aonsd. 0=3A=mgdK, = -mg MnPd¢ > =0T je rovnovaina poloha vikon vazebné sily= m—&
=T

2y d'Alembertiv princip —dynamicka roviovaha soustavy éastic podrobenich vazbam &(ZLFO FheR

. . > 2% > . n . v . . = s v v .
(LR1D) MY = E(I,R‘,A) +RE XA = F{ZX’,AHZ?\*V& Zavedeni setrvacne sily T=-MX umoivuje
=4 . . . . , .
8 zobecnit princip virtualni prace ze stafiky.

M= Q)JO%(M\M-...N\%N) g*@:,ﬁ\= 0 VheR

F(x X A) +Z7t*vg ]Mx =0 & podminka Rovnici opél prenasobime §3 = XT+IRM
| orovisl  kde STy =0 ke 5% phomg (77
viigténe su\u, vazbové sily se\‘vvacmé sily
(akeni) (reakeni)
(F - MX)-5%" +Z7g§7¥ OXT + (- MRV-ox +[( - MY +Z71*V¥ ]'8%=0 Virtualni prace efektivnich sil
e~ = “"\'\“—/ NSRT TS
efektivni sily o T0 =0 volbou Ay SA)x(xx XA = =(Fr3,4)-MX)- SX

d'Alembertiv princip (1743)
(B ). x> » 3N Pohyb mechanické soustavy se déje v dynamické rovnovaze
5A,g =(F-MX)-8X=0 Yaer efekfivnichsil 1. ). tak, Ze virtualni prace efektivnich sil
,&(;(,,1) =0 Vheht 5;.%{ -0 je v kazdem okamziku rovina nule & Ag(XULKXMXA,4) =0,

Pozn: vihoda—neni treba pracovat se silami idealnich holonomnich vazeb napi. drticich pohromadé fuhe
t&leso slozene 2 N hm. bodi: posunuti jsou pouze translace a rotace Xa=R*Tu Rulckml 8 fﬁiﬁ}‘éﬁxﬂ*

3A,{ E E-m. X)X, ~§7(E o X,) 87+ 8P T)= [ZF mxﬂ] én*‘IiﬁLx(F -, X )1 3¢ =0
z 20 S st

0= ZN'E mX.=F-B 0= %“ X(E—mjw)—ﬁ:x(z E—mf,)=%?~x\§'( yli’wxmjw)?ﬁ't

&=/

Jsou nezavislé

9-
‘&



Pohybové rovnice (LR1D) pro neholonomni soustavu s vazbami linearné zavislymi na rychlostech

vazby: r—holonomnich (nezavislych) p—neholonomnich (nezavislgch)
&(i,/iFO Yheft X(Vin---y&):ﬂ EOL,, K A%, + Lz =0 ¥l A=(ay) matice Typu Ax>N
RS

0=5L=§%—’_"5M=V4’y5§ LN. ¥ZeMiA) A ,A\x:ﬂ,(x,,i -0 /-o(.A RAG) =4 ¥ReMb) ¥L
\ T AGAAF BN dA=0 < Fdh=d% | d1=09 dX~3%

d A\emiymv princt AR AHIX=0 %Zﬂ'aﬂ(i’.méx‘. =0 e
BA, =j§(5—m;>'<i)-8x;= (F-mt)sk-0 w .

2= 0 ~ L ) 7 N 3K e Ty MA n Kere AGA) = Kase BERA
'{L‘(X’M- W&em}( VoxeR V{*’&:OB BEA matice (remxd3N hodnosti mep

3 e ity = X = T
A(X’M?*-L(X’M 0 A 0 A=3N-1 BUNO: reqularni matice Typu (reAVx(ref)
—
, ivlikatori: ® oh ...9 »
Metoda Lajvamqeovq\ch mu\Tnp\nkaTo\vu. w) 5{: ...%AMM 5%“‘ /6)(‘ 2
Misto vyjadieni zavislgch posunuti slozek / : : : : $
3x; pomoci a-4 nezavislich z podminek (2) nastavime fak ?—4" % % IR -
3 P /1" lé P ab% aX4 axA-*v( BX3N A_4 —- O
a jejich dosazeni do rovnice (1) prenasobime B "7 Gpae s aan | | SXyy
. L. . o, . . : : _\g_
VOVV.HVC@ (2) Lagv.ameovwl mu\ﬁp\lka’row By Mﬂ—.f.;ﬂ‘mﬂ L Gepan : £
a pricteme k rovvici (1) a nastavime Mg,y S~ funkce () ™
lovali koefici vislich e gy \S
tak abychom vynulovali koeticienty u zavislich ax; AT AT - )

aX; *ax A=p- 4.*4 3%

3N n d-4 n
0 =2 (F -m +;:714§& + Z 40 ,‘) =Z(E  + 2N o Z y., )on +Z(F -m%; +Z714—££ y.,a,i)éx
ied =4 “ =4 \_/v-f———/“)

\_/—\,__r
%4y, 8k NEJSOU V\ezaws\e 07 é= 8%,,-,8Xyy JSOU mezaws\e 07 vynulujeme volbou Ny a

U 4‘ N > A EL] . N
Pohybové rovnice: my¥; = E+§M%& * Z L0, ViedN {Q(X,AFO Yhest ZA'% FAK+LRXAN=0 Fle 4
=4 3 s

3N .
Véfa o energii: //X; /& ( cTL 5{‘— % 5{1*— pro komzivvaﬂvmi sily Fx;“a;f" %= <=\-—-—lu(“
S U ) g 4 . -~ &T‘ 25 R a _ = T
X R = EX,: +Z47l*ax; X+ ZA“,O‘:;X; 2 Y F-X E{n*ﬁ{i' g (‘19’1 > ; 714« oL élf
. . Ao _\2 _a/ig
Odvozeni LR2D pro holonomni soustavu: X, =X;(g.4) 5& =d%; = ﬁ&}g
- MKy 3" 5 & ok; ‘ .
0= SA‘X Z(F ) ¥, = Z,bzA[; cLA_(’O* >:lac' 5;= 2 a"[ a% QA,L 3% )a%]‘;‘l' jsou mezaw%i
_ &g @_@_ aT ok ) LT & v A & oT o%: 4 9T(3% a7\, 3T \s0.
Eaz,[ 499 oAl (bi;a%) DX, d/i(a%)]&z' & q[ag ,{_(ax a%) 'ex(a%ﬂ&l’ Z[ Q cu,(ac;) @%] %
CII (E)T) E‘)T Q v A = A(reRy nfpots_ nlnery [ DN _‘_d ) Q_X_A_O(heﬂ 2u 3)(,. a &BU?)X _QU_&_(B_Y;\=
d A2, ¢ Qh— Q, *Q(‘ "O‘ TdK QL,{ Gx ]6% DX, Y, WL 3%;99;) o% AL\dY;
3N-R S
~ ~ o .- _O(“E“\ @U BXA aU Ok (BX\ &\ QGUBX ) o(h"\’a_tl"'d\ (B_U_\
‘OL(“-’L.)-Q-%O‘""“ Fo5-0 X3 ok akidg)"AL\ok:g) " Tag dilog,
gl 3% ° "

Pozn: Zaménnost variace a derivace & (.Sx) = ——(x %)= X-X=8X = é(%—’g) plafiipro funkce %_Aéf = 8%

predpokladame, e variace x je difevewcova’fe\mou ﬂmkm ¢asu, pripadné formalné definujeme jak pisobi operator casové derivace

Jourdainiv princi 2y . Jourdainovy variace
UV a U PY C P O d3A¥ d\A.{F Jy\ +z F MX 5 Z‘(E_MAX}).QX":O 54A.=0 5X=O
4 A

zvolime ‘o
G ) inci &d 3N . . Gaussovy variace
aussuv princip 0= %EL(F - ) 3 +Z’ R %) X, xZ(E-::vx,-x,-)gz)a‘-=0 3,L=0 3%,=0 8,%=0
a avolime™ O - ‘ *




Ustredni rovnice Lagrangeova — jing tvar d* Alembertova principu

0-3hy = = 2(F-m)8x, = 5 3k - Z ik In= EA—M(zmxax\w(zmx) 3A-dL(3x3x\)+§T

=4
A vw’fua\m prace akénich sil g: T
X;8x, = (x 35) % 8 (5x) = & & (5,85 %3k, = S-(x ax) -4 35 §T+3A=§L(3T5x)
O ad dA Al MREACT dAMAIAY 2T AA\ DX,
v obecnich souradnicich: X, =§(L(5,',/1) 5x;=5'7\~;=2—%5% ?(t}’fﬁ:,/ﬂ =T('§(?}@,M) _
~ ~_d (3T
T 2T axk T BX _ axk 3T+ 8R === 39,
35‘;6)(;' % 0% 34,= 3%, a% 3q.= ? 39, SA=F3x=F q/a% Q;39,= EIN d/i('c)ok ‘h)

5A= Q" 09, +Q) "3, = 0" og;+ (57 (5@) a?y) 7=0)" 99+ %r(ac;, )~ a%g?} ‘S‘Y 6" AA(%;J i)-30
&

hep) ( U) T hep) ‘)
3T-50 +0i™"5, = 3 ( T% 5‘};) SL +Q§ 39 =§;_{—§’~L%5%)

Pozn: diferencialni podet

Funkce privtstek funkce  linearni Gast privistku = diferencial funkce  derivace stacionarni bod
={{ y - =A + U, AX)- d GOA yak b 'éi=A(x\ Ix)=0
{:m—»ﬂl A{ X+AX gf(x) = At Ax+ Go(x, AX)AX { ALOAX = 4“ X i(*\qx 40&& =
&pvo[sx»o i(x\-x dX=AX X
R (%)= ARYE L(RR) 3% _
¥;IR“—>1R AJ=¥(X+AX\ {(XX ZA(x)Ax + 6%, B X) AX)-\AX| 4 =Aa = ?; R 4y éf al 3% 0
¢ pro 1aXI=0 Ywy-ds ’ Aé(i‘zax;bé{:{; ¥jeh

pokud exisTuje, pakdz 4(“ £d3)

EtQ

Variaéni podet  body — krivky  funkce — funkcionaly
Krivka (TFidy nelN,) je spojité zobrazeni P:la,b>scR >R (Tridy C"1). ma spojite derivace do vadu ).
C¢aky mn. véech krivek Tridy m tvo¥i vektorovg prosfor dim  +® AmT\B S =Fa- 0

s normu 1) = mcmr‘.l?(x\l [0l )™l kterd oznadime €Yoty =8 L.IM’ - (e d-p(e)

WA G = Pd
: . . i o d
;((6‘?3-5(3%)

C{A‘m<“-l’> = {CFEC (a,L?lQ’(«\:A A ?(1:)231 mn. krivek z A do B A

n 3 , L . . : :
(C(A,B\<°J-'7,‘,6(0‘0\40\10) movmovawafmm pvosTov o Y xdx b

Bud e Cuakadsd> pak pro lib. Pelyqka ey nazjvame 8% =-¢ ey @k variaci kiivky ¢ s pevngmi konci.
C'<a ks> Cak) s volngmi konei.
Funkcional je zobrazeni z prostoru (napi. vekforového) do realngeh Eisel.

Funkcional 1:C%%> =R je spojifi na kiivee §f pokud ¥&>0 33>0 Ve Cloby 13-91<3 2 11@-1pl<e

Funkcional T:C"¢ &> =R je diferencovatelny na kiivee @ pokud existuje spojity linearni funkcional
fim, 1G9 -106) - 8[80] _
15¢1~0 18I

$ TN =R (nazgvang variace 1 na krivee Y znaceng OI(¥))tak, ze plafi

i, AL =Tep+8¢)-1(4) = $ [3%]+ 0ol(®,59)- 13
—_— ——
linearni cast priviistku ST(@[SF] é Fro 13711->0 &
A AN
Pozn: existuje=li variace, lze ji najit fakto 4eloy 1O=T(G+E7) YEeR 51(‘(’)[6(?] =

= Lo A(164£7) -169) = fm‘ @Le7]+ woleeqlienl) = fm(ém+Agn(e)m(<ee7)-n7u)=<§m=8Imm

£=0 £->=0

di‘.

Funkcional T:C %y =R ma na kiivee § = stacionarni hodnotu (¢ je extremaloul) pokud 31P=0
— maximum (minimum) pokud 33>0 ¥¢e( @ > 1@-41<d = Tl = T@) (Tl < T@)



)
2akladni lemma variaéniho podtu: Bud ge Ccoky pokud YheCpyéaty plati S%M/&m dx=0 pak =0 Yxea by,
— % +0

Dk. sporem ’,ﬁﬁ/ N\, W Dale specialni pripad funkcionalu:
o X

Bud F: =R tridy C* pak funkcional J:C'atd >R, I@):= SF(X\"P(X\.(P\(X“CLX je diferencovatelng na C'4a 4

-
=

SIREe = 55, Teee39) = § ] Fin-ssear-ese)dx = § Soeenldp SGaIae dx =

&
%Eacf dx(gg“w) dx(_a_g) ¥ dx S[aCf dx acp\ﬂa?dx*' \5?1}

8Fax =85Fdx =

Krivka e C;\‘ESO,,Q:)je extremalou funkcionalu J

d_(9F _
|, Q) P(x) — (P QW) =0 | ¥xeda by
C(4A|‘B\<ol %) BC[’ ( aq’ )

2 obecnéni: Eulerova rovnice pro funkcional I Cpay=A
C?:(a,bClR-*iR e C?(&\ (=B ODR 2.vadu s okrajovgmi podminkami @ =B

FRPSREC 3G SF(x,Cr(x\‘f(X\)dx SIE=0 n 8%er=0=5% & %k 3-S5 Eh)=0 Wrctals
Te—li @ minimala (maximala) funkcionalu 3 \ pak 83@ 20 (£0)a mafice (35 ‘)Je PSD (NSD)
Cr;.;\<°12’> a(f

* Integrélni principy —jsou globalni, vysetiuji Trajektorii v intervalu <t1,12> jako celek

—jdou zobecnit na nemechanické ulohy (elmag. pole, kvantova mechanika)

Fermativ princip (1662) — svétlo se 2 bodu A do bodu B sivi po *Casové" nejkratéi draze T). po draze

LRV im. Cos kfera exfremalizuje funkcional Y *
. . o\ = = =L . i :i M JAy
31' ‘ .d! PR index lomu m=m(R) rychlost svétla c T(x\ - Sd'/i SA s C-B;M(x 1k c §M(@(X)J Vol dx
Do E 8 8
o a— i af )| d
—r e Brachistochrona (Tohann Bernoulli 1695) TGh= SA'* SA S xm;’; X S v " dx

Maupertuis (1744 ) hypotéza: Kaidy dé) v prirode probiha Tak, e urdita velicina (fzv.akee) je mwnmé\vn

Princip

. 2.a)+0
— Lagrange (110) pro konzervativni soustavy E Th} °f)+ (9\ 5= SZ’M-

akce — Hamilfon (1834) pro nekonzervativni soustavy TE4,M g- S:‘_ vdl
v . . . ° . . \)(wik\ Aa
Z ustredni rce. Lagrangeovy odvodime Hamiltoniv princip

budeme predpokladat, e virtualni posunuti jsou diferencovatelné funkce asu 65;=5<7(/1\6C;°,<A“/i) Tvori
tedy variace krivky gk eC' LAY As

- - 5¢.)dL = aLa =0
s pevnymi konci 8§, = 0=3G(4) g,gl'dhgd Sydh = SSL d AL ga,i(a? ‘k) [ ]

Hamilfoniiv princip:  Pohyb holonomni soustavy s potencialnimi silami v

Sasovem intervalu {AuA0 se déje po kiivee EF(M(Tvajek’rovii) na které akce

SEwl=§ LGmGm A
Ay

nabgva stacionarni hodnoty vzhledem k (izochronnim §A=0) variacim s pevingmi konci 60(_(@:0:52?(,&,\.

S5551=0 A 5?(,1)‘ . IR [gj g%t), g;] *0_‘," ieh  Eulerovy—Lagrangeovy rce. pro funkcional S

(G, §oa, 4) 0.D.R.2. ¥adu pro 5}(/1] =
s okrajovgmi podminkami

Si)=Q, F=G,

* Akce e funkcional S: C(Q‘,Q\UMA5 R a nebot (;;2?) je PD, je trajektorie zpravidla jeji minimala.
47T

*Hamilfontv princip nezavisi na volbé obecnich souradnic = LR2D maji stejng Tvar ve véech obecnich s.

N0 A Ay
 Nejednoznadnost Lagrangianu  L'=L+ QL&%}%Q- S‘=§lld.,i=$‘Lobi+ [fx@&\@‘ﬁ\@%\&ﬂ=5w > 85=38

«Lze zobecnit mimo mechaniku — potieba najit prislusnou Lagrangeovu funkei (pomoci principt symetrie)




Routhova funkce —vylouceni cyklické souradnice Q

L .o oL s 2

|L| B4, 3(1Q|é|R;bn$|

necht L= L(‘_’;ﬁ. Q,/U 2Q = P=34 ‘}'. .Q LD =l (rovnice pro@) = O=6(§,£’f~,):}/i)
do zbylich A rovnic %(g—;\—%\;‘ =0 ¥ied dosadime za QaQ fyto vovnice pro neznamé 3.9, lze ziskat
2 Routhovy funkee  R(§,§,R4) = L-PO = L(33, 0(.5,R 4,10 - PQ( §.9,R4)  (nekdy R=PQ-L)

kfera prevezme voli Lagrangeovy funkce pro novg systém o & stupnich volnosti
oR|_aR_d (oL a8 20 oL 9L a0 -aQ b [d BL}
\ ~Pas ) (a«;‘ -P } o(/i( P374\) ( P ‘7) dd \ % 4= QFWPA)

_( ( oL , oL a8
ad\3g,! 8¢, ai ¢ ' Y% og; 8@‘ 2Q 9%,
Jacobiho princip — pro konzervativni soustavy (skleronomni holonomni vazby a konzervativni sily)

99, aQaq

£

T jePD. kvadraticka

P=7T@ kg, UG

/ substituce:zména parametrizac

4 ©

S =S L(i(,n,f_;(i)) dd A=A} Glo)= 7,,1(1*))
4,

oA =A'dr 3= 7,,1

/=

Fovmavé”y %=O=> E= ,;”/k L=T+U=boul

& "novy" variaéni princip pro A+ 4
S L(g, kFivek g, A s funkei

T

N(@J

) e

E;B,‘IA‘): L(E},"‘%—:)[ kde cas 4
_ L) _ 3LA\ = 8L _Q‘x% /i’+L= _oL hr) =-p g L=-E je cuklickou souradnici, kterou
h™or "o 8%( A ) O« ot vyloudime pomoci Routhovy funkce
R= LA A = (L-p) = (LoD = fgh = (LB = (F-0-T=0)A = 9T
)

T, k0
S, = {RdT = Jhgudde

e

§4kd%=§m:d'c =§$ﬁ?ﬁ? A = S\S' 2E-U@) VT, @ged, L dx =

@
'\I (0,30( % ar = SFE‘U(?\)'\I (q) do(‘d%
\_,-—-v_—ﬁz‘

T
SFE'U(%W T4l 4L dx = S\i—(r_—um,s)
F3.3)

element délky dall v vonf. pr.

?d“d?
s mefrickgm ’(emoveme(n()

Jacobiho princip: Komzevva‘fivmi soustava se mezi konfiguracemi @, D; pohybuje po kiivee na které

zkracena akce

S, [3x1] -S\r(E—U(O,)\I T4, 4% =

oF _d
B% at 8(}

Sasovou parametrizaci trajektorie lze ziskat
pomoci infegralu pohybu E=T+U = A1

Pozn. z Eulerovich rovnic

) 0 'V)éA

Pr.tvar trajektorie sikmého vihu L=%m\(k’+ff)°mcx% U=m%r3 T=-;-US"3)(";

’3:'3(”=?

B
S, = S*h(E-(m«x@ Qm(dx\”m(&@‘
A

paramefrizace B0 clry=Hdx

» 2 (1).T=x)
Eulerova rce.
, OF . E_
G-Ffag T i(F— 3’8 )-
2\ aa
=iy 4*2\‘"9‘@@
CA:._@— = g __, K-~ z Cl =

0}

;Q.LL/:

d
SJ:B—J_’; —5—-—-2 KI&C +_L = (x- C,\ -4(‘.4
K-4-&

+ habyva stacionarni hodnoty vzhledem
e U@l ok f

k variacim s pevngmi konci 3§(t,,)=0.

= §- 7(?) ziskame pouze tvar trajektorie (Thneni cas)

A A . 2 -
AdT .-.S L84 dL"S 5999 4o
5 12(E-U@) ¥, 12(E-V@))
Tm (%) E: T+U=M
X1 o
=S \SQ(E-M\%F& "im()‘.i.,a‘l)dx = WMS-\!-’%%‘B \i4+,&‘1dx
Xy % . ]
konst. Fo)
g'; 3‘,‘(%) 0 profoie %:=0 prejde na
F oF \\ BF W )
gra'a' 558 Tax (’a 'g»; '&dx ag) %J:g; jx ag

5 )



Regitelne modely mechaniky
1) Problém dvou téles ~ izolovana soustava dvou hmotnich bodu

Pokud sily kfergmi na sebe Tyfo body plisobi nezavisi na
rychlostech, pak 2 omezeni danich Galileiho principem
velativity plyne, 2 tyto sily jsou konzervafivni.

Izolovanou soustavu dvou féles jejich? vzajemné silové plusobeni nezavisi na rychlostech a spliuje

3. Newtoniiv za’kom m&éeme popsaf Lagrangeovou funkei:

LR, KX, %) = 2 m X + T Lo, X - UO% - X)) Infegraly pohybu
a_ - O = E_ A a2 4 %2 + ( 3_v
P- (X, +mn,X,) = MR ad =0 = E=gmX +ZmX, + UlIX, X))
_R) M M"/’“*-/W\.z Sl{-meTVle —).{;=3(’£+£a = ﬁ: n’\,);(:“'m\-lb;
gy ! Teorém je4n
= , -5 2 - P2
R== =Xl /Sd,i = ﬁ:%“ﬁo Noetherové x S(c.)x 2| = :(‘xm,x,"- L xmX,
Prejdeme k souvadnicim XX, — B,R o R=H (”"4)(4* my Xy~ PA')
i PR
B = m %, +m, % % =R+ 4 y m, vovwor/wevmvamocam pohyb
_""“_,",4,,,,,,,_ 4= M z f’ hmotného stredu
7 =X,-% gzz:'R’_ "'r:dy_ﬁ Celkem 10 nezavislgch infegralt pohybu
. . = i = > = = 2 |
Il:(ﬁﬁ,Rﬁ) = %M(Rﬁ-%ﬂ) +-;_-M1(R-% ) - UlR) = 7 A MR “'2 ‘—,f,]—"n’- V(RN  Pohybové rovnice
———t 5
. redukovana hmotnost @ MR=0
. . . 2 oL _ = R=-%
Cyklické souradnice P pP= 28 =MR Konstanta (lze vypustif) ¢ art
Routhova funkce T _ 0 _ 88 — AP 4,2 B AP 4,
ouinova tunkce L = L - R.P = IM +5tul'( -U("ﬁ‘) -_ﬂz-’fﬁ*—z—f‘“n _U(U-il')
2) Pohyb Sastice ve sféricky symetrickém potencidlovém poli
> - > aL_ A 2 >
L(%5) = %txﬁz- U(I1) Tntegraly pohybu 5170 = E=gpit+ U(15%1)
prejdeme k sférickym souradnicim pro které U= '5(2\)1. > L= R"C""‘ = Kannd.
0sa 2 mivi ve sméru L pak ©=12-\‘ 6=0 TeS0m R\ =l =0

t = g_é)\(ﬁh 78 + eantd @) - Un) = :71“1 (> *1*4p*) = Olr)

oL _

56-0 7 #¢=

Cyklicka souradnice ¥

Routhova funkce

~ N - 1 2
L =L fpy =l enid)- o - g 4oL

3) Pohyb konzervativni soustavy s jednim stupném volnosti

L(‘V'qf\ = %T(@q,‘ -U(g) Infegral pohybu =
U(g)
G AME-UY) G = + T(E-Ug) 4
T T
znaménko urcuje smer pohybu
=4 _T@ _ } £
2(e- U(q,\ﬂ S ]

Ss =M =L == Ked ‘r-tﬁz

pohyb probiha v rovineé
%
jdouci podatkema kolme k L

b = S't%;clk +@

Efektivni potencial

L Ulw) = —t“‘ U,#(rt) U,g(m = U(x\*-;ﬂél;r

0= E=T+rU=3T Vg + U(9) = Kok

Pohyb je mozng pouze fam, kde Ulgq) & E

Pocateéni podminky 4, E

FimiTmipohqb/

pm‘emma\ova
Jama

Infinitni pohyb

. pof. !

reseni zapsané pomoci infegralu
fzv. redeni v kvadraturach

.“:A =5‘[9-:(%?’(l\)?“ dti,-\-

a, N_ "

éva\
%\ 7

%oolq obratu U(?‘) =k

Pozn. vegeni puvodniho problému dvou téles zavisi celkem na 12 infegracnich konstantach, které jsme

pouzili v tomto poradi ﬁ)ﬁo.‘ Le(0,60),%,, E A



Retitelné modely mechaniky

1) Problém dvou téles ~ izolovana soustava dvou hmotnich bodu
Budeme—li predpokladat, 3e sily kterimi na sebe tyto body plisobi nezavisi na jejich rychlostech, pak
2 omezeni dangch Galieiho principem relativity plune, 2e fyto sily jsou konzervativai.

Galileiho princip relafivity—vyzaduje invarianci pohybovich rovnic vzhledem k grupé Galielino transforaci.
Galileiho fransformace AeR VX R e S0B) dX
A =A-A, A=K+A,
X =87 (R-A-X) X=8X ~WA-X, o= ar
Pohybové rovnice

m,, )7,,= Eb(zpj(;,/l) & R=4,2 - my 51(; = $F

mX= B EAD = BESl) > FEE LA = B, (SRR, SEAUR), A4
t P
Invariance — rovnice se pri transformaci nema ménit Symetrie VUCi Vdesom ¥VX <R ¥heR
(pouze pribydou vinky u proménngch) Galileiho transformaci
Protose sily nezavisi na rychlostech stadi vait V=0
a) Translace v case . Lo > -
$=4 %=0 Fa(Ko X ) = Ba(Xo X A+A) YA eR = F =B (LK)
b) Translace v prostoru EP(R’MYB\ = E’L(?;Yo,szﬁ-f(:) ¥X,eR® Prejdeme k novim souradnicim
$=1 ﬁ” )(N " I . . .
';1' -X.N+-iﬁ G(Ewﬁ)}l\: G(Elk)'a'-zi‘o) ¥-£°€R3 = G':G(i"b) > FWIS=E'P(HWB)=E‘IS(?\*—§B)
c) Rotace
%,=0 SRR =E R0  ¥8eS0®  |F(Rup | = ISELERN = EA(SR  ¥5e50R)
velikost sily Tedy nezavisi na smévu  Ryale pouze na velikosti  Hea IF @l = 4“#(\?&»\)

oznadme $(¢)€SG(3) mafici rotace o uhel ¢ kolemosy  Roppak (eI Rup = up = 8) Tup Yo

rozlotime silu E,olo sméru Mg smérukolmeho na  Rigak %A EA
W, 4% = E,(ﬁ,,,,\= e EP( T o) = S Bp(Rod =a8@Rup* LE@F = aTpof S0F o g

)@({f—$(<p\§%=0 Ve = L=0 = -Etp(&';,,\ = QT = ("‘b“n"ﬂﬂi_e je izotropni (nezavisi na sméru) a
el centralni (mivi ve sméru spojnice)

Centralni izotropni sily Fi) =£(n\ﬁ' jsou potencialni

(o Fi), = £,y 22 _ ‘Jaéﬁl’—"* £in l—x&«e{mS&Q =& ((’(u\}‘gx& +£{n)§a;)=0 = 3U=Uln)

lé& a
F(i= - 9ed Ulr) = -2Ux) R =32 = - Y W = U & S U ()= 7 LR,
BU,@(TQ) ~0Y{ Mg \ o, 3,5 (Tun)
- = \Viep Ran ) —28 — LB - ONepLtnl
Fw( g = Oup vp o) dtun s 33, 2%,

3. Newfonlv zakon = -

E.‘;(pr\ =-Fm(nm»\ = d%(nap\ = M,(Tlaw‘ = U&[&(R&p): UM.(M\

Pozn.Pro jednolasticovy sustém plyne 2 Galileovské invariance pohybovich rovnic nulovost sily.
Pohyboveé rovnice musi byt invariantni viaci Galielino transformacem pouze pokud popisuji
izolovanou mechanickou soustavu.



Izolovanou soustavu dvou féles jejchi vzajemné silové plsobeni nezavisi na rychlostech a spliuje 3.NZ

miieme popsat Lagrangeovou funkei:

L(?h)—(‘;j(;,);(;) = 'g'nn,zl"'ziﬂni)zz— U= X,)) Integraly pohybu
= i — - _4 e “u2 ->
P=( X, +m,¥,) = MR 2A-0 = E'?""le + 7 my X, + U= X))
B _ mXrmX, M= e, symeTrie -il: X 2 = ‘-5= MA-:+M:..2
my+my Teorem A=42
= , -») - —_— — Zn - >
R=1L = Yol /SM > §=%i*§. Noefherove X = 8@X, = L = j‘xm‘Xf'- X,
Prejdeme k souvadnicim XX, — B,k s R=H (mt,X‘w- my Ry~ PA')
n v . v’ v .
B = m %, +m, X % <R+ 4 y m, vovmomevvawmocam pohyb
M+ my 4= M z ﬂ hmotného stredu
7 =X,-% gzz:'R’_ "":4_«_ﬁ Celkem 10 nezavislgch integralt pohybu
A s LD S e 2o > m, = , .
L(R.%,R,%) :J{..’W(R“'%R) *‘;TML(R—"“%‘ ) = UGi) = “MR +7 m,:I L2 - URD  Pohybové rovnice
. redukovana hmotnost @ MR = oau
. . . = @_L' o T-t =
Cyklicke souradnice R P=a3 ~MR Konstanta (lze vypustit) t R
Routhova fumkce T _© _ B8 = AP 4472 P AP 4
oulhova Tunkce L = L — R.P = IM +5[N]'( _U(‘-ﬁ‘) _ﬁ_’:-'{'ﬁ*f“ﬁ _U(“-'il')
2) Pohyb &astice ve stéricky symetrickém potencidlovém poli
> - - 8L_ 22 >
L(#,%) = Tt&ﬁa- U(it1) Integraly pohyou 50 = E‘—'i{&l—‘z + U(I7)
prejdeme k sfévickgm souradnicim pro kferé ' 3(2”1 > L= R"C”’“ =Kenad
osaz miri ve sméru L pak @=1 §=0 <50 7L =l =0

L= %é“(hh 728 + At ® @) - Uln) = 2 7 b (R4 - Ol

Cyklickd souradnice ¢ g;

gouthova funkce

r=1-¢ (R fz) T A
l‘»‘f P T "'R a,nd, (T( HR

pohyb probiha v roviné
-
jdouci podatkema kolme k L

o) 7@,——-#&? =L, =f=Kond = ?—eﬁz by = Stmaclk ¢

efektivni potencial .
£ Uyt = Uty + 4
ém‘ ‘3 Zpyt

4 i
7P 3

- Uy = - - Uy (m)

3) Pohyb konzervativni soustavy s jednim stupném volnosti

Lig4) = 2T -V

2 AE- (g > 9’ +.| L(E-Ug)
T T
znaménko urcuje s
1'4 = T(fy\ } S di
2E-UGY)

i = T
x j Qz(e—u(;\\ dg A

Integral pohybu

veseni zapsané pomoci infegralu
fzv. vegeni v kvadraturach

oL
51-0 = E=T+U-=

U(«;)

“‘ (1,3‘-:‘,1‘\' U(?) = Kenad
Pohyb je moing pouze tam, kde U(?) cE

Pocateéni podminky 4, E

FMiTvmipomb/

mer pohybu Infinitni pohyb

Im

pofewcta\ova
jama

0, N_ "

,%oolg, obratu U(?ﬂ =E

¢ opof.

éva\é
%\?

Pozn. veseni puvodniho problému dvou téles zavisi celkem na 12 integracnich konstantach, které jsme

pouzili v tomto poradi B R, Ce (8,64

),C‘oo.’ E\A’o



Hami\’fom:(v fovma\izmus (pro holonomni soustavy a potencialni sily v obecnich souradnicich)

Pozn: Kanonicky tvar obydejnych diferencialnich rovnic %1 =§%?¢' =¥;(x,34,...,3,,) Yieh

FL 5 . ZL _aL _ A ) .
LR2D a%a?‘ % 69/ a? q/ aAB? a?‘: =0 Yied %____ ’U} VaéA
“ “—w & <[ )= |(2k) 0 (‘L‘)AL[ gl‘:v —é%@ 'a;ta%”]/ Jhet
Jinak = (a%a«;\‘ a%)j =N
0= gL@;\ . "f' z} i = é%( GA) — 4= %("/ A Yieh AODR 2. adu
4\ R prechazi na
4“' ‘ ? GFa10 N VieA 25 0DR 1. Fadu

Prejdeme pomoci fece. L od nezavislich proménngch (Q«q/ A) '-—> (0(14\' A novgm nezavislgm proménngm
a najdeme funkei H, ktera zprostredkuje prechod zpét Y a pomoci ni zapiéeme rovnice.

Legendreova dualni transformace g:iR*fR 4=<{m (konvexni) 4(x\>o ¥YxeR &
(1\:4\3“-%(4\\

i °» oﬂ ‘ inverzni d -7
X — = (x) = ) = 0\ d\
j_f\TEF * :{(X funkee ( Fopox j"‘ d 4} D‘,Jﬂ‘\l
X tX=530=90 qa)=x d df.= = Kd4 \
,fl ATSFA &_% % % { % CI% 4(10 — [4‘%%“
o v Af)” =t
d({tg)=d{r&3=4‘dx+xd4\=d%x) =4 {t%=4\x+konst. |
o 7 5, "o X
g4 = = (4R - Jop) Jw=Joq) i LH
4,(107- i(sd)\ -T-g(X\ gm: %(i(x\) fra msfovmace
Legendreova transformace Lagrangeovy funkce @ f—v L X -»(i,"’ % - a—‘; f —>Z 9~ H
A AL, = JEE A TR B“L
1) Obecna hybnost 4. = 5=(F L) = ¢,=¢.(@,£4)  lze pokud del. Y: deh. a.00. ¥O
# 9% 4 LR QVJ (a% q;—‘>*‘~lflessié\/1

- < ~ ~ ~ A - - x
2.) Hamiltonova funkce H(G{’ A A) ;, 4\30{8 -] = E@,ép(ff,,i,i),/i) kde L(OM‘*’D = L(q,,t}(f,;,i),/f.)
™ obecna energie v proménnieh (,K.4)
3) Hamiltonovy kanonické rovnice (kanonickg fvar LR2D)

I |. _aH j‘ZZC‘JﬁJ“QZZ&?ﬁZ s Ge= 4G54 = ;I HG, §,0) =HG, f@,a; A,A) =E 53,4
sada Of‘. YR obecné hybnosti ,; _a_’.: _ 8 (41 /\) 84\1 q/ H 84‘* C;, aH aH ai _ _aH
V,Lé,g a(_;, 87 b% t}, (] aC}/ ?« & ach afa 67 BO(L

I [, aH |m dynamicky obsah, 5 . 5%, ol ,QLB/.\' _ oL I_@_t\_____i]:_______l

cada 4“_ =- a?‘ Sjtﬁi?e Newfonovy a/i oL (’f‘a?’a )“Lﬁg% ) %a -y :B/i - c;@”;, i

Pv. Konzervativni soustava (konzervafivni sily a skleronomni vazby): L(Ff,‘,c;‘,’,/.) =%T§*@)%%— U(t;,)
obecna energie [ =4 —T*(t;,)?dﬁh U(ty) T=(Tj§(§’)) symetricka pozitivné definitni matice

obecna hugbmosf

b=5g: = TTdd ETad e £ (T ;Lé@ﬂm [E% = =TT 0G4

Hamilt funk
amiltonova funkce H‘IA-G (T )a,.(T A)M'f"f‘!"'wq{) 3‘ B"'f"{‘ﬂ U(q,\“‘(T-‘);a/f\'f‘a"'U(%’)



Konfiguraéni prosfor M — polohy systemu, dimM=A  souradnice (C?/,, e G
Fazovi prostor I' — sTavy systému, dimM=2a  souradnice Gue, o, fopreees o)

Pozn. hybnost "klasicka® (kineticka) 4 mX vektor X hybnost obecna (kanonicka) A; =a—;}‘ kovektor
Pozn. Geomelrie teény prostor dudlni vektorovy
Rychlostni fazovi prostor KMy bodéq aL prosfor k TyM Fazovy prostor
(tecng bandl) M hi = 3¢t M (koteénd bandl)
TM= UT?’M Legendreova WM M=T*M-= UT M
e Tvamsfovmace c"GM
Lagrangeova funkce Hamiltonova funkce
L: TMxR —R §'= % H: M«R—R
Hamiltonovy rovnice (dynamicky systém na fazovém prosfom) Vektorové pole (hamiltonovské)
. - 9H = oH
94‘=-ax; V ) d?‘—a4‘ d.A- C}(A."’dl\ ?(A— + dA» afw _a_\;_@_' __a_'_i-a—_
, 4 D 0% 8y
N (hed )= m-chu SRS
4“ - B% 4l d/L 4 4\ 3' bazicke vekw‘owf tecného
Taylor do1. vao[u vdf =y numerické reseni prostoru k fazovému

. . , . _ ' N prostorul™v daném bodé
Fazova trajekiorie —je veseni Hamiltonovich rovnic (6"((/1),4&(/{.\)

—Jje uréena jednoznaéné pocatednimi podminkami q:(o)ﬂ_ﬁj;(o\ £,

—kaidym bodem [" prochazi pravé jedna fazova frajekforie

—je integralni kiivka pole Xy parametrizovana Gasem 1], jeji feéng vekfor v kazdem bodé @,4) je X@F)

Pozn. Hamiltonian H (vesp.pole X,,) je generdtorem casového vjvoje=Toku vektorového pole X,

Fazovy portrét — obraz na kterém jsou fazove trajekforie pro viechny podatecni podminky

(zobrazuje tzv. hamilfonovsky tok — ok hamilfonovského vektorového pole Xu)

P¥. Harmonicky oscilator L(O(QY)“Q‘MO( 4,%{ 4= acy =g — q,-_’& H(O( 4\\_ .,-%}?ﬁ

Hamiltonovy rovnice Fazova trajektorie Hamiltonovske _ (;@; \

c} 2‘2 é vesemi ?(,[) A s '\\__‘/f. +B vekforové pole H ’&‘?

4“=__?_ ’}2‘} Q{ =0 AN =~V ANM({;A+B) Fazovy povTVET

AT~ A=q|E
Integral pohybu 2mE /]”/7, \A& \}—4?
AL _ L L. 2 2 r :
3L=0 = E =Konst. = H =Konst. —%\1—%‘7‘—\3 ﬁ‘g*%\:: 4 R, A g
X O ~/

Poissonovy zavorky a Integraly Pohybu

Funkce F= F@4A) na fazovem prostoru se nazgva integralem pohybu (1.P.), pokud pro kaidou
fazovou trajektorii (‘5((,1\ ,TL(/m existuje konstanta ¢ e R fak, fe F(a"(,{) ,?Z(,L\ N=¢ ¥A.

dF _ dF _oFaH _dFdH a
Fiby= =F@Ew,fd A =C &= = 0=3;~ §L,{ 3%07 4\ 4™ 5,00 5.9 " oL F {FHE“‘
-

Véta Funkce F(@§,K,A) je integralem pohybu pro , aF
system s Hamilfonovou funkei H@%L\ =7 | {FHY+ Y 0




Poissonova z4vorka difevemcova*e\m}ch funkei F, G Pozn. {.,.3:CT(MxCT(M) = (M)

na fazovém prostoru {F 6 = z oF 6 _3F 36 Vektorovy prostor hladkgch funkei na I

(09 %h 409, tj. fei. tridy Cna I
Vlastnosti Poissonovych zavorek  ¥F,6,F §,F eC (M plafi: _ ,

VA Linedrni algebra je vektorovy prostor v
1) antisymeltrie {I‘_, G‘j =- {G, F,} = { F) F} =0 vybaveny bilinedrni operaci :VxV~V.
2) bilinearita {C,E*'C;F,,\G} "'C,{E.G}*Cz{\:,,e} VC“C,é[R Lieova a/gebra(cw(f‘),{.,.ﬂ)
e linedrni algebra je i operace |

3) Jacobiho identita {E ) {FJ.)F:'; ]3} * {E;{E;F«- }} * {E)iﬁ.ﬁ}} =0 ijT:’Z:m;V;‘lwcng aysph)l;ijeogjcob;ﬁo/emT{Tu.
+) Leibnitzovo pravidlo  {F- R, G} = {R,G}F +F-{R,6} Poissonova algebra (C“’(p)’{mg,.)
5) derivace Poone parametru a,L {F 65 {Z‘)IL ) G’S {,F, al 3 Asaciativni algebra je linedrni 7

algebra jejiz operace je asociativi,

b) fundamentalni Poissonovy zavorky {cy’%} O =L b3, {%I,f.&}

Hamiltonovy rovnice QV {%H'} 4L {,1\“\-(’3 Yie A —>0(“4. Jsou’fzv kanonicky sdruzené proménné

Pozn. a M. pozorovatelngm A,B pritadi samosdruzené operatory A,B na Hilbertové prostoru stavii (kvadr. int. vinovich funkei PR A) ),
Jejich? (redlné) v/asTw hodnoty odpovidaji métitelnim hodnotam velisin, tak aby C= ARy >  ikC = (A-B-B°A) = [&,B__\
C= {(A,,, DA =D €= { o AW (princip korespondence) K= %l" kvidli rozméru (7.5)

napr. X, “"'X("f") Xy Y o f&("r‘-uﬁax“}" X L&I .4.2{0“ H“i”-—’tA'T‘ (&%-4) kvili samosdruzenosti

——
komutator

Poissonova véta: Poissonova zavorka dvou infegralii pohgbu je opét integralem pohybu. I.P. tvori
Lieovu algebru

Dk. F,F, jsouI.P.pro systém s Hamilfonovou funkei H vl {F HY + Ok =0 A=42
HR.

MEES| - 1ir, B3, H) + 346 RY = HRRY M+ 1R 1 2512
={8F, B H- LR HY RS- SR.ERHY = HERLVHI+ {IHEL R+ HEHYLRY =0

Integraly pohybu snadno najdeme na zakladé proménngch které chybi v predpisu Hamiltonovy funkce

1) éas A H=HE, 1;) 1). %“ 0 = AH\ 1H,HY + BH "0 Hamilfonova funkce H=|—|(¢7’r.f)=hhst.

8|;|r 0 =7 4; = Konst. obdobné pro 44 1j. 54—— 0=q= Konst,

odvozeni Hamu\Towovqch vovvnc 2 Hamiltonova pvmmpu —variace kiivek W) v konfiguradnim prostoru

0=85= 88L(j<~mm SS (R HGEL) M:S‘ G,5F: A3, Sa, - 3 8f)ol -

pro . e
éqt(i\- 0 ngz_@é% - /;: &7,4- = Pracujeme v proménngch (;, c;, aai pw 24pisu
! visledngeh rovnic pve)deme od g ‘W q,#

ic‘i(/i\=0 _S [( h- )é? 1.(% )54‘ ]d,{ + [% é? ]/i azrusime fak svechy u.{

2) cyklické souradnice % 1).

nezavislée pvomenme L

" g}_—. . , k/\___, o Variace 3§ a 34 nejsou navzajem nezavisle
* V] <’LLVP vza)emme =0 primgm vgpoctem =@ co? nevadi nebof koeficienty u 34 jsou nula.
0 nezavislé @ derivace pevné konce

Modifikovang Hamilfoniv princip na fazovém prostoru — variace kiivek (§), f(4) ve fazovem prostoru

Ozé's‘:c?ff(/‘\i%_H@RM)di Eulerovy—Lagrangeovy rce. pro funkcional §(akci na fazovéem pr. )

o~ d [9F\ _3F _d - ‘
pro 0- 48] - & - Glhdy)+ B -4 > 4im
SG(\=0=35(4,) F°r’~°r'\’r' M(a‘?) 3% a% ‘ '
_ nezavislé proménne F .
64\(/1\ 0= 54\'(,1\ mem nutné = (ah) af& O - 8‘3?('- a = _% 64\3 = (1’3 a'fd

V teto formulaci zadiname s akei § nal” Variace éa,a 51. povaiujeme zanezavislé, stejné tak proménne (7/,4t které }i% nejsou svazany
definici obecné hybnosti, nibrs jen Hamiltonovgmivovnicemi. V fomto smyslu jiz maji obé sady Hamilfonovich rovnic dynamicky obsah.



anonické transformace | |
K storm Pokud najdeme transformaci na [

Pr. H=HEA 41‘ =~ % =0 = A1) =0y Konst. kfera zachova tvar Hamiltonovich
Yied . _eH . rovnic a prevede H na fci. nezavisejici
T 04 =w@L = Y- = Sc"(““ bdd+ "9 na ¢ je uloha vyresena v kvadraturach.

Pozn. Bodové fransformace %-‘-‘?J(O,/i\ ’7‘363 konfiguraéniho pr.automaticky zachovavaji tvar LR2D.

Hledame transformace fazového prostoru I, které zachovavaji Tvar Hamilfonovich rovnic

“ %=9:.(§,B4) ¥ieh tiidy C° fak, aby ¥H=H@GLDeC(MR) 3 K-K(Ei PAEC(MR)
A =4 (§,PA) inverTibilni ’M‘*O Tak, te V(O?(M.Z(/m na I plati G = a,; - Q'): gTKD;
T acobian ,k = gH Pa __:_%5.
Hamiltonovy rovnice lze odvodit 2 modifikovaného Hamiltonova principu % L
4
S = 53(4\? -H)d1l=0 54}%) =0 =JA(4,) oba funkcionaly jsou definovany na stejném
A »—26»—1 ” 50! §f‘ nesavicle prostoru krivek a ‘maji—\i popisovat sfej.mou ulohu,
A ThTt, musi nabgvat stacionarni hodnoty na stejnych

8S,= BS(PQ K)dL=0 éQM,,\ 0= 5P(/fﬂ) kiivkach (pouze popsanich jingmi souradnicemi)

%5 B4 50 3P nesavisle fo nastava v pripadech:
ay S=n5 2eR (PJ;Oé—K) =Apg-H)  Skalovani - Q5=pug, F,’-Q;‘K = WG K= A4 H)
A%0 tn-,\)eiR B=v4; S A=y A K=pvH
&, 8,=8+C CeR (vitvoiujici furkce) IF=F(@QPAEC(MR)  44:-H = PO-K +;‘%;F(5'$"“

Transformace () pro kterou 3 F=F(b',f>:,1)ec"'(r'x R) a IneR fak, e ¥HeC(MR) IKeC™(T<R)
spliujici 71(«/1;?;-"1—’)=)§Qé- K+%ZF se nazgva 1. kanonicka, pokud A =4

(lze ziskat jako

/ 2. vozéivena kanonicka, pokud N #0,4 1.+ gkalovani)
FGeh = //.dq,. CLQJ+(K H)d A 3. uséi kanonicka, pokud M=4 % 0:3—;&— (bezdasova)

predstavuje vovnosT dvou diferencialnich forem zapsanijch v riiznich proménnich
upravime bud' levou (=>vyfvorujicifce. ) nebo pravou stranu (=>kriteria kanonidnosti)

Vytvorujici funkce kanonické transformace — je funkce vytvorena z F prepisem (nebo Legendreovou tr. )
do fakové sady proménnich, kdy V’({EA je vidy jedna z paru kanonicky sdruzengch proménngch pr
povechana velka (nova) a druha pievedena na malou (starou). Clyvi zakladni druhy vyfvorujicich fei:

® ggg; i @ vytvorujici fee.r. druhu F = E(Q?,G,/i) =F(q, S/i) kdle ﬁ""ﬁ(@,d/ﬂ = ‘E%‘ +0
—-Tﬁ-:--—‘)-- O
04'd o SF
ol 5558 lo d-ﬁ(q,Q,A)=4«ido,‘-PcLQo+(K-H\dL g 3oy Jrad
S a 4 _ \eola e—litransformaci danou fci. By predstavuji tyto
® QE;.‘%, ? F % Vied 5Q P VQGA CzTathe{imicg%a; ' e
-—a?ﬁ:-ai-- +0 hledame—li vytvorujici fei. pro danou transformaci, je
0 g_a‘:;: %—_E, ® K=H+él transformace Hamilfonianu trebazapsat ?,‘-5 jako fce. ;,5 avesit parcialni dif . vce.
o o= L A A = 2 aF — &F an
@ R=RGPAO=F@PN+RG=FRQ 0Q-06p0«|3%|+0 E aP: =Q K=H*51

CLF'-'d(Fz'%Qa):‘«‘dC} Pan*'(K’H)d-A VdF(a,,PM of\qu QJdP‘F(K'H)d/{. LeqemdveovaTv.fce.E
® REOD =F-pge Sheg Bep ORGAH=R-490RG =% TG



Kriteria kanoniénosti — nutne a postaduiici podminky pro kanoniénost transformace: .= q,*.(é’,'ﬁ.A\

- 39, B 4‘1.:/!‘1(6\]3;/‘-)
_//uolcp—l?j d0;+(K-H)dA =(f‘*‘a'%; -R)AQ+ 45 i"pdp (k-H /\*a_oi ,}d "
—_— L,.,__J \———~———— pokud ma F exisToval musi
q‘ dO, %da +§—%d;i oF or oF gqﬁaw‘o diferencialni forma

aQ3 aP oA uzavrena

3F F 04:39: , , g _ OB _ d4:39: ap e _ Qs 9%
60@0 30330& 30&80) ‘30180, BQ}L 303 OQ& 4\ anan aQa O 59@3% aQa aQ& [06\0&]

Q.
Q

—aiL: gF é‘é‘:%. _L _{‘_ _Q%. Qi — £ 09 —

OR3P~ 3BaR  oR oR + aPaP £} aP kSl apaaP O‘ag an a% 5% [RR]
th - azF _L a " )

g0 wE A Rl = DL - 24 0% - [y ]

2bylé podminky jsou definiénimi vetahy pro fei. K a na fransformaci jiz nekladou 2adna dalsi omezeni

@ [Qj, B] = 63& v(.} BeR Lagrangeovy za’vovkq — definované pro souradnice fazového prostoru

[_QalQ 1=0= [ 2, &] [Qé’&](‘}:p (—3—- i _ gg: g__%:) indexem u zévovek Jsou vné_kdléwzvnaéew

funkee které se v nich derivuji
96;: ap _ 9% ok

Pozn. [QRIen= 20;9R 3B, B 8‘55‘*'07‘58&:[05'%](%‘ Lagrangeovy zavorky jsou
invariantni p¥i kanonicke fr.

-

Tednotné souradnice fazového prostoru [ = zjednodusi zapis, reflektuji rovnocennost c_;: a A

= b2 . d ~ o SH Y
= Yied - E; : Hamiltonovy rovnice = L éTI;l& Yieln "= ﬁ)
Hypoh N RS R _oF BF\ - (& VT

av R 4“ Poissonovy zavorky {F,6l. = JA&BM& (’a',f)a](é?i
Fa Mg _ (Y an
Lagrangeovy zavorky [F,G], = :Jle (5}?) J 8_6)

(symplekticka) mafice Fadu 2ax2a e
A - F .., 8F o) _| °F
J= [ Ao 4 ] €SOy J'=J=-3 T=-1, dubI={ (5—) (Bli. 5’1») (BF)—La'na

Transt. (4)11 Ii (Z/ﬂ tridy € ’V‘352A I—gl:K )\:i:o je kanonicka <2
@ Jyp=LZ.Z].= au" g% =(az) (g%) (( ) (6’1»&<=> [Q;,R] =3 ¥ aeR /(aa

i

1)

IGz
b ) ] O ]
Vi kela N N 03,6, [R.R]
B - 3Zy _ (32 a8z 3Z\7(22Y) = (GRI=Sp VjkeR
2, -3 2,5 ) 3. - ()9
Jg=1Z 2, = 5y It By (an,)ma"‘l (311)}9 (a'i) (aa))‘. 19,,0,3=0 IR,RI=0
. PFimé (symplekticke) podminky symplekticky — 2 recting qulmﬁ'P\ekJ;kOS si\'zTewgolohvomadq(Weqhﬁaq)
a_p:f_af -M g a,.__: i 8R=§1’
oZ| - = Oy 2§ 12 | _ Q)(_B_g) 3 8 3fy ad: |, .
Jd C“ Ju Lt T i A e = |2 :
a1 az “ ang T 3Z: @ \ §§ %r. Q‘.’tT a0 % 3 VA.@éA
el . T35 o (ﬁ)( ) 20, -k - Sh
A A Yike2h \§ ! of 2P/ 39; R Taf; oR

Pro dasové nezavislou transformaci lze Tyto podminky odvodit i primgm vipodtem derivaci sloengch funkei 2 Hamilfonovich rovnic.

Podobneé (aviak pouze postadujici) podminky lze odvodit i z uzavienosti a’P;@,a) - 8Z~l§.§) vs. aP( - _24,@F P)
forem dF;, vozdil je ve funkcich které zde vystupuji. Napi. pro d,F@,a) 3% aQ; (} 304 Q(E.'{’.-ﬁ(q.;r“

Dk. J@AJA &> :ﬂ/A@AJl & TRI=ILT & K'I=IK = KIK )(53! & J=AIKR



Véta: Pro kazdou kanonickou transformaci plafi {F,G}(? P

pruh oznaduje foe. vyjadiens ve velkich proménnieh F (Z,A)= F(—ﬁ. #Z40,4)

Dk, DF o 26 _ OF 37 - 9Z. & € _8F
{F»Gan Tamanh azﬁau “k 31 OZn azxizﬂ' 137— ZJ

= { F)G}(Q,P) Poissqmov% zé.\/ovkq, ;).SOU
invariantni pri kanonicke fr.

;4\9.

=iF T},

Matice INER™ e nazva symplekticks <> AJ =IA & J=RIA <= J=AIK = K'I=IN

Kriteria lze shrnout do véty: Transformace (1) je kanonicka <=> jeji Tacobiho matice je symplekticka.

Kanonické transformace tvovi grupu = 1v. souradnic (tridy C™) na fazovem prostoru [ tvo¥i grupu

- identicka transformace je kanonicka ~ R=Z (‘Zg} 1 4°31=3 (/A()T

* inverzni tr. ke kanonické tr. je kanonicka A=(%% /-4 (g% Jd =A-Iﬂ_lf\ = WJ /A4 J

. slozeni kanonickych 1. je kanonicka tvr.  A=Z(EZA) Y= Y(E,,L) [B‘-‘(g—:;-) (g;)‘[ﬂ){ﬁ) BA
e todont oot i ATIER) - A JBA KA -3
= symplektické matice fedy tvovi grupu Tzv. Symplekticka grupa Sp(28,R) ={AeR e l AIA= 33

Tvrzeni: Determinant libovolné symplekfické matice je roven jedne tj. VA€ S@(QA,FR\ deb A =4

Dk. Pfaffian definovany pro Aeﬁ'“) K=~ 4{(/;\\ zhpl ZN?!"“ Asiwmar Attos-nmes 4(22):0‘

ma vlastnosti

dad A= (AT VB<R™ f(EAR) = dolB4S A A3 = IFIN =dad A gfT = dak A=

Pozn. Kriferia kanoniénosti nekladou 2adné podminky na funkee K, H (kanoniénost fr. nezavisi na konkrétni
fyzikalni uloze) ani na Gasovy pribéh transtformace. Proto lze das povaiovat za nezavislg paramety
a na Sasove zavislou tr. nahlizet jako na jednoparametrickou mnozinu po sobé jdoucich casové
nezavislich transformaci. Kanoniénost fransformace znamena zachovani symplektické formy.

symplektickg vektorovy prostor (V,co) je vektorovg prostor V nad Rvybaveny symplektickou formou wo
Symplekticka forma w na V je zobrazeni W:VxV—=> R, které je soucasné

* bilinearni W (X)) = (X2, 2V = Xy 03(2;,8) = xﬂg 0y = E’m’% (diwmV=m 2(2,...,2) baze V)
anfisymetricke ol =-clyx) ¥x,yeV G =-00 E = dirmV = 28
- nedegenerovane (x4 =0 ’v‘geV)$X=O | dek(e2) #0 S o /
04, dimenze symplektickeho pr. je vidy suda
Pozn. Ve Yexistuje Tzv. symplekticka baze ve ktere je @ = ';{I‘}' b‘)=]l
Al
Automorfizmy (symetrie) prostoru (V,eo) jsou linearni bijekce AtY=V zachovavajici formu o
1) cotAx,Ap=calxg FiyeV vbaziVo (AxTeo AR = N AwAY = Rl ¥R iR

Pozn. Nedegenerovanou bilinearni formu lze vyusit k 2fotosnéni vek. pr.V a jeho dualu V¥
NYoweV 3, meV VeV )=l 20brazeni by(a) =W, &) jeizomorsizmus V na V>



Hamilton—Jacobiho rovnice  (HTR)

Hledame vytvorujici funkei kanonické tr. 2. druhu Fz(%-lsi) ktera prevede zadang hamiltonian H na co
ne)jednodussi tvar 1). vesi rovnici K=H+ gi =0 kde je olosazevmo/f. aF" do foe. H(F, £, A)-

Co? je parcialni diferencialni rovnice urcujici jak K 2avisi na § a A.Pak 8K

=&_o > =kKonst.
Hledana dasové zavisla transformace predstavuje prechod 93 R Q; = Konst
Q.5 55 (GF) do souradnic, ve kferich je system v klidu. P ='-g%i=0 =7 B = Konst.
aF.

Pozn. Lze hledat i vytvorujici funkce jingeh druni napi. F(k,Q,A) = pak dosazujeme doH za %*57,;

Hamil’fon-:facobiho rovhice je parcialni diferencialni rovnice 1. vadu pro neznamou funkei S zavisejici

H(?) " )+%%=O

na A+A navzajem nezavisljch proménnich 4.

Jejiveseni (uplngintegral HIR) 24visi na A*4 infegraénich konstantach.
Nebot S vystupuje v rovnici pouze skrze své derivace, je uréeno at na aditivai konstantu, kterou lze
povaiovatf za jednu z téchto A4 konstant. Zbyljch A konstant oznacime B,...R

Reseni HTR S =S(c';,',/i,§), nazgvané hlavni funkce Hamiltonova, obsahuje tplnou informaci o systemu.

Jacobiho véta:  Hlavni funkce Hamiltonova S(E,',A,S) je vytvorujici funkce kanonické fransformace
(Q,F) — @.£) kfera udava pohyb dane soustavy tj.

Pozn. k 22 Fee. S@AP) je funkei . ) p . .

244 WES?;/ISM,CH proménngch ;,4.5 Q} aS (‘y)i P) _é q' - ?_(A 6 -P’) Je ‘Fazova TYaJSkTO rie

pricems proménneé B jsou konstanty ~ a < :

(integraly pohybu) pouze pro soustavu Va'eA /_/_/ 'V'iez SOMSTaV% S Ham“TOV]OVOU
popsanou Hamilt onovou funkei H. - — _

Tr. danou fci. 8 lze pousit ina jing system %J ( A'P) - ﬁ /’ (A Q P) ‘FMV]kC| H aA 2.

se sfejngm A, pak ale P nemusi bt konst. (‘},/‘-,P(‘},f,ﬁ-))

Reseni HTR—separaci proménngch. Pokud -ﬁ=0, sepavujeme ¢as S=-E(BIA+S,EP) a hledame charakteristickou
funkei Hamiltonovu S&B) jako reseni bezéasove HTR H(q,,;? )=E

Viyznam hlavni funkce Hamiltonov ds &, ,.aS .,
‘ 7 @) ! Al = % %" 4 a& =fs%-H=L
~_ . derivace podél TN N
SG@AQ) =) LG 4 dA crivaeE ot A Ty ~H 0
1) )Q S.(_., ‘} )9’ ) fazove trajektorie velvorujioi fee.  HTR nteqrdl pohyou

Hlavni fce. Hamiltfonova je akce vypoltena poole\ skuTecwe frajektorie v komﬂqwacmm pvosTovu
vychazejici v dase A,z bodu Q (s hybnosti P--—.—:) jako funkee *horni meze" c;, véase L.
Chavakferisticka fce.Ham. je zkracena akce v%pocfema podél skutedne trajektorie & ——,{" = 7?‘ = $i: S.=S{\;dq‘-

Pv. Volng hmotng bod L=%fm<}f H= —'L HIR H+533=0 4».-=g—$i gﬁ(a§)1+§,% 0
. = =ﬂé= - = =-‘ 4 — A ~ )
=0orsd et o 00 s byt sl [T ot = 516,07
i, .

Pozn. 2 o o , o L
4, S=5®.4Q) \ze povatovat 2a rovnici vinoplochy sivici se konfiguraénim pr. M. % &

Pro dane A predstavuie $@.4.Q)=konst. rovnici nadplochy v konf. pr.M, ktera se piizméné A éivi jako ‘ G

"&elo razové ving" . Bod gomsujlcn konfiguraci systemu je bodem Teto nadplochy uréengm podminkou P—-a—g

Kanonicka hybnost £ = 5— =V%,S je normalou k této nadplose a pokud je rovnobéinas obecnou rychlosti g g,
pak Trajekforie jsou kolmé k nadplocham. Navivoj sysTému Tak lze pohlizet jako siveni vinoplochy v %
konfiguraénim prostoru a natrajektorie jako na paprsky.

2y Rovnice eikonalu ve vakuu Z"’('é%) [ ) odpovida HTR fofonu H=e{fremy Ec(ax) = (gi\z

%) schrddingerova ree. Aﬁé—"/f= HY = -mm U pro vinovou funkei Ap=m(xA) kole Po.,(u\='1'"r\dv
hledame—li regeni tvaru Y4\ = C M[%S{ZL\] pak rovnice pro § A (ax) +UR) + 25 = ";k “ DS

20
v limité pro X =0 prejde na HTR (Klasicka limita kvantové mechaniky)
Bezdasova Schv. rce. l',-i'Y“—‘E'T‘ — hledani vlastnich vektori H odpovida regeni bezdasové HTR.

Plochy konstantni faze S=konst. vinove fee. M kvant. mech. jsou v této limité kolmé na klasické trajekforie.



Diferencidlni formy vek. pr. X nad IR (Ly-0y 20) baze V, 1. ,€™ dudlni baze V¥ &4 (,QJ\ =8, RelN,, hem
R-14 vné jsi mocnina pr. V¥ je redlng vek. pr. A(V ) vsech (up/me)am‘/sqmeﬁ/ckr;ch R-linedrnich forem oy na \f

1j. o:Vx...xV—R linearnich v kazde sloice a spliujicich ¥TeSy V(M. Nnegy) = = AT R(ay, .., Op) Ys,,...,.15€Y

T Rirat
Vné jsi a/gebra vek. pr V¥je vek. pr. AV*= @A(V ) nehomogennich forem spolu s bilinegrni asoo:aﬁvmoperac:

A AV AV = AV mazgvawou vné jsi soudin, o/efmovanou na homoge nnich formach oue AR(V*), BeAV®) predpisem
(oun B) (w, 4,--~:’%ﬁ -J;‘/jzl Z A‘j"\.“-d‘ ey yoe ey rr(JA\) B ”TI(MH-"» mM)) V“’aw-»"hﬁev a SP Aujici ounB=(-1) {AI\UJ

dim AV=(g) V=R KOO=R AWV AV (R )72 = Z pgel A5 Ton® = £ €582 (% )
lim AV*=2" e 0 €80 GWEGEE) @ ST ERE i RV

Diferencialni forma stupné & na I (}\—forma) je zobrazeni ou: frel” — ) eA(T,,,P) které kasdemu kel
privadi k-linearni antisymetrickou formu na teéném prostoru T,I' ke M v bode 4.

\Q&(r‘) mnozina véiech k-forem na I Q?(f‘) redlné funkce na 1
Existuje pravé jedno linedrni zobrazeni nazgvané vnéjsi derivace  d.s _O_,h(l") —".de(f‘) 0<R %24 svlastnostmi

4, v{emme df diferenciil fee. { 2 dod =0 3 ¥oe (M ¥R (M) dloear)=da)aB + AR a(dB)

Symplektickd forma ecana [ je 2-forma weSAIM kters je uzaviend (dw =0) a nedegenerovans (dd_w =I=O)
Z, i

Na fazovém prostoru existuje globalné (diky jeho strukture r=7* M) kamomcka Cartanova 1—forma 2.
4

de =o\(+;d0(,;) = dpadg, + (~4Y i d\(clc',,..) = df‘i"d%‘ = Z éd.li A (m,:}):(' ifAJ._O) =@
Kanoniénost 1r. 5=6(§,Z,ﬂ,§=ﬁ@,%u odpovidaexistenci funkce F(Q,P,/i) sp\wugncu podminku 41,:(1%‘ Hdd= Plan -kdA+dF
vedouci nakriteriakanoniénosti, ktera nezavisi na dasovém vivojitransformace. Cas lze tedy (pii zkoumani kanoniénosti) povasovat za
parameTr, kferi urduje konkrétni bezdasovou kanonickou fr.z 1—paramefrické mnoziny bezdasovich kanonickjch fr. Tvoricich dohromady
asové zavislou kanonickou tr. a kanonidnost tak lze vysetiovat pro kasdé peviné A avlact, tj. A=konst dA=0 apodminkapiejde na

/ﬁ,: dt](,_ = deoj +d.F odkud aplikaci vné i derivace ziskame d'f‘i"d%= d%Ade-*d.choi je podminka zachovani symplekficke formy

dpirdqem dBady  Fodmadng=7 oy dZand Zy= 7 Cop(5E2d)a(320dr;) = 432 e 2t digndiy

Kanonické transtormace tedy predstavuji symetrie fazového prostoru jakosto symplektické variety (I, (Tzv. symplektomorfizmy).

Poincaréovy integralni invarianty
Bud DelM podvarieta sude dimenze 28, ke fazového prostoru (M w), pakm’feqva\% I IE anA AW

jsouinvarianty libovolné (aktivai) kanonické transformace ¢:[*— [ 1. T [eO]=I D] ° & vt
Dk. pouze pro k=1

4 = O g+ 8B 4\ p (2% g, + 2% OB 30 + 2R 3% yo ad
Fibos Lo oo g G o) BB Bl
k

"5 a—Q~d+a ~dga+ 2 a¢ af 20 d fyndfn= S [%e*%]OIPA%AAW&‘*[O/”4\3:]0“,0{{\;/\(1%&+45{4‘,&,4“;],3?(“\5/\&4‘:Sdhi\d‘h'l [0

]

5;5
Pozn. Objem na Fa’zovém onsfom je uréen pomoci nenulove 2s—formy, obvukle Liovilleovy formy
. A(a-4
objemu = _.(.4)—— A A = d%"---"d%'\dh'\---/\dh = di Al Ry, V(D) =§.§).,

b kraf

Liouvilleova véta 1) Velikost objemu libovolné oblasti D fazoveho prostoru ['se piri (aktivni) kanonicke

transformaci & neméni tj. V(D) = V(D))

2) Pri asovém vgvo)i sustému se objem libovolné oblasti fazového prostoru neméni.

v Vg0 =] dznndz, = (8 Edn)u.n(5 32 dn,) - [ e dnndry, =

D) D 4y "2&4

= i ZA %'?1: ‘3—,25‘.’;%( o draadi,, = de{( )duM...Adn,A =£4dum.../\dn” = Y(p)

Pozn. Stafisticka mechanika—na Sasovy vivo statistického souboru ve fazovéem py.
se |lze divat jako na proudéni nestlacitelné kapaliny.




Duélni povaha pozorovatelnich velidin v Hamiltonové formalizmu

I.Pozorovatelné (veliding) jsou realné funkce G:TxIR— R tridy C' na rozéivenem fazovém prostoru.
stav systému je uréen bodem ve fazovem prostoru o souradnicich (§,£) e[
Vysledek méveni pozorovatelne G v éase Ana system ve stavu (W, E ) dostaneme dosazenim G(?“(A\.?(A\,D.

T.Pozorovatelna G je generatorem jednoparametricke grupy kanonickych transformaci fazového prostoru.

Pozorovatelna GeSI(F 1—forma dGégf(I") Hamilfonovske vektorové pole X
¢
G: N>R d, ag 269 _9G2a s (%
== =2 = =| 24
- = '_'ﬁ - . =1
G= G(‘}q'f\) vhé jsi A6 = dq/" a’f‘; i sgmpekﬂcka XG . 39'4 3% 3/-,, { ’G} & 'af(’é_
derivace vgpocTeme V}, Jjsou bazi TET forma vypoctené v boo/e_ﬂ, Jsou bazické vektory T .
Integralni krivka vek’rovoveho pole N Difv: Kasdim bodem oblasti MxR prochazi pravé jedna
‘R = _Q,; - G charakferistika (neprodlousitelné veseni) : (a, b) =T
7 R->T W" X@(ﬂ\(ﬂ) de $i Tedy v kazdém bodé ' = Tx il Zading pravé jedna
q@®)  jejitecny vekTov je vkaidém d 4. ae integralni kFivka,
34(2) ( (i)) bodé shadny s vekforem pole a’% =< 6_?,4 7\\@@3 @"0

) ‘4'8 3‘
%
(lokalni) Tok generovang polem X Vlastnosti foku @4

4}.:'—,_’ n be M }, =31(0) — 4;2(&) ___3‘(04_5) ¢° = Idr' identita (3:;'7:) % (52,3:)

geCam)cR 4>£: ((}'(o), L) — (F©), F©) ¢£ ° ¢a = ¢£+‘L
Tok je lokélni, pokud &: € eCom)cR = &, nejde q>£-4 =-.4>_E Pokud je tok definovang nacelem IR pak predstavuje
vostannout nacelé R. ¢ jednoparametrickou grupu kanonickych transformaci.
(aktivai) transformace dana tokem @, Infinifezimalni verze transformace (Taylorvo dor.vaduv € )

Q6.0 = 9.0 =[6,3.7),
RGR) =4 =031,

€D

ll

~N -Pl

0=§ Q' = ¢lo+s) = tf{o\*«sd} -q+£aG(qi)
=

E?E =Ifb4-(o*£) .—_-41‘:(0)-}&%%‘."&’0 =/‘£ E g—c(;(qsi:)

Kanoniénost infinitezimalni transformace (poolmimka musi platit do 1.vaduve )
{af B} = (gahyd - 150 i3 -2 19,52 3 - € (2738 1 = &+ eliqu00 4y} - £19,16, 43 ~oe) =
F_({{c‘, »GE 4‘5} + {G ”‘) )C}, }) o) = ,(8‘5 iif‘anqr} G} ot = 46"' {5‘3,63{ ot = 5 -01¢?)
1Qf,0f 3 =0t ={R%, R} Wajeh Tdorod, 4
Konednou tr. lze ziskat s\ozevnm (infegraci) infinitezimalnich tr. a nebot sloieni dvou kanonickich tr. je

kanonické bude i tato tr.kanonicka. Pro infinifezimalni tr.existuje i vytvorujici fee. F;@,S):%Y§+ee(§,§)

Pr. G= dG=4d = a = \4- = Q4= 4+£ P4= J]
Az;ﬂ dt;g_ Xe= 152 d—? g(e)=J1derc=£+ 0 ien2 05?1; Pf'{f\x
A o) . Fvd _
(94»?:.4‘4)%1) d‘k— 4_,-%‘ XG- 0) dj =0 (; (&)= 73(0) J =0 "(E) 4’ (0) Fu\nkce G='ft4j€

generatorem translace

e,
-

o

[

Teorém Noetherové v Hamiltonové formalizmu
Necht fce. F-’-F(q,’,r) a Hamilfonova fee. H=H(§5,{?) nezavisi na dase, pak F je1.P. <&=> {F,H}=0
1) F je generatorem 1—pavam. grupy tr. .8 = (§°4,B) =(§(), &)

e o~ A . 3 _3H oF _8H aF _
HIE,P) = H(g,{,£) = HG o, f@) = H(§o), £o) ’g%ﬂ;—:ja +§?z§ 5@;5% a_;iaq‘- LHFS

invariance H

= - > F
2) H je generatorem asového vivoje (c‘;‘,;.’)*(Q",P")‘-‘(E;(/D,f(iﬂ Fgufb)= FGo.fe) 0= d,i R{EH}

Hamiltonian H je invariantni vici 1—param. grupé tr. generované funkei F (1. H se zachovava podél
infegralnich kéivek vek. pole Xg) <= Fje invariantni vidi 1—param. grupé tr.generované Hamilfonianem

predstavujici asovg vivo] (1).zachovava se podel integralnich kiivek vek. pole Xy (fazovich trajekforii)
a je Tedy integralem pohybu). Tedy i ke kaidému IP.existuje 1—param. grupa symetrii Hamilfonovy fce.



Nabita relafivisticka dastice v elekfromagnetickem poli

YT Taylortv rozvo) konst. T moc malé
pro volnou &asTici g —— o
bez elmag. pole L= ’““oC’{'l-%’; kde wm*=Z & A= T - ) =t g ,_m.u‘+—m i
L -ZIU"J:
v elmag. poll L=-mc{4-5"-2(¢-5R) 4i= o, = T = 28R = el oA,
C TR
[
-9
MRS, n ’mlu,?. Y "\\tc‘l.lu'l C’(-“'lA)
-2 2R = etk RY= 2, SR
4‘ A= {__‘4 %,;' (’ﬁa- <) 4_% (f\ 2A) P o (z—ﬁA)’-*ﬂV\:Cz

oL Mo AT g A5? + (m CF~ g As® mc*
=—=N-} = = = Do
E Y™ L +2AM ( m\,c{ g((( UA) 1 Lp

/- c‘ \\4-%,;' 4-%2
c-l C"L -2
e a6 - | ""; —— *a% = c|-R) i sat
1-& __t_l__._ o S aa
\i- (f- o R)rmie (%- R rmie ka\n{)mcké klidova hmotnost
hybnost

Véta o virialu
Stredni ¢asova hodnota funkce {:IR-’IP\, {=£(M (X) . ’C’ {(A\di
Véta: Pokud AF:R->R g(A,\-dFm F omezena (EKG‘R' IF(MléK,‘v‘/“ pak <X>=(|':>=0.

Dikaz: 14f2] = Liren EIGERNE JLM;)I%HO

T=>+0
Véta o virialu v Hamiltonové formalizmu:

Tsou—li q,(,i)a,;,{A) ¥ied omezené funkce pak <‘1u > <AV‘ > (pokud existuji).

Znadent: pro funkei Z = Z(X,,.. WO VAR Z: RS R4 funkee zh:i(/,) YoueN
oznacime £ =ZM=ZEw),.. d,,(l-) XM) X"(A),A), Z:R>R slozenou funkei

(1870 Rudo!f Clausius) — vztah pro stredni éasovou hodnotu kinetické energie
Véta o viridlu: 0znacme G = 24.,, w1 =7 Z m, 3 pak pro livovolné reseni X,=XJA) Newtonovich
. o dG =\ o -4 2 =
pohybovich rovnic myuX,=F, YoueN plafi <d/i> =0 = (= 2 <¢Z_;E, X¢>
L/—N._————-—‘
Dukaz: Qj: = gmd“')\(: =(§mwif? ) ?m‘h o X, = @ - Z:
= 3L

X virial
Tsou—li navic sily F potencialni ). F=-V,0 =~ 3% apotencial U=V(,...Xyd) je homogenni funkce

o
stupné /Q Y onmémvu;,ch i("",,.,QN pak {(GY=0 > <T> = %‘(U)

>
il

®

:-‘ N ~ N 3
Dikaz: E,X 2, @ -2

& ozq L4 “ Ty L=

%— .= RV

-~
I

L o~ 2 ~
0znadime—li E=T+U pak <EY = <F>+{G> =(4+%-)<6> aplati {0 =37 <E>

Fy= 2 LS
Te—li navic BL_O pak E=konst. je celkova energie a {Ey=E {T7= %z



