Teoveticka Fyzika 1 — Analyticka Mechanika

Mechanika klasicka  /relativisticka  /kvantova

— Newtonova mechanika (pouziva vektory )

Isaac Newton — 1. dilo teoreficke fyziky
MatemaTicke principy prirodni filozofie (1687)
1. Zakon sefrvaénosti — inercialni vataina soustava
2.z28konsily  dR.® wd=F

, = , 8
3. Z2akon akce a reakce E,= -E‘ slaba verze 1Y

Gvavi’faémi z4kon silna verze o RS

silakferou pusoblB na w

Newtonovy pohybové rce. miiidy= F (i, iih,A)

K= 6,674 40" i By 57

Analyticka Mechanika

Kniha: Klasicka feoreficka fyzika,
1.stoll, 7. Tolar, 1.Tex, Karolinum 2017

— Analyticka mechanika (pouziva skalary)
Soubor alfernativnich formulaci klasické mechaniky
vychazejicich z Tz2v. principi mechaniky,
Gottfried Wilhelm Leibniz — 3iva sila m§2=2T
Maupertuis, Bernoulli, Euler, d* Alembert, Laplace
Principy mechaniky =» pohybové rovnice.
Napi: " Pri pohybu soustavy mezi dvémakonfiguracemi je
S= LTy =<V minimalni. *
(Fermativ princip 1662 — éiveni svétla)
— Lagrangeova mechanika 178
— Hamilfonova mechanika 1833
— Hamiltfon—Tacobiho rovnice

vihody — eliminace sily, snadné zobecnéni mimo oblast mechaniky (teorie pole, kvantova mechanika)
— efektivita pro slozité ulohy s vazbami, elegance, moznost uziti vyssi matematiky

Lagrangelv formalizmus — nejprve pro soustavu volngeh hmotngeh bodi

Podet stupiit volnosti A= nejmensi pocet parametrti nutnjch k uréeni polohy (konfigurace) soustavy

POZOR na neholonomni vazby
fam davaji Tyhle definice riizng pocet

(podet navzajem nezavislich pohubir, kferé mize soustava konat)

-pro soustavu NelN volngch hmotnich bodu v 3—dimenzionalnim prostoru je A=3N

«konfiguraci soustavy (polohu viech jejich bodi) budeme reprezentovat jedingm bodem Xe IR™
v 3N vozmérném euklidovském prostoru tzv. konfiguradnim prostoru
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m,= mg = fm, l.b.OOlM (X»,X5‘X5\=)7; E‘)Xk ar(,g

hmotnosti budeme misto jednotlivgm bodim privazovat jednotlivgm stupiim volnosti
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Derivace funkce podle dasu: i

Ay parcialni derivace 2
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Zadinat s popisem budeme vidy v inercialni vataine soustaveé (v kartézskych souradnicich).
V neinercialni soustavé

bychom museli pridat
setrvadné sily anajit
pro né pofencialy.

Newtonovy rovnice (”"aﬁw"'é ‘v‘@eﬁ —> m\,;SiA.=E V,LEI;F/ nebo lM?Z:f

s upravime levou stranu rovnic "“,:i;= F. Nie3N (1), bez sumace pres i)
A

A
i S (i) = (2T 2 AT _a (4 i\ _ 4 . : :
%, = o (mik) = o (ak‘.) =k 3% = ﬁ.(i?ms)(:)=f?m4ﬁxé")ai‘ = Dk =k, YiedR
A A by 3

aw
kineticka energie soustavy T(i‘)=é2mj5&§- ma v kartézskich souradnicich vidy fenfo tvar
"':l

’ . v v ’ v . ’ . . ’ —é
e Sily viigténé (akéni) na prave strané rovnic nahradime potencialy = silové pole (sila) F se nazgva:

>v= _ oU® N
X) —‘_QK} VaﬁA

o = _IURA N
l-—é(x‘/ﬂ 2%, ’%Ae A

1) konzervativni ?:}?{z’) pokud JU=U(R) potencialni energie tak, te F;(

2 )potencialni ?:F—:’(;ZJ_) pokud J|J = UIR4) potencial tak, ze

3)zobecnéna potencialni E= }?(i,i(”,/i) pokud FU = URKA) tak, te ) +i(au) R
zobecnény potencial 5 (XLA)= - a%  dA\X VQQA

(souhrnné tzv. monogenni sily — Goldstein)

, VI 4 A i)
Pozn. prace konzervativnich sil (2 *_1’.. o C0Y e OF (9 T dUG®) ¥y
nezavisi na trajekforii W—’,\SF(X"O\X -§ F(Ilm'j\(ﬂd&—:g 5% (H) c_&d! B & d? ol 7
K - = . - L - - 5(&\
Pozn. v R podminka rd F=0 = F&RA) je potencialni =-S_Uk3(1\\]“= VETSRVTeD)
—Loventzovasila (E.M. pole)

VR A) = 9 (a4 - X AR )

P¥. -homogenni Tihové pole U(i’)——m%i

_3( M

~centralni gravifadni pole U= = - R
By ) Epvc,a_'g% B=V« A
- harmonickg oscilator (elastickeé pole) U(RW:%K(-\W?—OQ '\——:=Cp(§+/§x1§)
* LRD &(@I) ~F = ™4 _0/(\_(3_‘)> _oy T=TE) 1. a7 _q
d4d 51,( S £ dA. 95.(" I O
é\\_ (B(T—U)) d(T-V) Fmew E“’m Lagrangeova funkce (v kartézskych)
W, ) Tex &
dAd Ak, X, | :T_U
& (aL) _aL (hep) L%, Ay =1 3Zb,{r\m ¢ - UL YA
e » [P ) = X, K\\A)=7 Xy T P Ry
ViedN dA(asg-) D% F 2 i 08

Po vypodteni derivaci funkce L dosadime za X; neznamé funkce asu X;(A) a ziskame
tak obycejné diferencialvi rovnice 2. vadu pro Tyto neznamé funkce.

Pozn: Lagrangeovy funkce dvou neinteragujicich soustav lze sedist a ziskat Lagr. fci. popisujici obé soustavy.
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& (al')_al _4& (L) oL . & ak)_a ar _ 2 (& OR ax, _ 9k
dA(S;‘T) A% _d/i(giT) 8—&-4_61—[(3)& 3% ok A (1)—&(0\1%:9—)%—3_5?;*@&

Wl%d, 9 2 2
~ SR ook Bk o b -5 o \ o
=LS~ ax@& X5 + YR YT | TN =) |_a ] vedounastejne LR1D

P¥. vovinng izotropni harmonicky oscilator 1 laL A
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Vazby, Konfiguradni prostor a obecné souradnice
Vazby - jakékoliv podminky omezujici pohyb hm. bodi nebo féles tvoricich mechanickou soustavu

<ho\omommi — vazby kferé snituji podet stupiti volnosti, lze je zapsat ve tvaru {,@,(YJFO, YheR
neholonomni — véechny ostatni (napv. %n?,j?,,iho, 14K )

skleronomni (stacionarni) — nezavislé na case (napv. ¥(i) =0, e+ - 2°=0) 4

<vheomommi (nestacionarni) — zavislé na Gase (napv. %(x,g,/t) = xmmtﬁzm.n)&:o ad
X

udriujici (oboustranné) — vyjadvené pomoci rovnosti =
<weuo|véujici (jednostranné) — vyjadvené pomoci nerovnosti >, >

idealni = nedochazi k disipaci mechanické energie (Virtualni prace vazebnijchssil je nula)
<weioleé\vui — dochazi k disipaci energie (napv. treni)

Pozn: z vedTing holos-celg sklerds=pevng, tvrdy
nomos-zakon  vheo-tece, plyne

Pozn. Holonomni vazba je vidy udriujici.

Skryté holonomni vazby (semiholonomni) — vazby afinni v rychlostech, které |ze nahradit holonomnimi

an @N—\f—/—\ pokud je fato diferencialni forma
ZAQ;(X',A)X‘AL()?,APO [-d4 = 2 oA dx +hFAdA=0 exaktnifj. existuje J=fiz A, d=co
XA =dx, 4= Ky 3_2 pak je vazba skryté holonomni
o 5
Vazba je skryfé holonomni pokud Jm =pm(z4) 0 o . dmoy 3 o~
(integracéni fakfor peo= a \aﬂt&ogmimk : (pod _ Alpoy) (o (o YijedN
9 pw=df)aplatip 4 2%,  ax, YA X,
Pr. Valeni valce bez prokluzovani % %~RP =0 / Sdi \g’;ksd,l -SRvdd=0
(vzajemna rychlost bodu dxs -Rde =0 vg;ﬁs ?‘7
olomku Je nulova) | g X ﬁ(x&q) =W+ X = RG =0 | je holonomni
Pv. Valeni kofouce po roviné bez prokluzovani a naklanéni — neholonomni vazby  i-r¢wt =0 P/:""
neexistuje g(hz-‘ﬂ‘ﬂho Ry REsIP=0 ) f/k

Holonomni soustava — soustava, kfera je podrobena pouze holonomnim nebo semiholonomnim vazbam
— dale budeme pracovat pouze s holonomnimi soustavami a zapisovat viechny jejich vazby jako holonomni

VazboVvé sily holonomnich vazeb (Reakéni sily) — nejsou znameé predem (na rozdil od akénich sil)

ﬁ‘m\_—_ T+N eﬂf” pro jednu vazbu X(K,AVO i N‘ﬂV& Nx"ﬂg_é. wiedN
tednaanormalovaslotka <m0 Lagrangeuv mulfiplikdator A
- *A)= - ,
ol Caaba / hladka T =0 (idealni) /‘( ‘ uréuje velikost vazboveé sily
OIONOMAVAZOA  drsna T+0 (freni, neidealni) ) .predstavuie novou neznamou

fei. a=n(4)=2 ktera se objevi

Pv. izofropni vleéné treni ?:—K|7\7£\é—‘ A~ o
v pohybovich rovnicic

I
pro ste/N hladkgch holonomnich vazeb f*()'?,/iho plati E(VMEZM%}{%"

Pozn. Nebude—li redeno jinak, pak holonomni vazbu povaiujeme vidy za hladkou.

Konfiguradéni prostor (varieta)...mnozina véech moingch konfiguraci (poloh viech bodi) soustavy

M(A) = {)?GRSN{ &(?,AFO Y heftt €R™ dimenze M(1) - dimenze tedného prostoru k M(1)



Vazby jsou nezavislé, pokud nelze 3adnou 2 nich vynechat, aniz by se zménil konfiguradni prostor.

Pokud je (VX,M---.V{M Yre M), ¥4 linearné nezavislg soubor vektorts, pak jsou vazby &(ﬁ,,ﬂ:o Yhe R
-

nezavislé a plati  mMb=3N- = A (podet stupiti volnosti).

"obecné rovnice"

% % konf. prostoru

Tsou—li vazby zavislé, pak prebyfedné vazby vypustime a zbylich 3%, 3%
. nezavislych vazeb zapiseme v Takovém tvaru, aby jejich : : =5U ¥ReMID VL.

gradienty Tvorily linearné nezavislg soubor 1. aby hodnost matice M 8.

3%, " gy

Pr. bod na povrchu koule a valce 2x )
- [*% _ [N -
D =%+ G- = 0 Véff‘(éiz) VJV(@C) JsoULZ pro X3=0
3

J@)= X - =0

M = kruinice s osou z a stredem v podatku

V\Z(Q\:(i) ﬂf(%il) jsou LN na M
4 o

popiseme M pomoci funkci s LN gradienty Obecne souradnice ¢ x, = Rty
{a(i\_Ja(m:)@:o = 47;(;2\:;3:0 A=34-9=4 X = R Amép
X3=O

»soustava N hm. bodiis ye N, (nezavislgmi) holonomnimi vazbami £J}{(?.M=O Mhep (fee. tridy C*)

Lagrangeovy rovhice 1. druhu (1775) -pro soustavu N hmoTngch bodu s holonomnimi vazbami

) , T o)y » v inercialni vetainé soustavé (kartézské souradnice) ziskame
¥ = BRRA) + 207, Ay T pridanim rovnic vazeb a vazebnych sil do pavodnich rovnic
&e=A * ]
4(;(’]/1\-_0 Feh Fie3y N 7 - 3Nobyéejnjeh diferencialnich rovnic 11.7adu ar algebraickich
) 0\3'5’2,6_ rovnice pro 3N« neznamich funkel x,1y=2 ieN, MyihV=2 Re R

Pokud vazby nejsou hladké pak se tedné slozky vazebnich sil obvykle zahvnou

_&_(B_L_)_ oL _ F(M\-\-Zn:'n '3—43‘ +2'[;(‘“
A

A4 3K, oX;. % j i Aaﬂ& mezi 2bylé nepotencialni sily. “ .
~ 7~ \ =2 A '1 - ‘_i C_l__ (_aL } _é_L‘_ -
X'% (i‘,i) =0 vé ey‘ VJ:€.3N PO?M L (X,‘A,Xo ) = L A:Aﬂ‘kx‘& &L QM‘ 37\& =

4

Fr vazby: =m0 mic= 01 G+ B = 0-0+ 2 ngrngw
] . 41()(.‘}\-‘—)&%5-@ N“‘é=~ﬂ?+h%%+%%%:m%+0+2y}

IZQ(J’) m’lii: 04—7ng—£4-4?\221_ = 0+7\A *‘0 ‘:~>7L,:0

=W 0 =2 2% } __.N_.YLE\M
F}( 52 =Z4V4’4 :11(0) hww:ﬂN{L:Rz(ﬂk) if}ﬁcﬁ ‘ > W=7 %
’ ,m 4 07 paleny 2R e glamt=0 = =)

Obecné (zobecnéné) souradnice % AU’S — parametfry, kterée jednoznaéné popisuji moiné konfigurace
N R 2 A _ap sousTavy (lokalni souradnice na konfiguracéni varieté)
X = X1 X:R =R

POZOR §=(g,,..9,) Ji% neni vekfor, ale jen uspovadana s—tice

X, = 24'(‘7(11"-'%14\ ce3N  parametrické vovnice konf. prostoru (2 véty o implicitni funkei) R ("?;;;):b
A . i
funkee tridy C* zvolené tak, aby splnily vazby:

;o3 2%
~ » _ . N Pr. R v4 2%
&wv =LiGend =0 ¥§Y¥L VAR N=4 "
~ f_\skabvmisouém =4
~ 3 »r=2
[s; 3 .
0= gfi = By %_y\‘ = V,{gé‘x’ tedng vekfor k j—1é souradnicové nadplocha
% < 99 Uk?ivce lesici v nadplose \(’(;APO
[ normalovy vektor k nadploge /{&(?,AJ-;O
Pozn. zavislost na Ease je dana vijvojem vazby, v pripadé «

skleronomnich vazeb bude ¢ = 2@ Yiedw



Lagrangeovy rovnice 2. dvuhu (pro holonomni soustavu N hm. bodii s Te N, nezavislgmi vazbami)

Lagr.vce. 1. druhu: WA D=0 YReRR| prevedeme do obecnjch souradnic X, = x@ A iedN
9,_(3_[:) aL _E(ner) EA}J& Yeean | Tim splnime rovnice vazeb $%1) L X3 N =0 ’V‘jaeRVCI/V/f

dA\9Y%,

Zbylych 3N olnfevewcna\mch rovhic vezmeme jako sloupcovy vektor a prenasobime matici &'

kde g - (ax K Vi ,V/f) je regularni matice vadu 3nx3N

gc!h a% Py R Vij Flrep

baze fedného a wovma\oveho prostoru ke konfiguraénimu prostoru M(4) %7-;
3.4 T ichs rovnic (
OX; d—(él‘— ‘L] A, piren S Ok K, prvnie »
o SnleleR) B =S ET g, ieh [ 3
(hep) — 'a§ A=A f&“./ibo 89,
03 \V/ X 3¢

?_4_ a\ L d ?_@_ ( d \ i‘:j 1

L | a (o aldich v rovnic Tt , (&
3%, [di(ai) ax] i 47l 'ii‘ Yiek | £ / (W

rvky Gramovy matice souboru
m,% =, PV 4 A 4,4
dol€ = duk(Cyg) 0 &> ¢ je LN soubor

ﬂm(g % [di ) A% ] %E(hepj Z Ny GM Z Mg Om = Nopn Ve / jZN

Tim je Téchto v rovnic V%Feéemo Dale upravime levou stranu pvvmic\n s rovhic. K Tomu vyuzijeme:

- o ~ . S>>
%: Alz%’%’i a?& “os %%f X=XGA &= dx ax % ax‘ % =K(§PA)

obecné souradnice arychlosti jsou navzajem nezavislé

}

4, aX‘—O 2, 8x Ak 4y aX; S < K L o
- T +0= = S04 pravidlo kraceni tedek
34, a% 39 994 9% & 994
3 _@_(9_’&): : i _ 8 (ax 9/*__8_&) 2 (dx) gy\
oI\ og;) = g0 * am% o, \ags "ol ) T age\ak ) o9,
a_ﬁ[ﬁ_(@;)-@g] - a_(a_L>_ _aLa% _ 4 (atax%awy(a_&)_@u&:
2q L4 \8%/ oy Al 0k ) ag; x99,  JA\AK 8¢,/ Ak dhlag) BX gy
- ﬁ_(%éﬁ)_%% _aLak (SL) oL
JdANDK; dgy %89, N gy dA 395) 9%
Lagrangeovy rovhice 2. druhu -neobsahuji vazbove sily (idealnich holonomnich vazeb)
(8[: ) aL ) O(MP) -jejich tvar nezavisi na konkrétni volbé obecnich souradnic
L —a% 39, Yk | yovnice pro proménné g,,9, 4, dosazenim 9, =7:(4), 4, =), 5}}:%}(,{)
dostaneme obydejne difv. 2. vadu
Obecna nepotencialni sila Lagrangeova funkce (v obecnich) - peni urdena J'eolmozmaémé
/\. e FaS 5 72_» 7'(-;—'& d-
o= R LG54 = LEEAH, XG5 L=T+ &A@
pii Q;heﬂ:o plné charakterizuje holonomni soustavu s |o|eé\mwn vazbami
Pr. u vazby: ﬁ(nhrz-o obecné souradnice P & aa
3 1= 4u focp =g Lon=0 %= ) pimcp L =g i i Ay
Y (gAY PRGN A B
=0 L:TIW\(K(/-\ + XD “‘IW‘% Cd?”
% m /N ~ 1~ A 2
=g (AL _ aL = d_ Y
LRLD 0= 57 (w) il (m2U) <) (ot it = 2ol I0G + waU0P + g AU AR



Pozorovatelné veliding (polohy, rychlosti, hybnosti, momenty, sily, energie ...)
jsou funkce 2n+4 proménnich g 2, %A. na Tzv.

rozsiveném rychlostnim fazovém prostoru TM,( R kde TM=UT,M o
L eM -
Tecm; bandl  te&ng prostor kM v bods b /7“ .
Kineticka energie v obecnych souradnicich Tu§.h
o P _43" 2 ¥, aX; o%;
T(a,@},,i\= TIR( ,C},/m =72 X =7 ZIM (3% Y/ a,j_)( 39 G+ eA) 7 2 ™ 39 a%%%
1 & a?xg_’&. +_4_3" a%: % R, 9%, _ AT
tTuMming el TTL™ 5T ot T2 Z 0ok ok = 2 WG aGe TG A, + o G0)
4= —_———— %___) ;,_\,____/J \_/ﬁ,ﬁ__/’
JEMCWA By(G.h) v(g,4) P.D.
«pokud jsou véechny vazby skleronomni pak *)'l(a;,éip :'—I LA (M} je homogenni stupné 2 v rychlostech
Obecuasila Q= %.;-: + g‘em Obechna (kanonicka) hybnost 45 = ,ﬁ(am,/b —a"c;,—(‘f’ l; A)
(nemusi mit vozmév hybnosti)
Pozn. LR2D : é\—(at ) th ol <">’f Pr. | = -2 (%-N) A #+
. L 8(} 3 99, 3 3 "“ lf‘l a H“X +2 M\X

, . A a’l: . ~
Obecna energie F= E(Q,‘},i) Z a_%% L Pokud JeThomoge\n\m fce. 2. sTupme v moh\osfech 2

(ma vozmév ewevqne) = (véechny vazby jsou skleronomni) a 5% —o Véc); pak E
'\ A N DN je celkova mechanicka energie sousTavq,
—q,. (T- U) =7T+V
a% s diL % %‘h

v-jrr -0
Integraly pohybu (zakony zachovani)—jsou 1.integraly pohyb. rovnic, foe.konstantni podél trajektorie

Funkce F( °v4\ je integralem pohybu pro systém popsang pohybovimi rovnicemi Rl 3. CH,, 0, pokud
pro kaéole_)eych reseni = ‘7"‘ (tzv. trajektorii) JeeR Tak, ze F(,{\ F(ql),\(;mh =C L.

G+ 9 ) ) 2w = |8

*lisgz.0-0 (G5 ™ qw) 3

— . J 3\* A’ﬁkm /
> 526654 oy Fh 7

overit, e F je 1.P. znamena resit LR2D -
jako linearni algebraické rovnice pro a{’ a foto vegeni dosadit do %{: =0 ‘

Funkce F:F(?i\fi,j,) el?p. = =%

R=0

C2

] TR {nep)
Dale budeme predpokladat, se na soustavu neplisobi 2adné nepotencialni sily 1j. Q:e =, paklze
nékteré infegraly pohybu nalézt na zakladé chybéjicich proménnich v predpisu Lagrangeovy funkce:

N

N . .
1) 8as A /l.\.‘—‘ L(f;.a;\ 1. %l,z =0 —— obecnaenergie E = E@’ﬁ,i) = howsl, Je 1.P.
A ~ N
d_E_sA\__(QL'.-”> a ( ) [ [ afy_af g 3t
VY a‘i’s% L) 7l 99 W 94 ‘} % 3? % ~% dl( ac;a\) '9%] aL % ok =0
vigkon sﬂ ‘o
Pozn. Obecna energie holonomni soustavy se skleronomnimi LR2D \\Qghm mipo,{emé\mch

vazbami a konzervativnimi silami je konstantni.
2.) cyklicka souradnice % ken 1. %;‘-; =0 — obecna hybnost /ﬁ* =//u?(§3, %3,/1\ = fowd. je1.P.

je souradnice, na kferé
/N

Lagr. fee . fvisi a_ ?i_j P VY

agr ce; L vnezavis il [a% E)?,* =0, =0 o O 7j. {\*
oL _y 5 9L _ P 4V ~— S

Pozn. 3) 86,[0 > a% Q( =0 nenastava i



Teorém Noetherové (1415) spojité symelrie —» zakony zachovani
"Ke kazdé jednoparametrické grupé transtormaci konfiguradniho prostoru které ponechavaji
Lagrangeovu funkei invariantni (symefrie Lagr. fce. ) existuje infegral pohybu.

Grupou G je kaida neprazdna mnozina spolu s operaci (soudin) = GxG > G spliujici:

4, Yo,bceG o(h-eV=(ak)¢ asociafivita

9,32¢ G ¥ael a-L=L-0=0 jednotka Pr. (#,+) (R/{oy,)
4 , ¢ Aim¢
3, ¥oeG J,a%¢ G alo=oca'=0 inverzni prvek $0(2)= {Lc:;“i Amz) ‘EGJR}

Transformace (aktivni) &eif(M) je 2de bijekce ¢f:M->M takovd, se ¢ a (¢ jsou tridy ¢
Tednoparametricka grupa transformaci M je spojifg homomorfizmus grup  &:(R+) —> (Dif(M),?)

big &t ¢ =1d & = o4 ()= ¢*
Znéni, které dokazeme:
Transformace (aktivni) Invariance Lagrangeovy funkce Vg ¥g W4 Y
' = g.(g,6) =4@) foe. tridy C* dak(i?‘\‘)*o . : ! %.
Q/J % 14 IR g . 4 , 99 1: (97,9?,/1,8) = L(C;'(q,’.iﬁ,f;_;'(t},:q?,ﬂ./ﬂ = L(‘]_;. g‘,l/{)
GlGo=g; Vb X \
[T e 11 > — a_L__ a_%; \
= %(%%i) = q’ij( 35 _&% a _?q % Velidina :[(%%M = Zﬁ %( a&L:o e l.P.

D&kaz° invariance | = ¥¢¥3Yg v/
_aL __a_q& aL ?_Ekl

O=5¢ - 3 - oF " QI\ag, of 23,
ot ﬁf.fp’,A.E) ©% |n? £ g 29, Gl leze  O%E % JA\ee) ~ By ot T dLNeg, A\ 39,
o A N _raL & (oL a9 4 (9L ag
3 _a (de\_- 23 (%% 3 (3% \g, = 8 (%) G, = & (8% j = —,-_E,I(—’,ﬂ 5t | oA \2g; 9E
o2 (84)- (4 - 2 aﬁ(gm Le /Tl alsl) il
\ A \ ~
zeslabime posadavky z Y& 0= b}  _fak _d (?—Lﬂ gl 4 2 @L— @.‘},\ ) = d_ I)\
. - 9 /A A 2 4 /i ] =
na £ =0 adosadime z LR2D %% le-o [ s ﬁf'}.ﬁa s M OF O R=0 d/i( R=0
1w RGN0 > T~ =0 Hied QED

1N

Yo S R oL .S & a2 _al_l ‘ - — >
Pozn. L(%%A‘S\ = L(QY‘C;,,/L,O\ + 2]&05 GeY 0 —a—aiz-og = fim Co\rs/i[l_‘(%%/{,ﬁ) L(q,]‘*‘/ﬂ]
Infinitezimalni verze teorému:
Transformace (Tayloriv vozvo) do 1.vadu v § ) Invariance | do1.¥aduv § \fﬁr’ ’dtl‘y”‘v‘/i
\.: P . N = . . = %& =VY. (A .a_ll = —aL —L =
% = 99, L EOER = grYe Y= co 5§ BE ;.o 89 1 BG: )A ” 0
-4 e e T by Y
) _* vektorové pole fav. - o _ oL :
afa Ofé Y ?' genevator Transformace Veligina I( ! '/U - )Z; % Jel.p
Py. rotace kolemosy &, o Infinifezimalné
XA
x: =X4ME_X2M£ =(g£_)£ O XME ch"'AE') ’- x: =X4_x28 A
X\2=XIM£+XL%E (@_x‘v.) X‘Q=X1_+X.(£ 41-£ 0 o-A40
X, = % Y =(Be oo™ (MemEoAME SN e R <£ A OXX /EX*'E'(A 0 oj
bokud %= o g0 Pozn. pivodni transformace X'= LUy ENX
1D > 5 N _ A'Ql:_ _ — = + §.k Lng ~AMmE O
L( IA_) L(xeJ/i) = 1 -4'=4 BbliY,L = f‘,Y‘ —-4,(‘)‘3)+413X4+0 L3 ,QJ(;'\, EIM 2 8 /A KA«ME con S Oj
(pro infinitezimalnido1.vadu v ) o o 4



Zakladni principy mechaniky —Jjiné matematicky ekvivalentni formulace zakoni mechaniky

«Diferencialni principy —uréuji chovani mechanické soustavy (frajekforii) lokalné v okoli daného bodu

4, Princip virtualni prace (Bernoulli 170g—1711) —staticka rovnovaha systemu N castic:

Ko
statficka vovnovaha (rovnovaina konfigurace) soustavy dastic nastava pokud XUy =X(h) =X, = ( >

jsou souradnice viech ¢astic konstantni. W RBovel \ Xoan
= li(/ih 0, ;:((Dzo /! 2=N§ %T,,O,AFO Y= &F:ZO’M 0 = uvaiujeme pouze sily nezavislé na dase
= :'!? y > < aE o\~
& X=X xm 0, MU =F(%,00=0 i3 > miuy=2 ik xx)—E_.%E(x,.o)x}u.\+é—x§(x,.o)xi(/i,\=0
. A=Ao =0 =0
(A.\ X(A\ +‘X UNA=A) + 5 2 X(Ao (4- /{o\ ... =X Xo omezime se na analyticke funkee, xy= \p.f 4o Pdpamgoty Tar 450
o VO\V]L}Ch neplatito pro tav. flat funkce
(aNz) 0 =FR,0) & 0=F&0)3X Y aXeR" Vekfor 8%=X-%, je (virtualni) posunufi
v’s\e/zlmce il (stadilo by pro lib. bazi K 2 Yovwové\jmé polohy 7(.
‘ stadi libovolné male—infinitezimalni do bodu X

nemusi byt exaktni
Pozn. prace A= SF(x) d¥%je infegral 2 diferencialni formy &A®) = Fid)-d3x po kiivee » (kdly dg=4"0eM )

musi byt male (infinitezimalni)

Virtualni prace 5;\ %)= F(R’,o OX =ZE‘§X1 Princip virtualni prace:

je prace sil pri virfualnich posunutich X, je rovnovaina konfigurace &> SAR) =—|:’(K,,0)~5)7= 0
VX
Pozn. Variace funkce ,g {Qxi !(;u—gx, ﬁi A+ —-g»éx +—— 5\%—& M Sx v _4 A)+ 54(XA3+2§1 CHAT
izoch i dh=

(izochronn 0) 54 Limadron Eoad [{(xﬂSx M- /{(x L\-_\ 4‘ = éai

Tsou—li viechny sily konzervativni Typ polohy UIR) napr. v U 13

- AUR) k

FR=-VUR =-a¢ - 7° cstabilni  minimum  FURY>0 T x e/
=B ')'—-@—Q-'S_):—-:W@&)—gx.:— v 3

8A = F-8X =35 X L% U +\abilni maximum  §'U(K) 20 f\ N L9

a rovnovainé polohy X, jsou stacionarni o / o . T

body sur)=0 pofencialni energie. sindiferentni  osfatni (8'v=0) — .« |3

dy vazangch — podrobengch holonomnim skleronomnim vazbam 4*{)?) =0 ¥heR  rozlotime posunutia

sily do smévu tecného

(LRD) 0 =F(R,0+ ?xmo ;M,V{l < 0=(F~ Zﬂ}v’{ﬂ 3R ¥SXeK a normalového ke konf.

viigténe Sl\t'b vazbové sily

pr. M v bodé X,

(akéni ) (reakdni ) /fn(xﬁ =0 VheR (fn(X,) =0 VAR SP=8TT+5RY PPy
— It - - = =, L -
=> 0:( fu F"*E%V&)’(BX‘HBW’) _-_( FT*'FN)BX”'Z?I&V%)&' SXT+HE-SXY (y__" 271 V&) SXMN = x.\O) 5)&
- F - <o % =0 YoXTeR
érﬂ(x,)=0 Y AeR £=0 YheR

- R
zvolime -Ry Jako s\oék%Fvaézi (V{M...N&J g% V{“
normalového prostoruk M v bodé ¥,
Princip virtualni prace

SAq) N = o Soustava Gastic je v rovnovainé konfiguraci X eMcK' &=
AR) =F(F,0:3x =0  ¥SXeR virfualni prace viisténgeh sil je rovna nule  §Az)=0 &>
,&(@: 0 ¥hent 5}’.:]{&(,‘(0\:0 prace viigténgch sil pri virtualnich posunutich ve shodé s vazbami
je nulova.




Posunuti ve shodé s vazbou {m=o {(5(’36?): (X, H—B:\%L ‘dxX +O’(l§5<’|‘)

Jd ”’M
=0 0 {Z\T 7 ne s 270 T
male posumu‘ﬂ & %

(infinitezimalni)

Virtualni posunuti = myslené okamzitée
infinitezimalni posunuti ve shodé s vazbou Tos%
Tsou—li véechny viisténe sily konzervativai Fay=-Yuw pak 0= 8A=(-vu+A,¥ )88 =-3(u -M@ =-§0

a uloha se redukuje na hledani vazaného extrému funkce Ugyvzhledem k varieté m ~ ,  —~— .
pofencialnienergie

ti sUmy=0 ff)=0 ¥ah & U(x.\/r >0 s;bab"w Jascbnioh sil
=0 m iferentni
Infinitezimalni posunuti holonomni soustavy s rheonomnimi vazbami L[i‘/i =0 Vheh §=§($,A)
-moiné (realné) —4; d¥; +~§!ou dx; = ggfo\% *d,i ({Mx Asdh) = {(x A+ %dmg%ah
(]
-virtualyi 0= (Si =——&’—(§X. 5)&11: %%5(% %(x*—&)(,/ﬂ =4(x,ﬁ)+5§5x+.,.
J o~
v Y o _(Rix O lze ziskat 2 mozného posunuti _
-skutecne 0= d4 ( i)&/{' dx" - (&%?j M QA)CM' dosazenim trajektorie X; =3<,;(/i\, % =%(/{)
Py, \MA4) X, g(xuxz,)&) =R+2-Lih=0 Virtualni posunuti a virtualni prace
/CP 2y ,.-’M(bw X,= Abnne = io ) 0 = 8] = 2x3x, 2%, 3, X "(Wf ) 3¢
) \'@ N a = Llconp b SA= F+7lV£\'§X F-a% +7lV£ 3X = 0:9x,+ (mgq)Sx,
_ ,,:‘\\ N ¥ Moiné posunutia prace o y NG vietudln prace
¥ /1Y . U Am bnich sil
\ VV’\lﬂ 0= d£= 9%, dx, + 1%k, ~204d 4 dx = ( )“‘f“f( [F),le. skmeévm?:y;cf sl
X, dA= F+7tV£\ AR =F-dR +71V¥ -4 = 0-d, mgdx, + 2%, A% 2A XA X, = m\%o\x,ﬂ\zueu

PV, pro B=fonsd. 0=3A=mgdx, = -mg MnPd¢ = =0T je rovnovaina poloha vikon vazebne sily= "AJ’
=0

2y d'Alembertiv princip —dynamicka rovnovaha soustavy éastic podrobengch vazbam )VP&(?,LFO FheR
. . > kN - . n . v o, . foncd by vV oo
(LeiD) MK = E(Y,?,M FRE XA = FR & A +§7‘*ng Zavedeni setrvacné sily T=-MX umoiiuje
=4

zobecnit princip virtualni prace ze statiky.

M= Q)JO%(M\M-...N\%N) g*@:,ﬁ\= 0 VheR

F(x 2 ) +Z7‘*v¥ IMX —0 <« podminka Rovnici opét prenasobime g3 = JRT+3R¥
| ovrovingsl ke STy =0 ke 5% phomg (947
viigténe sl\lg vazbové sily seTvvac né sily
(akeni ) (reakéni)
(F-MR)-o%" +Z7(*V¥ OXT + (- MRV-ox +[( - MeY +Z7(*V4 ] s%=0 Virtualni prace efektivnichssil
e~ = “"\'\“—/ NSRT TS
efektivni sily o ~0 =0 volbou Ay SA,x(xx 4 =(Frxd-MY)-X

d'Alembertiv princip (1743)
- - Pohyb mechanické soustavy se déje v dynamické rovnovaze
- - )8V = > 3N
5A" =(F-MX)-8X =0 yReR efektivnichsil 1. ). fak, e virfualni prace efektivnich sil

&(fy/i) =0 Vheh 5§’V¥xz =0 je v kaidém okamiiku rovna nule §A4(§U—\.§(M.§(L\,ﬂ =0,

Pozn: vihoda—neni treba pracovat se silami idealnich holonomnich vazeb napv. driicich pohromadé fuhe
téleso slozené 2 N hm. bodi: posunuti jsou pouze translace a rotace  Xu=R+R, kel § ;w=§E+§£XR*

Jsou nezavislé

5AY = S (E-m k)R, = 2 (- m M8t sB = | 2 B-m |87+ [ 2 RalB-m R0 [ 96 =0

- R e I 1%
Yo = N, - Y - N o N LN “Y 2>
O=2%-mX=F-B 0=2X Ko (B %) - x| 2B -, )= 2R ( > RuxmR,) =N-L



Pohybové rovnice (LR1D) pro neholonomni soustavu s vazbami linedrné zavislgmi na rychlostech

vazby: v—holonomnich (nezavislgch) p—neholonomnich (nezavislgch)
&(X,APO Yheft MVX«,.--,VJHPH Ea,, KDk e L&Zh=0 ¥lef  A=lay) mafice Typu fxdN
RS

o=6!h=g?§x;=vjl-5§ LN. ¥%eMby A 'M:M,A -0 b R(AGAY=4 ¥XeMin¥L
\ L AGHAELEH AL =0 < Rdh=dX | dl=0 dX~5%

d A\embaiv’(uv princip AGAST=0 %Zﬂ'a,,‘.(i’.méxi -0 Hep
BAy = 2(F-mik)-8x = (F-MR)}8%-0 w) ~

. ~ L ) 7 N 3K e Ty MA n Kere AGA) = Kase BERA
’{L‘(X’M-o WQW.}( VOxeR V{"‘&:OB BK,A matice (repixdN hodnosti wes

s ST I = S8 = ——
A(X’M?*-L(X'M 0 AsR=0 A=3N-1 BUNO: reqularni matice Typu (reAVx(ref)
Metoda Lagrangeovich multiplikatori: (Pasees P, e 44) g% g% . g% /6)(4 é

‘ C v T . v — 4 .A- 4 .SN S
MisTo vyjadieni zavislich posunuti slozek nactavime fak : : ; : ;
Sx. pomoci A= nezavislgch z podminek (2) b ?_:L: .. % % SX.

a . . . v , a % aX4 BXA-4M BX3N A 4 —- O
a Jelich dosazeni do rovnice (1) prenasobime B+ Quargrt = Qi | | g
rovhnice (2) Lagrangeovgmi mulfiplikatory by : : : 2

Ot 77 OupAoptt - - Oupan : 3
a pricteme k rovnici (1) a nastavime N F N~ furkoe L) \ &
fak abychom vynulovali koeficienty u zavistych # ! " Xy
5 (‘F;&, . ,,-F,:{M, ;E,:i)

X; A, — +~4 X;

3N n A U
0515 -mi S+ o, )on =24(5 R ZH, o, + 5 mi Sn e 2 w0, )y
\_/v_,___/w‘)

\_,—\,__r
&%, kg MEJSOU mezaws\e 07 & 8%,y 3hyy JSOU mezavus\e 07 vynulujeme volbou N, a e

A 3N ~
Pohybove vovnice:  mj; =E+§M%& * 2 0y, ViedN ‘@mho YheR 2oy RO+ LA =0 ¥lef
=4 " L:

v .. - 3” . ’ ’ .
Véta o energii: //)‘; /‘Z‘ ( cTL 5{‘— X 5{1*— pro komzzvvahvm sily EX‘——?;)\) i = éﬁiﬂ
"."F“"% 8£.+‘Zf', . => _&_\Izﬁé_nn%_ﬁ ,Q, => X\ R71
XX, = B 1=47l*"8)(,; X = & L B % dAd A Ef AL & e ; 9L élj
0dvozeni LR2D pro holonomni soustavu: X, =X, (§.4) 5X,; =3%; = %;5%
_ ax 3N A A ax ) o )
0= SA,{ Z(F IW\X = Z‘bZA [i d\L(bx >]a€' 6% & a"[ a% QA/i % )3%]5?/ Jsou V\eza\/léi
_goreX_a aroky ot d o 4 & (aTaky , ar(2% 4 (87,37 |50
gaz’[ 239 ol (ai;a%) X, d/i(a%)]&z' & q[ag ,{_(ax a%) 'ex(a%ﬂ&l’ Z [Og dL(B%)*.@%] P
CII T 'E‘)T 'ne?) hew), 3N d ax = mnesy_ 2V 3)& ay B’x‘ Q_Qi B_I)ZA' =
o\A(a%) =Q Vil Q=0 *Qw=0( 5% 5(5%)] 677‘: O™ o% 09, di&ax 89) ox A-cu.( a%—\
A=3N-r A A N N
CZ ol aL (ner) ‘O(hm o 3& o ok (BX\ & &auaax ) Qi "~ 3_LL & (g—u'\
S (9L )L 9 = () A& s DX 39; B% AAld AL \3XK; ] dA '
(a%) 3, 025 [=7-0 % % ¥ gy %

Pozn: ZaménnosT variace a derivace & (.Sx) = ——(x %)= X-X=6X = é(dx) platiipro funkee & 5{ 5%

predpokladame, 3¢ variace x je difevemcovafe\mou ﬂmkm ¢asu, pripadné formalné definujeme jak pisobi operator ¢ casove olewvace

Jourdaintv princip A av . Jourdainovy variace
= ad L~ X ) .
0= &30y = F SrlimBdon - SlE-migsy, | ZEMIBR=0) 510 5,0
2volime ‘o
Gausstv princip ad 3N . <. Gaussovy variace
0 =2 qilE-mK) 3k, + 2 (F~ E-mX) O%, = ~ .
£ 1{fmi) +Z MK | Z(EmAYIE 0| 3 -0 8x,=0 3,%=0

zvolime ™ o'



Ustredni rovnice Lagrangeova — jing tvar d* Alembertova principu

0-3hy = = 2(F-m)8x, = 5 3k - Z ik In= EA—M(zmxax\w(zmx) 3A-dL(3x3x\)+§T

Cenriorice aional | BE T
Kdx, = S (k) % 750 - L (e kdh; = S (K %) - 4 35 §T+3A=%z(2§6x)
v obecnieh souradnicich: X=§(i(6,',/1) 5x;=5'7\~;=2—%5% ?(z}‘,a';,M:T(?(?;.a‘,,m) — =
%};M‘ 2;3@% %= g;aa);c %= t; 39,  SA=Fox= a):ia% Q;39,=8h 5T+5A=ﬂ(5§«'%)

5A= Q" 09, +Q) "3, = 0" og;+ (57 (5@) a?y) 7=0)" 99+ %r(ac;, )~ a%g?} ‘S‘Y 6" AA(%;J i)-30
&

hep) ( U) T hep) ‘)
3T-50 +0i™"5, = 3 ( T% 5‘};) SL +Q§ 39 =§;_{—§’~L%5%)

Pozn: diferencialni podet

Funkce privtstek funkce  linearni ¢ast privistku = diferencial funkce  derivace stacionarni bod
={( Y=L = A + 0%, AX) d GOA soh ! —éi=A(x\ ’\[—o
{:m—»ﬂl A{ X+AX gf(x) = At Ax+ Go(x, AX)AX { ALOAX = 4“ X i(*\qx 40&& =
&pvo[sxao J(x\-x Ax=Ax ‘
- = ARYe LR R) /(%) |
¥;IR“—>1R AJ=¥(X+AX\ {(XX ZA(x)Ax +u(x AX)-\a%| 4 =AAX = ?; & ldigg éf al 3% 0
¢pvo 1A%1>0 vY-d3 ? Az‘i“axfb.x{:;f; ¥jen

pokud existuje, pakdz 4(“ £d)

EtQ

Variaéni podet  body — krivky  funkce — funkcionaly
Krivka (t¥idy relN,) je spojite zobrazeni ¢:a,hyeR >R (T¥idy " 1j. ma spojité derivace do radu n).
C"¢aky mn. véech kiivek tridy r tvori vektorovg prostor dim  +® =B S =F- P

= f x) M kt : ‘
s normu i) nou (), [Ponl, .. o] I kerd oznadime (Yo.by IM’ - e d b

WA G = Pd
: . . i o d
;((6‘?3-5(3%)

Cpméaty =1¢eC’ 4“»’*7lcf’(”~\=A A ¢8)=RY mn. kiivek 2 A do B A

.4 an , . . . . N .
(Clamtaty, =, Ciydoty) normovang afinni prostor s xax B

Bud (e Cuaa > pak pro lib. el oy nazgvame 8¢ =-¢ e Cpoo k> variaci kiivky % s pevngmi konci,
C'<ats> C ol s volngmi konci.

Funkcional je zobrazeni 2z prostoru (napr. vekforového) do redlnych Gisel.

Funkcional 1:C%%> =R je spojify na kiivee ¢ pokud ¥&>0 33>0 Ve Cio by 13-91<3 = 1@ -1l<E

Funkciondl T:("¢,&> =R je diferencovatelny na kiivee @ pokud existuje spojity linearni funkcional
fim, 1G9 -106) - 8[80] _

$ :ER@,,% —[R (nazgvang variace I na kiivee Pznaceny OI(®))tak, se plafi
) I1551>0 Il Sl

1. AT =T+ 39\ -1(6V =  [3]+ 0%, 59)- U3¢
——
linearni sast piiristeu ST@[sE] & Fro 18F1>0 56
A AN
Pozn: existuje—li variace, lze ji najit takto fzeZ"a.,L) I©)=T(%+£m) VeEeR 51(‘(’)[6‘?] =

= Lo A(164£7) -169) = fm‘ @Le7]+ woleeqlienl) = fm(ém+Agn(e)m(<ee7)-n7u)=<§m=8Imm

£=0 £->=0

di‘.

Funkcional T:("%, &> =R ma na kiivee § - stacionarni hodnotu (¢ je extremalou) pokud 31@=0
— maximum (minimum) pokud 33>0 ¥¢e( @ > 1@-%1<d = Tl = T@) (Tl < T@)



Zakladni lemma variaéniho poétu: Bud ge Ccoky pokud Yh e Cpyéaty plati S%m}{m dx =0 pak g=0 Yxeda by,
— % +0

Dk. sporem "ﬁ—*/ N\, W Dale specialni pripad funkcionalu:
[« 8 X

Bud F: R®—=® tridy C* pak funkcional J:Cad->R, I

)= SF(X\‘-{’(X\.(P\(X)) dx je diferencovatelng na €'¢a )

-
=

SIREe = 55, Teee39) = § ] Fin-ssear-ese)dx = § Soeenldp SGaIae dx =

&
%Eacf dx(gg“w) dx(_a_g) ¥ dx S[aCf dx acp\ﬂa?dx*' \5?1}

8Fax =85Fdx =

Krivka ¢e C,;\‘Ego,ﬂs)je exfremalou funkcionalu J

d oF _
& (x, Q) P(x) — I (x W) =0 | ¥xeda b

2 obecnéni: Eulerova rovnice pro funkcional J Gr=A
&.lodpcR=Re c}?(a\ B(=B ODR 2.vadu s okrajovgmi podminkami () =B
FRPSREC 3G Snx,cfmcem)dx SIE=0 n 8%er=0=5% & %k 3-S5 Eh)=0 Wrctals

Te—li @ minimala (maximala) funkcionalu 3

pak §'3@) =0 (£0)a mafice (BE je PSD (NSD)
Casiano> (0) o¢; @‘f’;)

« Integrélni principy —jsou globalni, vysetiuji Trajektorii v intervalu <t1,12> jako celek
—jdou zobecnit na nemechanické ulohy (elmag. pole, kvantova mechanika)
Fermativ princip (1662) — svétlo se 2 bodu A do bodu B ¢ivi po *Casové" nejkratéi draze T). po draze

ktera extremalizuje funkcional 8 F B &
2\ = _(d2_4 1
index lomu m =m(R) rychlost svétla ¢ T(x\ - 3;001 SA I CSAM(XMI C§M(@(X)) !g«(x)l dx
al _

—i i, BrachisTochrona (Johann Bernoulli 1696) T('?Pid"i—i\ S xz‘;’\;dx S v " dx

Maupertuis (1744 ) hypotéza: Kaidy dé) v privode probiha fak, e urdita velicina (fzv. akee) je rmvnma\m

Princiv | _ | agrange (110) pro konzervativai soustavy E Ty, 0/)*0(9\ 5% SZ’M-
ne) mensi N(?)"I Q' %[h :4
akee — Hamilton (1834) pro nekonzervativni soustavy TEEA i
2= G- {7-vai
A Ty _'_3 ( ? ]
2 ustiedni voe. Lagrangeovy odvodime Hamilfoniv princip 8,0 °F® 9 +

budeme predpokladat, e virtualni posunuti jsou diferencovatelné funkce asu 6c“;=5<7( eC;M(,L L)y tvori
fedy variace kiivky gh eC LAY As aL

SyLda+ Y= (sL+d ™5\ dA= oL sq\dL = 5 =0
s pevngmi konci 5(7,(,1‘\:0:52;(12) §Ld Sd 5%(“- S & g o(,i( 89, 7&) [ ]

Hamiltoniv princip:  Pohyb holonomni soustavy s potencialnimi silami v

casovem intervalu {A,A4,> se déje po kiivce EF(M(TvajekTovii) na kferé akce

SEwl=§ LGmGm A
Ay

nabyva stacionarni hodnoty vzhledem k (izochronnim §A=0) variacim s pevngmi konci 60('(@—_0:52?(,&,\,

o (aL\_aL Eulerovy—Lagrangeovy rce. pro funkcional
3SIgwil= 0/\3?“)‘ =0 @ [d/l aé() ao,] 0 Yied 4—Lagrangeovyroe.p S

1'\ - =S

(G, §eb,4) 0.D.R.2. Fadu pro g4) = PO
s okrajovgmi podminkami $U=Q4 Gih)=Qy

* Akce je funkcional S: C(Q‘,Q\UMA§ R a nebot (ao(aq) je PD, je trajekforie zpravidla jeji minimala.
()

«Hamiltontv princip nezavisi na volbé obecnich souradnic = LR2D maji stejng tvar ve véech obecnich s.

7~ > A Ay N
L=L+ %%\_&Al Q= §1ch,1= SJ}-M + [hGuA -AGunh)] =S +K > 8535

« Lze zobecnit mimo mechaniku — pofieba najit prislusnou liagvamgeovu funkei (pomoci principt symetrie)

+ Nejednoznacnost Lagrangianu



Routhova funkce —vylouceni cyklické souradnice Q

aL aL —s—;

V\@Ch“” |—= L(?xixQ,L“ aQ ) P——_ ?1 IQ
, A faL| s

do zbyljch A rovnic a(a—".\‘a%

2z Routhovy funkce R(ZF,%F}A) =L - PQ = L(?ﬁ/,

L) =l (vovnice pro Q)

|L| B4, 3(1Q|é|R;bn$|

= 0=0@F.4,R4)

=0 ¥4eX dosadime za QaQ tyto rovnice pro nezname 3, 7, a}, lze ziskat

(?(f?,%l?/i A - PQor,cy,P,/i)

kfera prevezme roli Lagrangeovy funkce pro novg systém o astupnich volnosti

d (3R

_( aR_d
a4\9g,

28
a?c dal

29

oL

(aq PaQ

\ 7) (a«;‘ -P }o(,i(

Jacobiho princip — pro konzervativni soustavy (skl

P=7T@ kg, UG

/ substifuce:zména parametrizace

T jePD. kvadraticka

Jt 2 - -
S=§ LG, gn) dd A=Ay G)= 7, (Act)
1,

oA =A'dr 3= 7,,1

oL .3l a0 _
800 2Q 9%,

/=

(nekdy R=PQ-T)
PaQ oL

"-"74\’ t PQ%) [‘S‘L‘ - a"*}a 0§52

eronomni holonomni vazby a konzervativni sily)

oL
oA

oL aLaQ
99, aQaq

£

Fovmavé"v =0 > E= 40/,‘ L=T+U=koul

[ "novy" variacni princip pro A+ 4
S L(§, kPivek g, Ay s funkei

T

N(@J

) e

E;B,‘,A‘): L(z},"‘gf’/i—:“_‘ kde cas 4
_ L) _ _OLp, =8 _Q‘in_ /i’+L= _oL v =-pd L=-F je cyklickou souradnici, kterou
f=or "ok 8%( A ) O« ot vyloudime pomoci Routhovy funkce
R= LA A = (L-p) = (LoD = fgh = (LB = (F-0-T=0)A = 9T
8

T, k0
S, = {RdT = Jhgudde

e

§4kd%=§m:d'c =§$ﬁ?ﬁ? A = S\S' 2E-U@) VT, @ged, L dx =

@
'\I (0,30( % ar = SFE‘U(?\)'\I (q) do(‘d%
\_,-—-v_—ﬁz‘

T
SFE'U(%W T4l 4L dx = S\i—(r_—um,s)
F3.3)

element délky dal v vonf. pr.

?d“d?
s mefrickgm ’(emovemTa(a()

Tacobiho princip: Konzervativni soustava se mezi konfiguracemi §,8, pohybuje po kiivoe na které

zkracena akce

S, [3x1] -S\r(E—U(O,)\I T4, 4% =

oF _ d
B% T at 3‘}) 0 'V)éA

Sasovou parametrizaci trajektorie lze ziskat
pomoci integralu pohybu E=T+U = 4

Pozn. 2 Eulerovich rovnic

Pr.tvar trajektorie sikmého vrhu L=%m\(k’+if)°m%% U =mgy T=%U‘)"3)(";

’3:'3(”=?

S, = 3\52(\‘;‘ map) Y Y (dx) +M\(o\*&\

pavameTvnzace W= dy=Hdx

y * (ij T= X)
Eulerova rce.
, OF . E_
G-Ffag T i(F— 3’8 )-
2\ aa
=iy 4*2\‘"9‘@@
CA:._@— = g __, K-~ z Cl =

0}

;Q.LL/:

d
SJ:B—J_’; —5—-—-2 KI&C +_L = (x- C,\ -4(‘.4
K-4-&

nabgva stacionarni hodnoty vzhledem

ATV VA

k variacim s pevngmi konci 3g(t,,)=0.

> G- cy(ﬂ ziskame pouze tvar Trajektorie (Tneni cas)

A40(5L”=§ _Ti‘i‘_?i‘i;‘_dPi LPEg 4o
5 12(E-U@) ¥, 12(E-V@))
N EeTeoohet
- [TE g Tt = By V0 el
koms’r Fo)
35 5(&)-0 protoze 3=0 pieide ns
é’,;z g;'ﬁ“ o (’a“ g»; 4 & ag) '3[2; 4L a»&n

5 )



v . , .
Resr"e\ ne MOdehd» meCha V“klé Pokud sily ktergmi na sebe Tyto body plsobi nezavisi na
1) PYOb\ém dVOH _‘,é\es - i?o‘ovamé SOMS‘\'ava d\/OU hmo‘tchh bOdC{ rychlostech, pak 2 omezeni danich Galileiho principem

velativity plyne, e tyto sily jsou konzervativni.
Izolovanou soustavu dvou Téles jejichi vzajemné silové plsobeni nezavisi na ruchlostech a spliuje
3. Newtontv zékom mizeme popsat Lagrangeovou funkei:

L(thhx‘, X,) 2 m X4 7 fm,)L(;z - U( lil- le) IV]Jf@QVa\% POhl{,bM

aL ,/ 2
P—(N'\,,X “"W‘zxz) MR BA_O = E= 2IMX, 2”“1X1+U(|X X‘)
— MAXA'N\;Xz _ Sl{,meﬂie —5{\ - 3(" +£a = ->= m KN . £
R= ™ -1y M= g Teovém  jean “ P= m X« m.X,
- = . - - = — T e 3 =
R=x P o Yot /Sdi > R {Ti«-ﬁ Noetherove X2 = 8wk, = L = Xt X+ Xoxm,X,
o Al e e
Prejdeme k souradnicim X, X, — BRR m Re=M (”"4X4* my X, P/i)
= X, +m X, =~ R R ANE rovnomerng primocary pohyb
R= _,y_n;"/;'n’,z__ (=R~ M ™2 f’ hmotného stiedu
7 =X,-X X =B- T Celkem 10 nezavislgch integralt pohybu
2 M
= : 2 Nt =3 > > = A |
LRAER) = £m (Re™R) e Lo R-TDR) - UGR) = £ MB" + 7 Z™R* - UIRD  Pohybove rovnice
—— Y
redukovana hmotnost g MR =0
. y . 2 oL _ = A R=-%
Cyklické souradnice ﬁ P= g =MR Konstanfa (lze vypustif) t" an
Routhova funkce ~ _¢ _ 838 _ AP 4,22 P 4P 4 a
’ ’ L=L=-RP=gm* qWT U -q=-7m* 7 - UR)
2) Pohyb Eastice ve sféricky symetrickém potencialovém poli
L(#® %) = %t&ﬁn- U(I1) Integraly pohybu BA‘.- o=>E= N:za* U(I5)

prejdeme k sférickgm souradnicim pro kferé iK'= ‘5(2\)1. > = nxtkn = Kend.

osaz mirivesméru L pak @=3 §=0 Te300) Ry =l =0
pohyb probiha v roviné
jdouci pocatkem a kolme k T

t = g_é)\(ﬁh 78 + eantd @) - Un) = :71“1 (> *1*4p*) = Olr)

2
Cyklicka souradnice ¢ g; 0 > 4= (mce =l ={=Konal = ‘r-eﬁz @<L\=j-t5;clk+<c,

Routhova funkce efektivni potencial

~ N . 2 2 .
L= L_cf’fl‘r p(n » gn.,) U(rc)-—L = ——p-n ——'Q—-U(n)=—gm U,#(rt) U,g()thU()z\*r————féu_(t

2

3) Pohyb konzervativni soustavy s jednim stupném volnosti

Ligg) = 2THF -Ug) rfegral pohbu =20 = E=Trl = $Tepd? + U) = kenad

UDN  Pomgo o mosd poue fam, ke Ulg) &
) 2.(E-Uts) 5 (i/ + T2(E- ) ¥ Pohyb je moing pouze tam, kde U(?) E

T T : Pocateéni podminky q,,E
2naménko urcuje smer pohybu Fim‘mipomb/

=T ¢ }3 CELN ~

2(E- U(Q/“ po\‘ewcta\ova

Jama

Infinitni pohyb

Im

. pof. !

. val
+ ) = (T reseni zapsané pomoci infegralu 9, N_ % g, 9
xA EJZ(E—U(';\\ dq'-\-A, fz2v. regeni v kvadraturach ,'\ /
Body obratu U(?ﬂ =k
Pozn. reseni puvodniho problému dvou téles zavisi celkem na 12 integradnich konstantach, které jsme
poutiliv tomto povadi B R | e (8,6,0),%; E, A,




Resitelné modely mechaniky

1) Problém dvou téles - izolovana soustava dvou hmotngch bodi
Budeme—li predpokladat, 3e sily kterimi na sebe tyto body plisobi nezavisi na jejich rychlostech, pak
2 omezeni dangeh Galieiho principem relativity plyne, ze tyfo sily jsou konzervativni

Galileiho princip relafivity—vyiaduje invarianci pohybovich rovnic vzhledem k grupé Galielino transforaci
Galileiho transformace [feR ¥X,<R $eSOM

a% _d o= 30 R ,o_cdk al .o
N N v n(ﬁsx VA*&\-‘-S%*V“‘ 5;@% \
AzA-A, A=A+, 12 2 T

BN o . diX _ g &%
X=8(X-VA-X) X=8X +VA+X, as ar
Pohybové rovnice
my X FaKu X )  oR=42 — 51(‘ =$E ii 5 |8
mF= B EAD = AL $’E,ti o) = Bp (SRR, S VUK, 4D
Invariance — rovnice se pri transtormaci nema ménit

Symetrie vici V880 ¥V, € R ¥R

(pouze pribydou vinky u proménngeh) Galileiho transformaci

Protoie sily nezavisi na rychlostech stadi vait
a) Translace v Case

$=14 %=0

V=0

E‘;(iy'iﬁ‘,&\=r“’(§“"ibl/{‘+/(-) V/LQR = Eﬁz E/&(i KA)

b) Translace v prostoru

EP(S(’MYB\ = E’L(?‘;Y‘,}(‘B-K) ¥X.eR® Prejdeme k novim souradnicim
$=1 Ro= K Xa 0 o
B t% % Gy )= (R -2%,) YRER® > G=0lfup) 2 Fp= hpflun)= EplRi o)
c) Rotace
X=0

$TI:_;(F:LB I:-';,;( Rap) Y $€S0(3) ]EA(“NQI = ISEA (RN =IF EalST)  ¥#8650(3)

velikosT sily tedy nezavisi na sméru i ple pouze na velikosti R, IF @l = %A(\ﬁ%\)

’—io,p P ak $(<(’) ﬁwﬁ = ﬁap = g(‘f) ﬁwp vqo

oznacme $(¢)€ SG(3) matici rotace o uhel ¢ kolem osy
rozlozime silu f do sméru W@ sméru kolmého na  R,gak

k3= LR = SO, (SeRa) = SeEaF = a8 iRup* LB@F = 0Ry-L 8017
AU-S@V=0 V¢ = k=0 = E @ =afty = *{,

(|mp‘)ri je izotropni (nezavisi na sméru) a
Real centralni (mivi ve sméru spojnice)
Centralni izotropni sily F®) =£(n\ﬁ' jsou potencialni

(o P, = Bh(R) _

g& 2x; “‘& éi{ﬂ!‘ E -1—)(& + {(w.\ 8‘)&) = 5,51 ((’(u\ %la')(& +£‘“)§d") =

= JU=Uln)
F() = - 9ed Uin) = - ﬁ(ﬁs=-%‘;—""«-m \g’;--l)(u\x* 2 Upp (o= 7 o)
__awe(m) \ Mg \ Map _ 89,000
B i e LR

3. Newtoniv zakon

.F‘:,;(Rw“\ =- EM(?LM\ = d%(nap\ = M,(Tlaw‘ = U&p(“&p’ = Unm(n\*ﬂ\

Pozn.Pro jednocasticovi sustem plyne 2 Galileovské invariance pohgbovich rovnic nulovost sily

Pohybove rovnice musi byt invariantni viaéi Galielino transformacem pouze pokud popisuji
izolovanou mechanickou soustavu.



Izolovanou soustavu dvou féles jejchi vzajemné silové pusobeni nezavisi na rychlostech a spliuje 3.NZ

mizeme popsat Lagrangeovou funkei:

L(?,,X,j(;,);(’,) = %nn,zl-"ziﬂni)zz- UK~ X,l) Integraly pohybu
2 aL — _4 22 4 2»2 >
P = (w3, +m,%,) = MR 31 =0 @ E=FmX +Fm,X, +UUX~-X,)
= _ m\ﬁ*rmp(, _ S%mleVie -)z\ - 3(" +£a = 8- m = . %
R - ey M—m‘+m2 Teorém A=A2 * “ P o ¥
B - P = Noetherovée X = I =1 =% VY g
= % =¥¢MA /Sdi > R='5‘A*R° xi S(E)XA L j«"mfxl.'- zxm"zxz
Prejdeme k souradnicim X, X, — -ﬁ,ﬁ m R.= Ff(”'bxﬁ‘ my Xy~ P/i)
= X +mXs =~ i RYNNG rovnomerng primocary pohyb
R= ;m:wm: =R+ l"; ™ f’ hmotného stredu
7 =X,-X X =B- T Celkem 10 nezavislich integralti pohybu
2 M
= = > = , .
t(ﬁﬁ,ﬁﬁ) = %M(ﬁ*—%ﬁ)z*-%m,()?-%‘ ) - UliR) = 7 MR +" mrjlm, m2-Ulr)  Pohybove rovnice
[ —
redukovana hmotnost @ MR = 08u
o y . =2 oL _ = . =
Cq,k\lcke souradnice ﬁ P= g =MR Konstanta (lze kus’ﬁ’f) t‘“ 3)1
Routhova funkce ~ _ ¢ _ B8 _ AP 4,3 PP 4 a
L=L-RP =33 2P -UlR) -g =-7m*7 K- UIR)
2) Pohyb 8astice ve sféricky symetrickém potencidlovém poli
L(%,72) = 4p2"- UOR) Tuteqrily pohgou  of =0 = E=4pit"+ U(R)
prejdeme k sférickym souradnicim pro které R]'= 3(2\’1 > L= ru.tm = Kewnd.
0sa z mivi ve sméru | pak Q:lzr- 0=0 Te50(3) -L —R‘-L,; =0

pohyb probiha v roviné

N . Ak L an oot _ 4 . i\ _ —
L= %@(nu“ze +eant® ¢7) - Ul = 7 (2= 6%) = U jdouci pocatkem a kolme k |

Cyklicka souradnice ¢ g; O = fe=3 oL —ékfl b =Ly=f=Konal = ‘f—égz Qb = SM“M‘ ¢
Routhova funkce Efektivni potencial

~._A_ p, fz _fz - .2 2 2 _ [L
L=L-%pe = 7 (R w) Olr) ™ %PLR ﬁk‘— Ul = 5t U,{(rt) U,g()l\-U(x\*- 205

3) Pohyb konzervativni soustavy s jednim stupném volnosti
Ql:-o = E=T+U>=

. 4 . , . _
L(“yﬂ/\ = IT(:;,\(V -UGg) Infegral pohybu i —- (PC‘,"-\- U(g) = kemad
o _ 2.(E-U(9) 5 q/ + [2(E- D) U(?) Pohyb je moing pouze tam, kde U(?) <FE

T /L T \ Pocateéni podminky 4, E
2naménko urcuje smer pohybu Fim’mipohqb/ Infinitni pohyb
=164 |f4l CEIN 40
Q(E'U(qf\) poTemcta\ova P opot,
Jama val

reéeni zapsané pomoci infegralu
f2v. vegeni v kvadraturach

Q[, \/ (}z
,%oolq, obratu U(?A =E

[ = 'T(p N 3
24 j Qz(e—u(;\\ dy 4. f \ ’

Pozn. vegeni puvodniho problému dvou téles zavisi celkem na 12 infegraénich konstantach, které jsme
pouzili v fomfo poradi p‘,‘ﬁo,’ Ce(0,6,0),%,; E, A



HaVYIiHOVN:(V fovma\izmus (pro holonomni soustavy a pofencialni sily v obecnich souradnicich)

Pozn: Kanonicky Tvar obyéejnych diferencialnich rovnic %1 =§%?£ =¥,;(x,zﬁ...,gb) Yieh

aL_ ¢ oL d |_ _dL _ R . )\
LR2D a%ath 93 69, a? 9’ E)Aac' a% =0 Yier %____ ’Uj; ’V‘SEA
5 aL _ 3L _3dL
N3 \Lq "-‘& (8L (“-A)AL[ Se. " 3155 5959 IU]/ Ve
Tinak bl L= (aa,ba«;\‘ Ka% )\;O $ A3y 395%% a
_d (aL)\ 3L _, oL, i - i
0= deacy\ LaF t} = 36,7 TGN — = %(“/ £ Vieh /; ilz;:i. ;Zdu
i 4‘4 N N
4“ ? GFa10 N Vieh 2.5 0DR 1. Vadu

Prejdeme pomoci fce. L od nezavisljch proménnich (ﬁiﬁ,,/i) L (g, 4»,A k novgm nezavislym promeénnim
. : . v R v v €« o ‘v R
a najdeme funkei H, ktera zprostredkuje prechod zpét H a pomoci ni zapiéeme rovnice.

Legendreova dualni transformace g:IP\-*IR 4=<{(x) (konvexni) {?xpo ¥xeR &
(1\:4\3“-%(4\\

£ "_ oﬂ _ I inverzni _ d _7
K4 TEF o -—:{(x\ funkce { ka e }+ ’ 4} D(’J(x\}
Lorx £R=330=9  qfulezx o df==Xd }
/fl ATSFA &_% g L { M o crz' ke F 400 = [4'.‘3(#\}
Y el Ai)" =
dlfzg) =df tdg=pdxrxdp=d(pr) = {£g=pxskonst. O |
) P e 0 x
4p) = = (43 Iop) Jo=Jop) it LH
J(K)’- i(ﬂx -T-g(X\ g(x\= %(i(xﬁ fra msfovmace

- -7 4.2 7
Legendreova transformace Lagrangeovy funkce @ f L x y 5 5. {1 3*»H
IL_
dnk.( ._an#O

00,99, .
% L\\hessném

1) Obecna hybnost ,;;. = % 6;,27,/1.) = C}/‘.=§;(5;,Z,M |z pokud dek

a%\

e ~on a R D Nt (> R
2) Hamiltonova funkce H(G{” A % 4‘80/8 - = E(?,CP(%%,,{),A) ke [_(0,,4\,/() = L(%%(M,A),,{_)

™ obecna energie v proménnieh (@,K,4)
3) Hamiltonovy kanonické rovnice (kanonicky fvar LR2D)

I gt ok @ A0 FG50=HG Fe5.0.0 “Eqe
* | obecné hybnosti - 3L _a ( /\) 34\1 H 84\* aH _oH a_/é —-oH

Yieh ’f Y az} "‘a% ?% 99 ?% 9% afa 67 9.

T. . 9H ma dynamickg obsah, _aji a ‘a,'\-___a_l;_al_a/}- _aL l_@_ﬂ_____ﬁ_]—_______l
s | =~ B oo o= stk D=p-sr 345k 3 1815054000

P¥. Konzervativni soustava (konzervativni sily a skleronomni vazby): L(@‘,?‘,"}_) =%T§*@)%%— U(?,)
obecna energie [ =4 —T*(t;,)?dﬁh U(ty) T=('I;i(¢)) symetricka pozitivné definitni matice
obecna mbmos‘f
= =71 . .'i_ ¢ L= ..A_- ; : _ hy =~
4‘"8?; T %t 7% ™ T (T Tdy) = Tadn /(T Y = =T ) b9

Hamilfonova funkce

H=IA—5 (T ),JT etk 4‘1+U(QY) 3‘ B"'f";‘ﬂ V) = 4 (T")*a’f‘ 4\3-\-\)(3/)



Konfiguraéni prostor M — polohy systému, dimM=A  souradnice ((1/,, v )
Fazovg prosfor I = sfavy systemu, dimM =24  souvadnice Gy, G, fopreers o)

Pozn. hybnost "klasicka® (kineticka) /_p?‘:m\}(' vekfor X hybnost obecna (kanonicka) A, =a—;}' kovektor
Pozn. Geometrie teéng prostor dualni vektorovy
Rychlostni fazovg prostor kMv bodéq aL prostor kTyM Fazovy prostor
(tecny bandl) M = 3¢t M (koteénd bandl)
TM= UT'}M Legendreova -l'?M M=T*M-= UT M
T Tvamsfovmace yem 7
Lagrangeova funkce Hamilfonova funkce
L: TMxR —R §'= % H: M«R—R
Hamiltonovy rovnice (dynamicky systém na fazovém prosfom) Vektoroveé pole (hamiltonovské)
. _9H = oH
94‘=-ax; V ) d?‘—a4‘ d.A- C}(A."’dl\ ?(A— + dA» afﬂ _a—\;‘_i __a_'_i-a—_
] a a .
Ry -8 (L+d k)= m-aH dA o 2% Onlfs
4“ - 39;; 4l d/L 4 4\ bazicke vekTom tedneho
Taylor do. vaolu vdt => numerické veseni prostoru k fazovému

. S , ‘ : - prostorul™v danem bodé
Fazova trajektorie —je reseni Hamiltonovich rovnic (6”((/1),/#(,{_\)

—je uréena jednoznaéné pocatecnimi podminkami q:(O):‘_ﬁii;(M £,

—kazdym bodem [T prochazi pravé jedna fazova trajekforie

—je integralni kiivka pole X, parametrizovana casem 1. jeji fecng vekfor v kaidem bodé (%Z)je @5
Pozn. Hamiltonian H (vesp.pole X,,) je generatorem casového vivoje=Toku vektorového pole X,

Fazovg portrét — obraz na kferém jsou fazové trajekforie pro véechny podatedni podminky

(zobrazuje tzv. hamilfonovsky tok — ok hamilfonovského vektorového pole Xu)

P¥. Harmonicky oscilator L(O(ay)"i"“"( 4&(,{ f= a? =g ﬁq,-_’& H(O( 4\\_ +%}?ﬁ
Hamiltonovy rovnice Fazova frajektorie Hamiltonovske _ (;@; \
. _OH _ ‘ . vekforové pole HTL L
g = a+ é .vesevu Ci‘,(/l) Aces F/f. B) s kg
. E 52 0vi ,
4‘=__?_ ’}2‘} q' =0 4\(1\__,r'l}z AN"\(‘I;A+B) azovy pi); V’i
Integral pohybu 2mE 1”/71 \5\%:‘ \}—;
L _ L a 2 a 2 _ -
3L=0 = E =Konst. = H =Konst. —%\1—%‘7‘—\3 ﬁ‘g*%\:: 4 R, A g
2 A\ 4

Poissonovy zavorky a Infegraly Pohybu

Funkce F=F(@g ,F A) na fazovém prostoru se nazgva infegralem pohybu (1.P.), pokud pro kaidou
fazovou ’fvajek’rovn (o((,ﬂ R existuje konstanfa ¢ e R Tak, Ze Fy (Gh), ’f‘m’i =C ¥A.

dF _ dF _oFaH _dFdH a
Fiby= =F@Ew,fd A =C &= = 0=3;~ §L,{ 3%07 4\ 4™ 5,00 5.9 " oL F {FHE“‘
-

Véfa Funkce F(g,K,A) Jeintegralem poh%bu pro o
systéms Hamnﬁomovou funkei H(a( ‘\‘ &= fFEHY+ Yo 0




Poissonova zavorka olifevemcovaTe\m}ch funkei F, G Pozn. §.,. 3 :CT(MxC(P) = C(P)
na fazovém prostoru { G’S z OF & _ AF 86 Vektorovy prostor hladkgch funkei na 0

— S e —

(09 %h 409, t). foi. tridy Cna I
Vlastnosti Poissonovich zavorek YF.G,E §,FeC (M plafi:

Linedrni algebra je vektorovy prostor V

1) aVlTiSWYIleVie {F, G‘j =- {G, F} = { F) F} =0 vybaveny bilinedrni operaci :VxV-V.
2) bilinearita  {¢F+,F.63=¢{F.GI+C,15,6Y ¥c.ceR Lieova algebra (C(M), £.,.1)

Jje linearni algebra je jiz operace je

3) Tacobiho identita {Eni-Fl»EB} ¥ {an{quF«- }} * {E)iﬁ.ﬁ}} =0 antisymetricka aspliuje Tacobino identitu.
4) Leibnitzovo pravidlo {E F, G} ={R,G}E +F-{},6} Poissonova algebra (Cw(P),{.,.S,')
5) devivace podle parametru aA. {F G = {Z‘)IL ) G’S {.F, FYA k Asociativni algebra je linedrni 7

algebra jejiz operace je asociativi,

6) fundamentalni Poissonovy zavorky {943 =0 =1 A3, {c}ﬁ.'f‘g}

Hamiltonovy rovnice q, {9, 13 ,ﬁ ={pHY Wie R —>0(“,{. Jsou’fzv kanonicky sdruiené proménné

Pozn. @ M. pozorovatelnim AR piivadi samosdruzené operatory A,B na Hilbertové prostoru stavii (kvadr. int. vinovich funkei MR A)),
jejichs (redlné) v/ashfn hodnoty odpovidaji méFitelngm hodnotam velisin, tak aby C={ABY = ikC = (A-B- E“;\) = [&,%__\
e =4y AN D C= { vk (princip korespondence ) A= %&r kvilivozméru (7.9)  gomutator
napr. X “"’X () = X Y o f&("r‘"&ﬁax"l" [x 4&1 Jca“ H“i”"’t AV (=-4) kvilisamosdruzenosti

Poissonova véta: Poissonova zavorka dvou integrali pohybu je opét infegralem pohybu. I.P. tvori
Lieovu algebru

Dk. F,F, jsouI.P.pro systém s Hamiltonovou funkei H v {F HY « My e
M.

MEES| - 1ir, B3, H) + 346 RY = HRRY M+ 1R 1 2512
={8F, B H- LR HY RS- SR.ERHY = HERLVHI+ {IHEL R+ HEHYLRY =0

Integraly pohybu snadno najdeme na zakladé proménngch které chybi v predpisu Hamiltonovy funkce
)das A H=H@E.{) 1) %- 0 = AH\ 1H,HY + BH =0 —> Hamiltonova funkce H=H(§£)= Konst.

2) cyklické souradnice % 1j. <9|;|r 0 = 4, = Konst, obdobné pro #; 1 H .y = q; = Konst.

34
Odvozeni Hamu\Tomovu,ch vovvnc 2 Hamiltonova prmcmu —variace krivek q(/i) v konfiguraénim prostoru

0=85= 5S“V39d4 53,4% H74AJdA.=£ G,5F: A3, Sa, - 3 8f)ol -

Pro .
5$(1\= 0 nezavisle proménné L Qc—}fz_(;é%_ - /;: 5%- = Pracujeme v proménnich g, c;, a a pii zapisu
' vislednieh rovnic pve)deme od g qvci ?{‘

i¢(4\=0 _S [( - )6‘} 1.(% )54‘ ]d,{ + [% 3? ]/1 azrusime fak siechy uf

" g}-‘- N , k,.\____, \ Variace 8§ a 84 nejsou navzdjen nezavisle
% y <ZLVP vzajemme =0 primym vjpoctem ~ ‘=@ co’ nevadi nebot koeficienty u 34 jsou nula.
0 nezavislé @ derivace pevneé konce

Modifikovanl} Hamiltoniv princip na fazovem prostoru — variace kiivek (g, f(h) ve fazovém prostoru

0-55- 53(4\ ‘} H@,i/ﬂ)d/i Eulerovy—Lagrangeovy rce. pro funkcional §(akci na fazovém pr.)

oF\ _aF _d _ ‘
Pro oy 0= 3il5s.] ~ 55 = Q) + 5o =4 >¢
S§(4)=0=35(4) Fg ’P’%\’r* M(a‘i ) 3% a% ’ '
P \-=X7 nezavislé proménne F _ s A _
64‘(4'4\_0 54"('{1\ 4\memi nutné (a'h) af& =0 8&3 ?L*- a ?’d’ 64»2! = (1/3 a'fd

V této formulaci zadiname s akei § nal” Variace éo,a 51. povaiujeme zanezavislé, stejné tak proménné a/,,ft kferé jiz nejsou svazany
definici obecné hybnosti, nibrs jen Hamiltonovgmivovnicemi. V fomto smyslu jiz maji obé sady Hamilfonovich rovnic dynamicky obsah.



anonické transformace : i
Kanon franstorm Pokud najdeme transformaci na

Pr. H=HFA 4, =- ﬂ =0 = f(=o0y Kanst. ktera zachova tvar Hamiltonovich
%% rovnic a prevede H na fci. nezavisejici

Vieh # WL = or(,{\ Sm(w/ﬂd.,{‘!'c;, na ¢ je uloha vyiesena v kvadraturach.

Pozn. Bodoveé fransformace %.:%.(Q),ﬁ ’7‘351’3‘ konfiguradniho pr.aufomaticky zachovavaji tvar LR2D.

Hledame transformace fazového prostoru Y, které zachovavaji Tvar Hamilfonovich rovnic

9.=9.(5,P4) ¥ied fiidy C* tak, aby ¥H=H@GEA)eC(M<R) E)K-K(Ei BAeC (P<R)

) d( y - : K
4 fak, Y lati = o
b =4:(8.54) invertibilni ’_7_‘*0 ak, e Y (g g) na T plati g, = a% = Q; 3P
Jacobian ,k = gH Pg __:_%5-
Hamilfonovy rovnice lze odvodit 2 modifikovaného Hamiltonova principu ¥ )
4
53 53(4\? -H)dL=0 5?(,1“) =0 = 54\(,{413 oba funkcionaly jsou definovany na stejném
Ay I prostoru krivek a maji—li popisovat stejnou ulohu,
1G240 50! 5{. nezavislé ) ) R o
1L FR9L, musi nabgvat stacionarni hodnoty na stejngch

85~ BS (PQ ~Kldi=0 éQM"\ 0= SP(IIM.) kiivkach (pouze popsangch jingmi souradnicemi)
A = o nastava v pripadech:
983 8,P4) 30, 0P nezavisle

o, $=15 7eR (&Oé—K)#(@?rH) Skalovani Q=g F}C')J—K=¢~v4.&f;é-K=7t(/p¢?;-H)

A0 EYER oy S A=y A K=pvH
by 5,=8+C CeR (vytvorwiei furkee) IF=F(Q,PAECT(MxR)  pdi-H = %OrK*fﬁE R

Transformace (1) pro kterou 3 F=F(5,15:A)€Cm(|_'x R) a INeR fak, e ¥HeC™(MR) IKeC(T<R)
spliujici ’/'l(,h(;:—H)=)§Qé- K+%ZF se nazgva 1. kanonicka, pokud A =4

(lze ziskat jako

/ 2. vozéivena kanonicka, pokud M #0,4 1.+ gkalovan)
FaED = f.dq. - B AQ+ (K-Hid A 3. uzsi kanonickd, pokud =4 ‘QI 0=3—Apa- (bez8asova)

predstavuje vovmosT dvou diferencialnich forem zapsanijch v riizngch proménnich
upravime bud' levou (=>vytvorujicifce. ) nebo pravou stranu (=>kriteria kanonidnosti)

Vytvoiujici funkce kanonické transformace — je funkce vytvorena z F prepisem (nebo Legendreovou fr. )
do takové sady proménnich, kdy V’deb je vidy jedna z paru kanonicky sdruzenjch proménngeh pr
ponechana velka (nova) a druha prevedena na malou (starou). Ctyvi zakladni druhy vytvorujicich fei:

® g;g; i @ vytvorujici fee. . druhu E=E(a?,6,/i) =F(6SA) kde P= ’)5 QA <=‘ ‘*0
—-Tﬁ-:l--—‘)-- O
ol 55:5% | dﬁ(ﬁ,Q,A)=4udo,‘-|>-cLQ.+(K—H\o\A g+ 350+l
RN E)l-_4 _ h\eolame litransformaci danou fei. Fy predstavuji tyto
® ?;:gli ® % VieR 6Q P VQGA vaamdeﬂmce;aﬁ !
--?,J--i-- +0 hledame—li vytvorujici fei. pro danou transformaci, je
o g_a‘:;: %—_E, ® K=H+él transformace Hamiltonianu tieba zapsat %’,"5 jako fce. ;,5 avesit parcialni dif . vce.
N . ~ A 2 om ok _ ok ok
@ R-RGPA=F@PORG=R-RY 0-RO<|Hro .~ 5p=Q K-H*5

CLF'-'d(Fz'%Qa):{«,dC} Pan*'(K’H)d.A VdF(a,,PM of\dq,‘ QJdP'F(K'H)d/{. LeqemdveovaTv.Fce.E
® REOD =F-pge Sheg Bep ORGAH=R-490RG =% TG



Kriteria kanoniénosti — nutne a postadujici podminky pro kanoviénost transformace: 4= qa_(ﬁ’]'\i‘,ﬁ

- 39, B 4‘1.:/!‘1(6\]3;/‘-)
-’ﬁgd?":_Pj an+(K'H)d~A =(f\£a_%; _Pa)an"'fl %‘d.P K_H /‘48% Ié-o[ i -
— ‘ , \———~—— pokud maF existovat musi
q‘ dO, %da +§—%d;i oF ar oF E%Haw‘o diferencialni forma

aQ3 aP oL uzavrena

3F _ &F 04: 3 , , Do, _ OB _d4:3y: akR 09: O _ Os %
60@0 30330& 30&80) ‘30180, BQ}L 303 OQ& 4\ anan aQa O= 59@3% aQa aQ& [06\0&]
IF__ 3F O M 0% = O4i 9% - 9% 94i _ O4i 09 —

SRR~ 3RoR  oR aB # aPaP P B kSl apaaP 0=5% a1 ‘3‘% 5% [RR]

>F _ &F s 4 9% _
a&éQj anaP& 3P %%g*”ﬁ‘ C“)Paog a& aQ 5%— ‘SOAaP d""é_g:gép_ b(b&_% [QJJE]

zbylé podminky jsou definicnimi vatahy pro fci. K a na fransformaci jiz nekladou 3adna dalsi omezeni

® |:Q2 p] = 63& ‘V} Red Lagrangeovy zévovk% — definované pro souradnice tazového prostoru
) & )
. _'ﬁu — O4i 99; indexem u zavorek jsou nékdy znadeny
[‘Qﬁ‘o 1=0= [ 8 &] [Q‘)’B‘](‘}’p (—3- Sgsﬁ) funkee kferé se v nich derivuji
30: BB _ 30 , |
Pozn. [Qa,P]m, 203 ap g% gz 5;55,-“&-0 =5&Q = [Qi'a](‘;.ﬂ paqvamqeqv% ?avovkg Jsou
invariantni pri kanonicke fr.

Tednotné souradnice fazovéno prostoru [ = zjednodusi 2apis, reflektuji rovnocennost E”, a A

- . ~ = a \
=% . A ~ (3 % Hamilfonovy rovnice = 1&@% Yiedn "=J ﬁ)
V = aY = oMy
)1 . =4\‘ AEA =\ q’h —E aF BG T
pe 4“ Poissonovy zavorky {F,G}. = JA&BM& (’B‘E)J(éﬁ'
ts dng _ (RN — (R
Lagrangeovy zavorky [F, (.‘7],1 :J;Ja 3E= (gﬁ) J a_,:,)

(symplekticka) mafice radu 2ax2a e
A AT F ...,8F on)|_| oF
d [11,; m]es"‘“’ T=T=3 T4, ddl-d ) (au, '$5) (BF)—LB'm

Transt. (1) 11 Ii (Z/ﬂ tridy ¢* V3E2A I—g—lr_K )\4:0 je kanonicka <=
@ Ju= [ZZ],.= anm 1% =(az) (%) (( ) (g%»;k<=> [QQ’PJ=65" ¥iae R /(2

i

1)

—— , 1=0=LR,
¥i, ke Ih '_/5_1 ) L % [a '&]
_dZi— 3Z (o3| - (3T) . (QZ 2Y) o (GRI=3n VjkeR
Ja= 122,02 0050 ~(8), 3. (88), - BRPERL < (0 Y oo

. P?imé (sq,mp\ek’(ické) poo[miwk% symplekticky — 2 vedtiny sl{,m*rp\ek;()ikos spletenyg dohromady (Weyl1434)

AP | _af o __ —'t& ok =29
82| _ = drs 5 25 ' of | _ _i) (ao) 3 Ak A -c)Qf N
355 -G 3 %3k ony =521 o ob| pE(aEf] |en .ok o ag |

KR YikeDh  \o§ of (aﬁ).( d 2% "R ok ob

Pro Casové nezavislou transformaci lze tyto podminky odvodit i primgm vipoctem derivaci slotengeh funkei 2 Hamiltonovgch rovnic.

Podobneé (aviak pouze postadujici) podminky lze odvodit i 2 uzavienosti a,P;(&',(S) - 8Z~(§.§) vs. aP( - _24,@F P)
forem A&F;, vozdil je ve funkcich kferé 2de vystupuji. Napv. pro d,F@,a) 3% aQ; (} TaQ: Q(ﬁ,’{ff’(ip‘.i;\

Dk, :x;@mA &> :ﬂ/A@AJl & TRI=ILT & K'I=IK = KIK )(53! & J=AIKR



Véta: Pro kaidou kanonickou transformaci plati {F)G}(? 1*‘= § —[—:,-(:7}(0‘,, Poissonovy zavorky jsou

=3 . invariantni pri kanonické tr,
pruh oznaduje fee. vyjadiene ve velkgeh proménngeh F(Z, D= F()‘L (Z0,4)

Dk Fel = OF . 3G _ OF 0Z - 9Zm 3G
))1

AR JAk dny 07, oK %k an, 9Z. azxizﬂ' 13 0 Zm ZJ

;4\9.

=iF T},

Matice /Aé'fRu'use nazgva symplekticksa < AJ =IA = 3=K3A < J=ATIK &= K= IN

Kriteria lze shrnout do véty: Transformace (1) je kanonickd <=> jeji Tacobiho matice je symplekticka.

Kanovické transformace fvoii grupu - tr. souradnic (tridy C™) na fazovém pvos’(ovu M tvovi grupu

- idenficka transformace je kanonicka ~ R=Z (2;2} 1 431=3 (R

« inverzni Tr. ke kanonické tr. je kanonicka A= (3% /.4=(g',=§ Jd ‘=A—Iﬂ£ﬁ\ = WJ /P:4 J

. sloieni kanovickgch 1v. je kanonicka tr.  Z=p(Z A) 7:?(;?_,,4_) [B=(g—:;.) (g;)—[ﬂ){ﬁ) BA
oot e i e BATIEN) - AEIBA - KIA =3

= symplekiicke matice tedy tvori grupu Tzv. Symplekticka grupa 34\(2,5)”2\ ={neR 2525 l AJA JY

Tvrzeni: Determinant libovolne symplektické matice je roven jedne 1. YA€ Sp(28,R)  deb A =4

Dk. Pfaffian definovang pro AeR™ A=-/ /f{(/i\\ 2’“,0' ZA‘XI\‘WAW,N,\ Atoa-nman 4(‘;:}:&

ma vliastnosti

dad A= (AT VB<R™ f(EAR) = dolB4S A A3 = IFIN =dad A gfT = dak A=

Pozn. Kriferia kanoniénosti nekladou 2adné podminky na funkee K, H (kanoniénost fr. nezavisi na konkrétni
fyzikalni uloze) ani na dasovy pribéh fransformace. Proto lze ¢as povaiovat za nezavisly paramety
a na ¢asove zavislou Tr. nahlizet jako na jednoparametrickou mnozinu po sobé jdoucich casové
nezavislgch transformaci. Kanoniénost fransformace 2namena zachovani symplektické formy.

symplektickg vektorovy prostor (V,co) je vektorovg prostor V nad Rvybaveny symplektickou formou wo
Symplekticka forma co na V je zobrazeni w:VxV = R, kieré je soucasné

- bilinearni WX, = WKL, 10 = X' 03(2;,8) = xﬂg 0y = E’m’% (diwmV=m a(2,,..,2) baze V)
« antisymetrické W) = -2y, %) ’v‘x,naev G =-00 g = damV =28

- nedegenerované (g =0 ¥yeY)=>x=0 dak(e)*0 o ’

04, dimenze symplektického pr. je vidy suda
Pozn. Ve Yexistuje Tzv. symplektickd baze ve kieré je o= ';{I‘:' b‘)=]l
Al
Automortizmy (symetrie) prostoru (Vo) jsou linearni bijekce A:y=V zachovavajici formu co
1. cotan,Ap=cotugp FgeV VORIV (aRTeAy = TRWAR = Xeol ¥XjeR"

Pozn. Nedegenerovanou bilinearni formu lze vyusit k 2totoinéni vek. pr.V a jeho dualu ¥*
NYoweV 3, meV VeV )=l 20brazeni b, (a) =, &) jeizomorsizmus V na v*



Hamilton—Jacobiho rovnice  (HTR)

Hledame vytvorujici funkei kanonické tr. 2. druhu B(@,P,L) kfera prevede zadang hamiltonian H na co
nejjednodussi tvar 1. vesi vovnici K = H+ 57 aE = kde je olosazemo,'. an do fce. H(%ﬁ A).

Cos je parcialni diferencialni rovnice uréujici Jak F zévisinag a a A.Pak 8K

Hledana casové zavisla transformace predstavuje prechod Y TaR T 0 = Q;=Konst.
G5 55 (§F) do souradnic, ve kferich je system v klidu. P =-—g%i=0 = P, =Konst.
= aFa

Pozn. Lze hledat i vytvorujici funkee jingeh drunit napv. R(£,Q,4) — pak dosazujeme doH 2a ¢; = Eye

HamiHon-Jaco\oiho rovnice je parcialni diferencialni vovnice 1.vadu pro neznamou funkei S zavisejici
as na A+A navzajem nezavislich proménngch g, A,
H(g, 53 * )+31=0 N

Jejiveseni (uplngintegral HTR) 2avisi na A4 infegraénich konstantach.

Nebot S vystupuje v rovnici pouze skrze své derivace, je urdeno a3 na aditivii konstantu, kterou lze
povazovat za jednu z téchto a+q konstant. Zbylich p konstant oznacime P,... R

keseni HIR S =S(§,',,i)§), nazgvané hlavni funkce Hamilfonova, obsahuie uplnou informaci o systému.

Jacobiho véta:  Hlavni funkce Hamilfonova S(E,',A,S) je vytvorujici funkce kanonické fransformace
(@,F) — §.F) Klera udava pohyb dané soustavy 1j.

as

Pozn. k 22 Foe. S(§.AP) je funkei . ) ; . .
22¢2 we?éﬂnslq{zj pv:;méwvu;fh “;Z'S Q aS( ip) — . = .(A 6 -P’) Je ‘FaZOVa ‘h’a‘_)ek‘\—o rie

piidemz proménné g jsou konstanty 3 a ‘y) q % Ta H 5 |H'O ovo
(integraly pohybu) pouze pro soustavu v-cz /_/—// . e/\ SOUs V%— S m novou
popsanou Hamitt onovou funkci H a - A ‘F k ,as

Tr. danou foi. _ lee pousit ina jing systém ;ﬁ ( 4P) —_> ﬁ f‘ (A Q P) un C| H - - 7.

se sTer’mA, k ale 3 nemusi bt konst. J ($ i P(ini:,ﬁ-))

Eeseni HTR—separaci proménngch. Pokud aH -0, sepavujeme Sas S=-E(BA+5&P) a hledame charakieristickou

funkei Hamiltonovu S8y jako reseni bezcasove HTR H(q,a? )=F

Viznam hlavni funkece Hamiltonovy dS| _aS, ,aS .
1@ ; ; \d,i . a%‘k 24 a& ‘f‘a?a H= L
~ , : « R\ N
S@GAQ) =) LGWgw, 4L ervseepodel ZE N Yy 0
% A S,("' LA A fazove trajektorie vyfvorujicifece. HIR infegral pohybu

Hlavni fce. Hamiltonova je akce vypoltena poole\ skuTeowe frajektorie v konfiguraénim pvosTovu
vychazejici v éase A,z bodu Q (s hybnosti p—- 5 ) jako funkce "horni meze" g v Sase .

Charakteristicka fce.Ham. je zkracena akce vypodiena podel skutecné trajekforie ar|: ﬁ‘ =4 5= S{\d\g‘

v , . A - as _ _aS &4 -
P¥. Volng hmotng bod L=4mét H= —"‘— HTR H+57170 .= 5. gm(-g% )
N=Qrnh =% - 3u=3 i . > gk
b =@k stpbioten Ao 00 5 b gl fpmal (gt frth - £56-08
1, .

Pozn. . 5 . o ' - e

4 S =5@LQ) lze povaiovat za rovnici vinoplochy éivici se konfiguradnim pr. M. % &
Pro dane A predstavuie 5@,4.0) =konst. rovnici nadplochy v konf. pr.M, ktera se prizméné A &ivi jako ‘ 5
"&elo razové ving" . Bod gomsu)lcn konfiguraci systému je bodem Této nadplochy uréengm podminkou P—-—g
Kanonicka hybnost 4~ 2 =V,S je normalou k této nadplose a pokud je rovnobéinas obecnou rychlosti @ g,
pak Trajektorie jsou ko\me k nadplocham. Navigvoj systemu Tak lze pohlizet jako éiveni vinoplochy v T %%

konfiguraénim prostoru anatrajektorie jako na paprsky.

2y Rovnice eikonalu ve vakuu Zp(—é%—) ( ) odpovida HIR fotonu H= Qr_‘ Ec(ax) wict= (gi\l

%, Schrddingerova rce. Aﬁé_}\"' A = -mAq\ ~UR-p Pro vinovou funkei =@ A) kde Pob('iA\='1“'Y‘dV
hledame—=li reseni fvaru &4\ = C M[%S{R‘,A\__\ pak rovnice pro § 1 (ax) +UR) + 22 = M'k A \S

2rm
v limité pro & -0 prejde na HTR (Klasicka limifa kvantfové mechaniky)
Bezdasova Schr.vce. 4 =EY — hledani vlastnich vektorii [ odpovida vegeni bezdasové HTE.

Plochy konstantni faze S=koust. vinové fce. M kvant. mech. jsou v Této limité kolme na klasické trajektorie.



Diterencialni formy vek. pr.\ nad IR (80 8) baze V, &1, dudlni baze V* &4 (,QJ\ =8, RelN,, hem

R-14 vnéjsi mocnina pr. V¥ je realny vek. pr. A(V ) véech (uplme)an?‘/sgmeﬁ/ok:;ch R-linedrnich forem oy na \f

1. o:Vx...xV—>R linearnich v kaidé sloice a spliujicich ¥ WeSy  oU(Wy,..., Nnepy) = = AT R(ay, .., Op) Ys,,...,.15€Y

& kyat
Vné jsi a/gebra vek. pr. Y ¥je vek. pr. AV* = @A(V ) nehomogennich forem spo/usb:/meam/asoc:aﬁvmoperaci

A AV AV = AVF wazgvawou vné jsi soucin, o/efmovanou na homoge nnich formach oue AR(V*), BNV predpisem
(OUAB) “.-.,M‘%ﬂ) -A[ﬂ/ Z A%(\.“.w A&n)p*') 11'(1)) 6 Aj'n'(j‘,”,-u, Tr(k,ﬂ)) VMq,n.,N*&ev a SP V’MJ’O’ dJ/\B‘("f) lB/\dJ

dim AVI=(g) P2 V=R KOO=R AWV AV (R )72 = Z pgel A5 Ton® = £ €582 (% )
lim AV*=2" e 0 €80 GWEGEE) @ ST ERE i RV

Diferenciilni forma stupné & na I (}\—forma) je zobrazeni ocu: frel” — ) e./\.(T,,,P) které kazdemu el
privadi k-linearni antisymetrickou formu na teéném prostoru T,1' ke M v bode 4.

\Q&(F) mnozina véiech k-forem na I Q?(f‘) redlné funkce na 1
Existuje pravé jedno linedrni zobrazeni nazgvané vnéjsi derivace  d.s _O.,h(l") "”.Q.kd(r) 0 2R %4244 s Vlastnostmi

4, v{emr’ne df diferenciil fee. { 2 dod =0 3 ¥oe (M ¥R (M) dloear)=da)aB + AR a(dB)

Symplekticka forma ecana [ je 2-forma weSAIM kters je uzaviend (dw =0) a nedegenerovans (dd_w =I=O)
Z, i

Na fazovem prostoru existuje globalné (diky jeho strukture T'=T* M) kamomcka Cartanova 1—forma 2.
4

de =o\(+;d0(,;) = dpadg, + (4 i d(dg, )= df‘i"d%‘ = Z ooy d g adi (m,:}):(' ifAJ._O) )

Kanoniénost tr. 5=6(§,Z,D,§=$@,Z,,D odpovidaexistenci funkce F(O,P,/i) SP\WMJIC! podminku 'ﬁid‘k' HdA = Pl-de -kdA+dF

vedouci nakriteriakanoniénosti, ktera nezavisi nadasovém vivojitransformace. Cas lze tedy (piizkoumani kanoniénosti) povasovat za

parameTr, kferi urduje konkrétni bezdasovou kanonickou fr.z 1—paramefrické mnoziny bezdasovich kanonickjch fr. Tvoricich dohromady

asové zavislou kanonickou Tr. a kanoniénost tak lze vygetiovat pro kaide pevine Aavlat, 1j. A=konst dA=0 apodminkapiejde na

/ﬁ,: dt](,_ = deoj +d.F odkud aplikaci vné i derivace ziskame d'f‘i"d%= d%AdQ)"’d.choé je podminka zachovani symplekficke formy
4 _A4 _4 Zs dZ 437Z» dZ

d'f‘i"d?i.: da/\dog 2 wi'gd‘n;’\dn-j“ IW&I d.ZAAde - 'E’CU‘“( d)i ) { !dn ) 2 Bn-;, w}g ==t d.n‘-/\dnj

Kanonické transtormace tedy predstavuji symetrie fazového prostoru jakosito 5gmp/ek7‘/cke var/eﬂ; (P,00) (Tzv. symplektomortizmy).

Poincaréovy integralni invarianty
Bud DefM podvarieta sude dimenze 24, keA fazoveho prostoru (M w), pakm’(eqva\% I D)= S""" AW
Jsou invarianty libovolne (akfivni) kanonicke transformace ¢:?— 71 1). T* [eO]=TD] ° & kst

Dk. pouze pro k=1

4 = O g+ 8B 4\ p (2% g, + 2% OB 30 + 2R 3% yo ad
Fibos Lo ot S G o) BB Bl
k

"5 a—Q~d+a ~dga+ 2 a¢ af 20 d fyndfn= S [%e*%]OIPA%AAW&‘*[O/”4\3:]0“,0{{\;/\(1%&+45{4‘,&,4“;],3?(“\5/\&4‘:Sdhi\d‘h'l [0

]

Spy
Pozn. Objem na fazovém prostoru je uréen pomoci nenulové 2s—farmy, obvykle Liovilleovy formy
: A(a-
objemu ) = Z("f)_ WA..ACS = ol"m---"d%'\dh'\—--/\dh = diya--AdRy V(D) =§D~

b kraf
Liouvilleova véta 1) Velikost objemu libovolné oblasti D fazoveno prostoru [Tse pii (aktivni) kanonicke

fransformaci d neméni 1j. V(D) =V(o(D))

2) Pri asovém vgvo)i sustému se objem libovolné oblasti fazového prostoru neméni.

Dk, V(¢(p) =¢.¥ CLZM--.ACkZ,.A:‘Y(z az'dﬂ- )A A( BZ,A d)‘l ) ‘YZ gﬁl 3‘17'1“ drgaadrt, =

D) D D %4y a‘b‘

= i ZA %'?1: ‘3—,25‘.’;%( o draadi,, = de{( )duM...Adn,A =£4dum.../\dn” = Y(p)

Pozn. Statfisticka mechanika—na Sasovy vivo statistického souboru ve fazovéem py.
se |lze divat jako na proudéni nestlacitelne kapaliny.




Dualni povaha pozorovatelngeh velidin v Hamiltfonové formalizmu

I.Pozorovatelné (veliding) jsou realné funkce G: M IR— R tridy €' na rozéivenem fazovém prostoru.
stav systému je uréen bodem ve fazovem prostoru o souradnicich (§,£) e[
Visledek méveni pozorovatelné G v case Ana systém ve stavu (g, ) dostaneme dosazenim G(?(A\,I(A\,,{),

T.Pozorovatelna G je generatorem jednoparametrické grupy kanonickijch transtformaci fazového prostoru.

PoGzovova’fe\mé GeQ¥(M 1—forma dGGQ:(I") Hamiltonovské vektorové pole Xg .
M= R R 36
G =G(5;:47) '7”% O\G— S dq/" a'fu 41 sgmpekﬁcka XG_S—Z%—?’—‘(}%%_{”G} 6= -aaié)
derivace vgpoc’rewe \/l, jsou baz,\:[‘v;f’" forma vypoctené v boo/e_ﬂ, Jsou bazické vektory T "
Integralni k¥ivka Vek*oyoveho pole Difr: Kazdym bodem oblasti xR prochazi pravé jedna
pRAT  gneange 988 st ipen
p=p=(Te) ieoﬂiﬁﬁﬁi&ikﬁjz GEe-g e e

e A NZ
%
(lokalni) tok generovang polem X, Vlastnosti foku @4

3 o L Xedpe
4}.'—,_),-, Lep }:=31(O)—> 4;2(&) ___3‘(04_5) ¢°‘IELP identita (3:;'7:) % (52,3:)

getamIcR (5o, FO) — (G0, £16) bod=¢,
Tok je lokalni, pokud b: £ eCam)cR ~ b, nejde q>£-4 =-.4>_E Pokud je tok definovang nacelem IR pak predstavuje
vostannoud nacelé R. € jednoparametrickou grupu kanonickych transformaci.
(aktivni) transformace dana fokem ¢)€ Infinitezimalni verze transformace (Taylorvo dot.vaduv € )

€D

ll

Q6.0 = %6 =G.0),
RGF) =ulor = (4):(2"."?“))»4 R® = pul0+€) = f;00) +£CJL‘§;L_=0 =€ g—‘(;; §.£)
Kanoniénost infinitezimalni transformace (poolmimka musi p\a’fiT do 1.vaduve)
{Q,:i, P;} = {?‘,4‘33 + & { 26 )'f-éS -& {?.,, 39, }-¢ {8{‘ 3@ k E{{%.Gl 4.3} - i{ql‘,’f_(; ,h’,k ~0(eY) =
({{‘v 63, ’h} +{1e, 58,9 Y)-oeEn = &;-¢ ii&l} G} 0t = *g {S‘Q,G} o) = 5 -08)
{Q“Qé} 0(5 )'{P;E, B ‘3 V,.,aeA Tasobho d, -8iy

Koneénou tr.lze ziskat slozenim (infegraci) infinitezimalnich tr.a nebot slozeni dvou kanonickgch fr. je
kanonické bude i Tato tr.kanonicka. Pro infinifezimalni fr.existuje i vytvorujici fee. F;(q‘;,s):-.%f§+ge(§)§)

~N -Pl

0=§ Q' = ¢lo+s) = tf{o\*«sd} -q+£aG(qi)
=

Pr. G=4, d6=4d4, X, -4; d_? Guo=frderc=£rq0 " %wnz P;r
A=2 dfu“’@'—. = ! = " pz'-' 2
(94»?14‘441) d—‘]/'@‘a-g:. XG: o) CB( =0 C} &)= 7‘{0) J =0 " (£)= 4’ (0) funkce G='f‘4je

“ i generaforem franslace

Teorém Noetherové v Hamiltonové formalizmu

Necht fce. F=F(q,’ ;’) a Hamiltonova fce. H=H(§,’,f) nezavisi na dase, pak F je I.P. &> {F,H}=0

e,
-

o

[

1) F je generatorem 1—param. grupy tr. (§,4) - (0P = =(§(o), NG

F
HI& ) = Ag.7,6) = HG o je) =H(§(0), o)) -g%= 2% 3& * g? 44 - 3%, g;': - 3—2 ’27%.‘ IHFY

invariance H

2) H je generatorem Sasového vivoje (c‘;‘l;.’)—>(§"J?“)=(§(A),f(iﬂ FGmFu)=FGofe) o= di m{F‘H}

Hamilfonian H je invariantni vadi 1—param. grupé tr. generované funkei F (1).H se zachovava podél
integralnich kiivek vek. pole X)) «= Fle invariantni vici 1—param. grupé fr. generovane Hamilfonianem

predstavujici dasovy vjvo) (1j.2zachovava se podeél infegralnich kiivek vek. pole Xy (fazovigeh frajekforii)
a je Tedy infegralem pohybu). Tedy i ke katdému IP.existuje 1—param. grupa symetrii Hamilfonovy fce.



Nabita relativisticka dastice v elektromagnetickem poli

PUNTE. Taylortv rozvo) konst. T moc malé
pro volnou &asTici
b | \ L=- 2 o2 d 2 -2 - 1(4__4 L’:-is."- )__ WA 2, 4 N“
ez elmaqg. pole = -, C {4-? ke M =Z7"s el T F o) Fomet zmop Fom B

‘ aL “2.”"5“
velmag. poli L = ’MC"!'I-%’;I-Z(C(-E-K) o™ o = T & fpSiA = M

AT, = Qa‘_L.‘.‘QAh

AT, 2 il o MO ¢(F-2R )
;-RA = CRA) = - e t= Iy W

s = A g

E=g|f;_h&“\. st +2A o - ( n? ®_ole- 5R) ) _ m,uum,i‘-m,n‘ v 2= mx.c;z eap
- 1- ';’, -3 -5 1-&
iy c* Y

He— - o = AR e e

\V__ ¢g-2R) o — N

(4‘ j_A) ","\.: (4\ lA) rm,

kanonicka  klidova hmotnost
hybnost
Véta o viridlu

Stredni casova hodnota funkce {:IP\-’IP\, {:4(1) (X) zim ’C’ {(A\di

Véta: Pokud AF:R->R gm-dm‘ F omezens (31«e1R_IF(A\leK,VM pak <{>=<|'=>=0.
Dikaz: [4f>)= Lo |2 (Ferr-Feo0)| £ JZMXOI%HO

T=>+0

Véta o virialu v Hamiltonové formalizmu:

Tsou—li q,(,{)a,;,u) ¥ied omezené funkce pak <‘1- > <AV‘ > (pokud existuji).

Znadeni: pro funkei Z = Z(X, .. X, 8, 4), Z: RS R 2 funkee Zﬁi(/,) YoueN
oznadime Z=Z(A-\=Z(X4(A.) j{l.) x4(L) xm(l.)j), f"-f\l-aR slozenou funkei

(1870 Rudol\f Clausius) — vztah pvo stredni éasovou hodnotu kinefické energie
Véfa o viridlu: 0znaéme G = Z',’,w L 21 =7 Z MJU pak pro libovolné veseni ? ?)( A Newfonovich
v d& =\ o -4 = =
pohybovich rovnic lm,[)(;, F. V‘we N plafi <dL> =0 = <T T2 <¢Z-'4E‘ X¢>
Dikaz 9T = Zrmf (Z”'\.,. ) ijmw =C-7

L/—N-—————‘—‘
X virial
K]
Tsou—li navic sily F pofencialni 1. Ef—V,“\) == 3%

o

>
i

a pofencial V=U(X,...,X,4) je homogenni funkce
sfupné k v proménnich ..., %, P {Ey=0 > {F>= ’—3_"«3)

Q
!_X

¥ o3 ¥ 3
Dikaz: ;g.z gzg ﬁzzg— = -0

. 2 ~
Oznadime—li E=T+U pak {EY = <F>+{G> =(«+%)<6> a plati (O =57 <E>

~ k =~
= E
Te—li navic BL—O pak E=konst. je celkova energie a (EY=E 0= %24 >



